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Abstract

The present paper is a pedagogical approach to the calculation of strain in
quantum dots of arbitrary shape buried in a matrix. We assume the
isotropic strain model, which has good performance and is not computationally
heavy. The paper is self-contained: we start from the definitions of strain and
stress and obtain the Navier equation. Then, the elasticity formalism is
applied to the problem of spherical inclusion. Finally, using the superposition
principle, we obtain the strain in an inclusion of arbitrary shape as a sum
of effects coming from the inclusion of many small spheres. The resulting
strain formula is a surface integral which can be numerically solved and
compared to results published in recent scientific literature.

PACS: 73.21.La; 81.40.J;



Introduccion

Desde hace afios hay un considerable interés en la sintesis, caracterizacion y estudio de
puntos cuanticos, QDs, autoordenados. Este viene sin duda estimulado por la posible
utilizacion de estos QDs en nuevos nanodispositivos optoelectronicos (tales como
laseres de puntos cudnticos), fotodetectores, o su uso como puertas cudnticas en el
procesado cuantico de la informacion, entre otras muchas aplicaciones [1,2,3].

Uno de los métodos mas empleados para el crecimiento de QDs en matrices
semiconductoras es el llamado método de Stranski-Krastanow [4] el cual permite un
control de la densidad, tamafio, composicion y forma de los puntos cudnticos,
consiguiendo un producto con una alta homogeneidad. Las fuerzas de tension son en
parte responsables de ello. Una vez depositada una primera serie de puntos cuanticos
sobre la matriz, y después de quedar éstos cubiertos de nuevo por material de la matriz,
cada punto cudntico origina un campo de tensiones que promueve el ordenamiento
vertical de los nuevos puntos cuanticos que se van depositando y cubriendo
sucesivamente. De este modo se consiguen pilas ordenadas de QDs.

Las tensiones que quedan presentes provocan, a su vez, cambios en la estructura de las
bandas del material obtenido. Basicamente, el borde de la banda de conduccion se
estabiliza/desestabiliza proporcionalmente a la deformacion hidrostatica, mientras que
en la banda de valencia los huecos pesados y ligeros (que son degenerados en el punto I'
de la zona de Brillouin) rompen su degeneracion proporcionalmente al campo de
deformaciones biaxial, a la vez que también son afectados por la presion hidrostatica, de
manera similar a como lo es la banda de conduccion [5]. Adicionalmente, el campo de
tensiones genera un potencial piezoeléctrico, aunque éste es generalmente pequefio vy,
excepto en algunos casos concretos, contribuye poco a la energia electronica.

Por todos estos motivos, entre otros, se hace necesario calcular el campo de
tensiones/deformaciones en un QD. Los métodos que se emplean para su calculo se
pueden clasificar en dos categorias: modelos de elasticidad continua (continuous model
CM) y modelos atomisticos (valence force field VFF). En general VFF y CM conducen
a resultados que estan en razonable acuerdo [6,7]. Dentro del modelo continuo, la
descripcion mdas simple se consigue con el modelo continuo isotropo (isotropic
elasticity, IE) propuesto por Davies y Downes[8] el cual rinde resultados acordes con
aquellos que se obtienen de modelos continuos anisétropos y atomisticos [9,10]. El
método IE es conceptualmente simple, computacionalmente asequible y, desde el punto
de vista de sus resultados, robusto.

En el presente articulo derivaremos el método IE a partir de la ecuacion bésica de la
elasticidad (ecuacion de Navier) con el objeto de proporcionar al no especialista una
aproximacion didactica al tema. Creemos que la programaciéon de la formula de
deformaciones y su aplicacion a casos concretos donde pueden contrastarse con la
bibliografia puede constituir una buena propuesta de practica para estudiantes
universitarios.



1. Deformaciones en el entorno de un punto. Tensores de deformacion y de tension.

La teoria de la elasticidad estudia la mecanica de los cuerpos solidos considerandolos
como medios continuos. Bajo la accion de las fuerzas aplicadas, los solidos se
deforman, es decir, cambian de forma y de volumen en mayor o menor grado. Como
veremos, el concepto de tensor de deformacion esta ligado a las deformaciones dentro
del so6lido, mientras que el concepto de tensor de tensiones esta relacionado con los
agentes responsables de estas deformaciones, es decir, con las fuerzas.

En este apartado presentaremos una breve exposicion de aquellos elementos necesarios
de la elasticidad lineal que nos permitan abordar el estudio de la inclusion esférica como
un paso intermedio al estudio de las deformaciones elasticas en los puntos cuénticos.

En lo que sigue, los medios continuos que consideraremos seran elasticos, is6tropos y
lineales. Asi, existira una relacion lineal entre el tensor de deformacion y el de tensiones
(ley de Hooke), las propiedades mecanicas de los solidos no tendran direcciones
preferentes y las deformaciones de los puntos materiales del sélido seran infinitésimos
de primer orden.

1.1 Tensor de deformacion especifica

Consideremos un solido elastico inicialmente no deformado y sean P y Q dos puntos del
mismo infinitamente proximos.

Figura 1

Producida una pequefia deformacion, el punto P pasa al P’ y el punto Q al Q’.
Representaremos por u el desplazamiento de P’ respecto de P y por u' el de Q’
respecto de Q. En coordenadas cartesianas:

u=uyi+uyj+u,k u'=uyi+uyj+uyk (1)
Teniendo en cuenta que los desplazamientos u y u’ son infinitesimales, podemos

expresar las componentes de u’ en funcion de las de u y de sus derivadas mediante un

desarrollo de Taylor hasta primer orden:
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Las ecuaciones (2) pueden representarse como [0'] = [a]+ [m][dF] 3)
donde [i'], [G] y [dF] son matrices 3x1 y [M] es una matriz 3x3 cuyos elementos son
v 6XJ .
La matriz [M] podemos descomponerla como suma de una matriz simétrica y otra
antisimétrica segun
T T

)= MM M oy @

donde [M]" es la matriz transpuesta de [M].

De la figura 1 se desprende u+dr’ =dr+uw —dr =dr+ (ﬁ’ - ﬁ), que expresada en

forma matricial y teniendo en cuenta las ecuaciones (3) y (4), asi como el concepto de
matriz identidad, conduce a

o7 |= [1][a¥] + ([D]+ [1]) [a] = [D][a] + [1+ 1] ] )

La matriz simétrica [D] es lo que denominamos tensor de deformacion especifica. Sus
elementos son del tipo

 u,
o ou; M (6)
2\ ox;  ox

[[+H] es una matriz infinitesimal y, por ser [H] antisimétrica, ortogonal; cuyos

elementos son del tipo o, +l(% - o, ] , donde &;; es el delta de Kronecker.
2\ ox; oOx,

La matriz [[+H], al aplicarla al vector dr, le produce un giro pero le conserva el
modulo. En cambio el tensor de deformacion especifica [D] cuando aplica a dr le
produce, en general, un cambio de mddulo y de direccion.

Al ser [D] un tensor simétrico, existiran, en un punto P del solido, tres direcciones
perpendiculares entre si tales que el vector dado por la transformacion [D][df] no
cambia de direccion, sino unicamente de modulo. Estas tres direcciones son las
llamadas direcciones principales del tensor de deformacién. Para cualquier vector dr,
cuya direccion coincida con alguna de las tres direcciones principales del tensor de
deformacion, se verificara

D] -efaf] - [o-e1a]=[] )

La ecuacion matricial (7) constituye un sistema de ecuaciones homogéneo cuya
condicioén de compatibilidad proporciona la ecuacion caracteristica

€xx 7€ 8Xy €xz
Eyx By —€ &y, |=0 (8)
€x 8zy €2 78



La ecuacion (8) constituye una ecuacion cubica en & cuyas raices €, €, y €3 se

denominan deformaciones principales.

La traza del tensor de deformacion especifica es un invariante respecto de cualquier
rotacion, suele denominarse invariante lineal (o dilatacion cubica unitaria). Si lo
representamos por e, tendremos

ou, Ou, ou . _

e=¢g+te e =6, 16, +E, = ax + & + . =divu

)

Los términos del tensor de deformacion especifica tienen la siguiente interpretacion:

a) Los términos & (i = x,y,z) de la diagonal representan la diferencia de
desplazamientos a lo largo del eje i que experimentan dos puntos P y Q, distanciados la
unidad a lo largo del mencionado eje en el sdlido libre, como consecuencia de la
deformacion. Veamos como ejemplo el caso de &:

Figura 2

La deformacion del solido afecta desigualmente a los puntos P y Q. P pasa a P’ (se
deforma uy en la direccion x) y Q pasa a Q’ (se deforma uj en la direccion x).

ou
, u, +—>dx—uy ou
. _uy—uy OX _ X
De acuerdo con lo anterior, €,, = = =
dx dx 0x

(Idéntica interpretacion para los restantes términos de la diagonal, e, y €,,).

b) Los elementos extradiagonales del tensor de deformacion estdn asociados a un
“efecto de cizalla” que se traduce en la variacion experimentada por el angulo,
inicialmente recto, de lados paralelos a los ejes etiquetados en la correspondiente
componente extradiagonal del tensor de deformacion. Consideremos, por ejemplo, el

ou
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En la figura siguiente, figura 3, la deformacion implica que P pasaa P’, Spasaa S’y Q
pasa a Q’. Ademas, en el estado inicial no deformado, los segmentos PQ y PS forman
un angulo recto.



X
Figura 3
En la figura anterior se tienen las siguientes distancias:
P'Y =PS d _auyd (1 —%yjd (10.1)
'Y =PS+u; —u, =dy+ y=|1+ y :
y y ay ay
YS' = u, —u, = Quy dy (10.2)
y
XQ' ouy d (10.3)
=uy—-u, = X .
y y ox
P'X=PQ+uj —u, =dx+aux dx = 1+8ux dx, (10.4)
ox ox
: ou, Ouy :
De la figura 3 y de las ecuaciones (10), aceptando que . y E son despreciables
X
. duy du
como sumandos frente a 1, se tiene tgy, =y, = . ytgy, =y, =—= (11)

ou
_l(aux + YJZ’YI—F’YZ (12)

conlocual &, =
2\ 0y  0Ox 2
Obsérvese que si g (1# ]) es positivo, el angulo inicialmente recto disminuye. En

cambio, si es negativo, dicho angulo aumenta.

1.2 Tensor de tensiones

Sobre un sélido pueden actuar dos tipos de fuerzas externas: fuerzas de volumen y
fuerzas de superficie. Las fuerzas de volumen actian sobre cada elemento de volumen
del solido. Un ejemplo de este tipo de fuerzas lo tenemos en el propio peso del cuerpo.



Por el contrario, las fuerzas de superficie actuan sobre cada elemento de superficie del
solido.

Ademas de estas fuerzas externas existen fuerzas internas que provienen de las
interacciones mutuas entre partes del s6lido. En un cuerpo que no esté deformado, todas
las partes del cuerpo se hallan en equilibrio mecanico. Esto significa que si
consideramos una porcion del solido, la resultante de las fuerzas que actiian sobre ella,
debida a todas las demaés, es cero. Cuando ocurre una deformacion el cuerpo abandona
el estado de equilibrio original. Entonces aparecen fuerzas internas que tienden a llevar
el cuerpo al estado de equilibrio. Estas fuerzas internas estan relacionadas con las
tensiones internas y son el origen del tensor de tensiones. Si no hay deformacién no
existen tensiones internas.

Las tensiones internas se deben a fuerzas entre las individualidades del material. Un
hecho importante para la teoria de la elasticidad es que estas fuerzas tienen un “radio de
accion” muy corto. Su efecto se extiende a la vecindad de la individualidad que la
ejerce, hasta una distancia del orden de distancias atomicas, mientras que la teoria de la
elasticidad, por ser una teoria macroscopica, solo considera distancias grandes
comparadas con las distancias atdmicas. Podemos decir que las fuerzas que producen
las tensiones internas son “fuerzas de corto alcance”. Por consiguiente, las que ejercen
sobre cualquier parte del solido las partes vecinas, s6lo se ejercen sobre la superficie de
dicha parte.

Consideremos una parte del sélido elastico ocupando una regiéon V encerrada por la
superficie S en el estado deformado. De acuerdo con lo anterior, la accién del material
exterior (R-V) ejercera sobre V unas fuerzas externas localizadas en la frontera S. Se
admite que tales fuerzas estan distribuidas de forma continua sobre S. Los elementos de
volumen dV interiores a V, por el principio de accion y reaccion, ejerceran fuerzas que
se cancelaran mutuamente.

Figura 4

Para especificar la tension en un elemento de superficie dS alrededor del punto P de S,

asumimos que df compensa la resultante de las fuerzas internas, debidas a las
interacciones entre individualidades, sobre el elemento de superficie dS, y que el limite

df . , e . >
lim — existe. Asi, este limite es lo que denominamos vector tension en el punto P:
dS—0

df
6= lim— 13
A ds (1)
En general, el vector tension no es normal al elemento de superficie dS sobre el que

actia, y por tanto siempre podemos descomponerlo en sus componentes intrinsecas:



tension normal, perpendicular el elemento de superficie dS, y tension de cizalla que
actta en el plano del elemento de superficie dS. Alternativamente, podemos resolver la
tension en sus componentes cartersianas. Para ello consideremos un pequefio elemento
cubico cuyos lados son paralelos a los ejes de coordenadas x,y,z.

Q
=
=
«
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(a) z (b)
Figura 5

En la figura 5 vemos que las componentes de la tensién actuando en la cara del cubo
normal al eje x y en el sentido positiva son (Oxx, Oxy, Oxz). Analogamente, para las caras
perpendiculares a los ejes y, z, tenemos, respectivamente, (Gyx, Oyy, Oyz) ¥ (Gzx, Ozy, Ozz).
Estas componentes, dispuestas matricialmente, nos dan el tensor de tensiones

Las componentes Gy, Oyy, G, representan las fensiones normales y las restantes
componentes Gyy, Oxs;, Oyx, Oyz, Oz, Oz representan las temsiones de cizalla. Por
convenio, la fension normal en una superficie sera positiva cuando produzca tension y
negativa si produce compresion del material dentro del elemento. El sentido positivo de
cualquier componente de las fensiones de cizalla, en cualquier cara del elemento cubico,
se hace coincidir con el sentido positivo (negativo) del eje coordenado si la tension
normal, en la misma cara, coincide con el sentido positivo (negativo) del
correspondiente eje. Estd regla estd ilustrada en la figura 5(b), indicando los sentidos
positivos de oxy, Oxy, Ox, correspondientes a dos caras, del elemento ciibico, normales a
la direccion del eje x.

A continuacion vamos a demostrar que el tensor de tensiones, al igual que sucedia con
el tensor de deformacion especifica, es simétrico. Para ello consideremos el equilibrio
de un pequefio paralelepipedo rectangular con centro en el punto P(x,y,z) y longitudes
de lados iguales a dx, dy, dz. Con estas condiciones, los centros de las seis caras seran

(xi%dx,y,zx (x,yi%dy,z) (x,y,zi%dz)



Figura 6

Si las componentes del tensor de tensiones en el punto P son Gyx, Gxy, Gxz, Oyx,,Oyys ... ,
G, entonces dichas componentes en las caras de centros Py, P, P; y P4 serdn

1 0 1 0o 1 6o
En Pi(x+dx/2,y, z): O +E 8:( dx, oy +5 8)? dx, oy, +E O;Z dx
1 0o 1 0oy 1 0o
En Py(x-dx/2,V,z): G, ———2%dx, 6., ———2dx, o, ———*2dx
2 Y, Z) XAy Yy ox XZ 5 oy
. 1 00 yy 1 0y, 1 0oy,
EnP3(x, ytdy/2, 2): oy +- dy dy, o+ dy dy, oy +7 dy dy
0G 0o 0
En Py(x, y-dy/2,z): o _ 1%y dy, ny_l Y dy Sy, 100y, dy
2 oy 2 oy 2 oy

El equilibrio para el pequefio elemento de volumen paralelepipédico implica que no
exista rotacion alrededor de ningun eje, por ejemplo del eje dibujado en la figura 6 que
pasa por P y es paralelo al eje z. Por ello, el momento resultante de todas las fuerzas,
respecto de ejes que pasen por P y sean paralelos a los ejes coordenados, deben ser
separadamente cero.

El equilibrio respecto de la rotacion alrededor del eje dibujado en la figura 6, teniendo
en cuenta que la tension es fuerza/superficie, da lugar a la siguiente ecuacion:

1 1 00y 1 1 00y
—dx| oy, +——>dx |dzdy + —dx| 6,, ————=dx |dzdy =
2 ( ¥ 727a J T ( YT Y

X
1 1 0o 1 1 0o
=—dy| o+ X dy |dx dz + —dy Cyx ==  dy |dx dz
2 2 oy 2 2 oy
Dividiendo la anterior igualdad por dxdydz y simplificando obtenemos 6, =G, .

De forma analoga podemos demostrar 6y, =G, y Gy, =0,y .

Vemos, por tanto, que el tensor de tensiones es simétrico, por lo que solo es necesario
conocer seis de las nueve componentes.



Si representamos por [T] el tensor de tensiones, el vector tension [ G | en un plano 7 del
s6lido, cuyo vector director sea [n, ], vendra dado por

[6]1=[T][n,] (14)

(en la ecuacion (14), los vectores [G ] y [ ] estdn escritos como matrices columna)

Al ser [T] un tensor simétrico, siempre podemos encontrar tres direcciones, mutuamente
perpendiculares, para las que el vector tension de la ecuacion (14) sea paralelo al vector
[0, ]. En estas condiciones la ecuacion (14) se escribird como [6]=[T][n,]=0c[n,]
(donde o es un escalar). Introduciendo la matriz identidad [I], la anterior ecuacion
puede escribirse como

[T][1,]=o 1] [0,]
o0 equivalentemente
[T-ol] [fi,]=[0] (15)

La ecuacién matricial (15) constituye un sistema de ecuaciones homogéneo cuya
condicioén de compatibilidad proporciona la ecuacion caracteristica

Oxx —O ny Oxz
Gyx Oy —C Gy, |=0 (16)
O zx Gyy Gy —O

La ecuacion (16) constituye una ecuacion cibica en G, cuyas raices Gy, o, y Gz S€
denominan tensiones principales.

2. Ley de Hooke generalizada

Hasta este punto, hemos considerado la descripcion matematica de los tensores de
deformacion y de tensiones sin entrar en consideraciones acerca de la naturaleza
especifica del material. Para continuar en la formulacion matematica, necesitamos
introducir ecuaciones adicionales que relacionen las componentes de ambos tensores en
un soélido determinado. En lo que sigue consideraremos que el material es elastico,
1sotropo, homogéneo y lineal. Un material es elastico cuando desaparecido el agente
deformador, la forma y el tamafio vuelve a su aspecto original. Un material eléstico se
dice que es isotropo cuando las propiedades elasticas en un punto son las mismas
independientemente de la direccion. Si las propiedades del material son las mismas en
cualquier punto dentro del so6lido, decimos que es homogéneo. Finalmente, un medio
lineal es aquel en el que existe una relacion lineal entre los tensores de deformacion y de
tensiones.

El concepto de elasticidad lineal fue introducido por Hooke en 1678 cuando postul6 la
ley “ut tensio sic vis”, que puede ser traducido como “/a extension es proporcional a la
fuerza”.

En solidos tridimensionales necesitamos seis componentes del tensor de deformacion
para describir la deformacion en un punto. Similarmente, la especificacion completa de
las fuerzas internas actuando en un punto requiere el uso de las seis componentes del
tensor de tensiones. Cauchy y Poisson en 1820 desarrollaron, para un soélido eléstico,

10



isotropo, la relacion lineal entre las componentes de los tensores de tensiones y
deformacion, que hoy conocemos como ley de Hooke generalizada.

Un solido elastico isotropo se caracteriza por la coincidencia de los ejes principales de
los tensores de deformacion y de tensiones; ademas, poseen Unicamente dos constantes
elasticas independientes, por ejemplo: el modulo de Young (E) y coeficiente de Poisson

(v).

Para cada una de las direcciones principales de los tensores de tensiones y de
deformacion se cumple la proporcionalidad:
o; =Eg; (i=1,2,3) (17)

La extension del material en una direccion, por ejemplo la direccidon principal 1, lleva
asociada la contraccion del material en las dos restantes direcciones principales
perpendiculares

) R (da>0 y db<0)
, i atda — 1 2 Torab
f— b f
1 :"""""""I""
3
Figura 7

El coeficiente de Poisson expresa la proporcionalidad entre las deformaciones unitarias.
Extendiendo mentalmente la figura 7 a la tercera dimension de la barra estirada
unicamente en la direccion 1, tendremos, de acuerdo con el concepto de coeficiente de
Poisson,

db/b| |dc/d] lea]  es]
= =V >—=—"=V (18)
da/a da/a g £
Como €, y &3 seran negativos (db < 0 y dc < 0), las igualdades (18) podemos
escribirlas como €y =€3=—V¢g (19)

En la figura 7 vemos que la deformacion se realiza en la direccion principal 1, por tanto,

de acuerdo con la ecuacion (17), g :%; con lo cual la expresion (19) podemos

escribirla en la forma ¢; =—v % (donde la direccion principal 1 #1)

Puesto que la relacién entre la tension y la deformacion es lineal, se cumplird el
principio de la superposicion. Por tanto, estamos en condiciones de poder obtener la
deformacion unitaria, en un elemento de volumen y en una direccion principal, cuando
sobre el elemento de volumen actian simultdneamente tensiones en las tres direcciones
principales. Consideremos, para ello, un elemento de volumen de forma ctbica, cuyas
aristas tengan longitud unidad y direcciones coincidentes con las direcciones principales
del tensor de tensiones:

11



direcciones oy | l+g
principales

2 l i
‘- '
O i
1 i o
0) 1 1+e / __________
3 /l 03" I
L 1
I 1+e;3
i
Figura 8

En las deformaciones que hemos considerado, las direcciones principales de los tensores
de deformacion y de tensiones coinciden en todo momento.

De acuerdo con el principio de superposicion, la deformacion unitaria en una direccion
principal serd la suma del efecto, sobre ella, de las tres tensiones principales. Asi, de
acuerdo con las ecuaciones (17) y (19), tendremos:

(O] (o)) (OF] 1
EE=——V——V— —> & =—\0y—V(0, +0O
1= g E B 1 E( 1 =V (0, +03))

ecuacion, ésta ultima, que genéricamente podemos escribir en la forma

g = % (Gi - v (tro - Gi)) o equivalentemente, | ¢; = HTV [ci - trcj (20)

(dondei=1,2,3 ytrc =0, + G, + 03)

La ecuacion (20) constituye la ley de Hooke generalizada para las direcciones
principales de los tensores de deformacion y de tensiones.

En un sistema de referencia Oxyz, resultado de una rotacion [R] arbitraria del sistema
de ejes principales Ox*y*z* (O123 en la figura 8), las expresiones matriciales de los
tensores de tensiones o'y o vienen relacionados por esta misma matriz de rotacion
seguin:

[6]=[R]'[o] [R] 1)
donde, recordemos, el tensor [c*] es diagonal.

En estos nuevos ejes, el tensor de deformacion [£] puede escribirse, teniendo en cuenta
las ecuaciones (20) y (21), como

+r o * 1+ + *
[e] = [RT'[€'1[R] = EV [R] ([0 ]_1:\/ tro [1]] [R]
14wV v
[ = — ([o] o [1]] (22)

12



donde su elemento g; se particulariza como

1+v %
Sij = T (Gij —m tro 61]} (23)

De la ecuacion (23) podemos obtener la relacion entre las trazas de los tensores de
deformacion y de tensiones:

Y tro (24)

tre =

Despejando o; de la ecuacion (23) y teniendo en cuenta (24), obtenemos las ecuaciones

de Lamé, que expresan las componentes del tensor de tensiones en funcion de las del
tensor de deformacion

Gij =2 o 8ij + 61_] A tre (25)

E vE
- y N
2(1+v) (1+v)(1-2v)
son los coeficientes de Lamé.

donde los coeficientes p = (26)

3. Ecuacion fundamental de la elasticidad

En un cuerpo elastico en equilibrio, las fuerzas internas se ajustan para hacer minima la
energia. Veamos qué sucede cuando las fuerzas internas no estan en equilibrio. Para ello
consideremos un trozo pequefio de material, de volumen V, encerrado en una superficie
S.

Si el trozo est4 en equilibrio, F=0.

Podemos considerar F como suma de dos
contribuciones: F =F, +F.

La contribucidon exterior puede ser debida a
fuerzas tales como la gravedad que actian a
distancia produciendo una fuerza por unidad

Asi, F, = If"ext dv. Figura 9
v

de volumen f,; .

En el equilibrio esta fuerza exterior estaria equilibrada por la fuerza total interior, Ent ,
proveniente del material cercano que actua a través de la superficie S. Si el trozo de

material no esta en equilibrio,
By + [foq dV=[pFdV >  Ey = [[-fo +pE)dV > Ey=[fdv  @7)
% % \Y% \%

donde p es la densidad del material y f el vector aceleracion.
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Lo que hemos llamado F .t estd relacionado con las tensiones o esfuerzos en el material.

El vector tension, G, en cualquier punto de la superficie S caracterizado por el vector
unitario normal n, viene dado por [6] = [T] [n]. Si denominamos dS a un elemento

. - dF .,
de superficie de S y tenemos en cuenta que G = d—lé“, las componentes de la ecuacion

matricial anterior seran
dF.

3
(;r;’l Gix Ny +Ojy Ny +Gj, N, = dFlntl_(ZGikndeS (Lk=xyz) (28)
k=1

Integrando (28) a toda la superficie S y teniendo en cuenta (27) obtenemos

jf dv = I(chknk]ds (29)

S \k=1
3
Desde un punto de vista matemadtico, Zcik n, representa el producto escalar del
k=1
vector G; por n. La integral de superficie que aparece en la ecuacion (29) representa,
por tanto, el flujo de &; que sale del volumen V a través de la superficie S. Lo cual, de

acuerdo con el teorema de la divergencia, se puede escribir como la integral de volumen
de la divergencia de o, extendida a todo el volumen V:

3 . 0G .
J. (chknkj J. 6lﬁdS=J. (V V= J‘ [601;( + 1y +6G]Z]dv (30)
s \k=1 S v v L ox oy 0z
De (29) y (30) se tiene: f. = 20ix , iy, 2o, (i=xy,2) G1)
Y T ey | ez Y2

Para obtener la ecuacion fundamental de la elasticidad, es decir la relacion de la fuerza
f con las apropiadas derivadas del vector desplazamiento U, combinamos las
ecuaciones (31) y (25). Obtenemos:

og; 0g; O€; O tre
f. = ix Y2z g X1 =X, X ,X3=2Z 32
p{ ™ o o j . (X1=X,X2 =Y, X3 =2) (32)

1

Las derivadas de las componentes del tensor de deformacion, asi como la derivada de su
traza, podemos obtenerlas de la expresion (6). Haciendo esto para cada una de las
expresiones implicitas en la ecuacion (32), obtenemos:

B(V 1)

o(Vi
quuX, fy=(+p) (ay )+uV2uy ,

£y = (h+p)

f,=A+p) oV )+uV2
0z

Las anteriores ecuaciones constituyen las componentes x,y,z de la ecuacion vectorial

f=+wV(Vi)+uVvia (33)
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La ecuacion (33) se conoce con el nombre de ecuacion de Navier.

Haciendo uso de la identidad vectorial V2 = V(Vi)-VxVxi, la ecuacion de
Navier puede expresarse también como

f=(A+2u)V(V1)-uVxVxi (34)

4. El problema de la esfera hueca sometida a presiones constantes

En algunos problemas de elasticidad lineal la ecuacion diferencial de Navier puede ser
integrada analiticamente. Las constantes de integracion las podemos obtener a partir de
las condiciones de contorno. La simetria esférica del problema que abordamos a

continuacion hace que sea didacticamente adecuado. Ademas, tiene un interés adicional
porque podemos considerarlo como un problema previo al de la inclusion esférica.

Condiciones de contorno:
o(Ry) =P

Gy (RZ) = _P2

La simetria esférica implica:
u=u.(r); ug=uy=0 (35)

y por consiguiente U =u ¢,, donde
Figura 10 €, es un vector unitario radial

Como suponemos que no hay fuerzas de volumen ni aceleraciones dentro del material,
la ecuacion de Navier, ecuacion (34), queda (A +2u)V(Vi)-uVxV xii =0. Ademés,
la simetria radial implica V x (u,€,)=0. En estas condiciones la ecuaciéon de Navier

queda reducida a
V(V(u,8)=0 — V(u,8,)=cte (36)

Utilizando el operador divergencia en coordenadas esféricas,

A0 < LOTA) 1 O(Agsend) 1 Ay
V2 o rsend 90 rsend 0

y teniendo en cuenta (35), obtenemos

d(r2
Lﬂ:cte - u, :ar—i-L (37)
I'2 dr I'2

En coordenadas esféricas los elementos diagonales del tensor de deformacién son
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o ou l(ﬁue

1 ou
o 8r; €po = Entur S Egp = ——+senBu, +cosOuy (38)

rsenf| Od

r
En este caso los elementos extradiagonales, debido a la simetria esférica, son nulos.

De las ecuaciones (35) y (38) tenemos

ou, u,
T or 00 o r ( )
De (37) y (39): € =a—%; €09 = Ego =a+£3 (40)
r r

A partir de (40), utilizando la ecuacién de Lamé, ecuacion (25), podemos obtener

Op = (2u+3k)a—@ C¢p = %60 = (2H+37‘)a+@ (41)
r T

Es inmediato comprobar que, en este caso, también los elementos extradiagonales del
tensor de tensiones son nulos.

De las ecuaciones (41), teniendo en cuenta las condiciones de contorno del problema
(ow(Ry) = —Py, o(R2) = —P3), obtenemos las constantes a y b

L __ PRI -PpR b RIRS(P —Py)
2u+30)(R3 ~R}) 40(R3 —R7)

(42)

Finalmente, llevando estos valores de a y b a las ecuaciones (37), (40) y (41) obtenemos

PRI-PRI  RIRIP Py 1

u, = (43.1)
T @uA3MR;-RY) 4pR3-RY) 17
. PRI-PRI RIRIR - 1 5
. .
(2u+3M)((R3 -R7)  4u(R3-R{) 1’
_ . ___PR{-PR} N RiR5 (P —Py) 1 433
Eop = Cop = 3 o3 3 2y 3 (43.3)
(2p+30)((R3 -R7) 4Ry -Ry) r
3 3 3p3
_ PRy PRy RyR3 (P -Py) T (43.4)
. .
(R3-R{)  (R3-R{)
PR} -P,R3 RJR3(P,-P
Gyp = Cop =L 252 4 X 2P =Pp) T (43.5)

(R3-Rj) 2R3 -R}) 1

Como caso particular del problema que estamos tratando, podemos considerar el caso
de una esfera maciza de radio R sometida a una presion P. Las férmulas anteriores son
aplicables haciendo R; =0, R, =R y P, = P. Se obtiene:

16



-P -P
r 44.1 €. =Epg =E44 =
(44.1) =800 =80 =5 oy

To2u+3M
G =0pp :G‘M) =-P (443)

(44.2)

Todavia podemos contemplar un segundo caso particular del problema que estamos
considerando. Se trataria de obtener el desplazamiento u, y las componentes diagonales
de los tensores de deformacion y de tensiones para el caso de un medio eléstico grande
con una cavidad esférica de radio R, sometido a una compresion hidrostatica. Para ello

hacemos, en las ecuaciones (43), R, >> R; = R. Se obtiene:

- @ -P)R’ 1

u. =
To2u+ 3 4p r2
] _(Pl—Pz)RSL
To2n+ 30 2u 3
3
£4s = Eap = -P B -P)YRT T
o 2u+ 3% dp P9
R3

O =Py = (P =Py) —-
r

1 R’
Cyp = Ooo = P2 +5(P1 -P))—-
T

Si suponemos que P; es cero y P; = P, las ecuaciones anteriores quedaran

3
ur:PR RS (46.1)
4“ r2
~PR® 1 PR 1
€ = — 46.2 €46 = €0p = —
Ir 2u 1‘3 ( ) o 66 4n 1'3
5 1 PR’ 1
O =—-PR 3 (464) G¢¢ =GCpgg = 5 E)
r r

(45.1)

(45.2)

(45.3)

(45.4)

(45.5)

(46.3)

(46.5)
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5. El problema de la inclusion esférica

En este problema vamos a considerar el caso en el que en una matriz de un cierto
material 2, con una cavidad esférica de radio R despreciable frente a las dimensiones de
la matriz, “embutimos” una esfera maciza de radio R+dR de un material distinto que
llamaremos material 1. El material 1 (interior) ejerce una presion P sobre la superficie
de la cavidad esférica de la matriz.

Este problema lo resolveremos combinando los dos resultados que hemos obtenido,
como casos particulares, en el problema anterior de la esfera hueca: la esfera maciza y la
matriz con una cavidad esférica sometida a una presion desde dentro proveniente del
material colocado.

Figura 11

Supondremos que a una distancia r muy grande, contada desde el centro de la inclusion
esférica, la presion es nula. Asi, para la matriz podemos utilizar las ecuaciones (46).

Cuando la esfera maciza se introduce en la matriz hueca, se produce un “acoplamiento
forzado” entre las constantes de red de ambos materiales. Este hecho impone una
condicion de contorno para u, que podemos derivar de la siguiente forma:

N celdas de cte
g

dered a

N celdas de cte

de red a{lz)
Figura 12
() _R 48R (1 ()
Nag ZREORL 8 1 R er-r| % —1|= sR=R&
Nag’ =R a(o) R ag)

siendo gp= ag) / agz) —1 un parametro que caracteriza lo forzado que resulta la inclusion

correspondiente.
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Asimilando este OR a la diferencia del desplazamiento u; en la superficie de contacto
entre los materiales 1 y 2, tendremos u§2) (R)- ugl) (R)=¢R (47)

Particularizando la solucion de la esfera maciza, ecuacion (44.1), para r = R, tendremos

WO R)=—F R (48.1)
2},[1 + 3}\,1
Asimismo, de las soluciones para un medio con una cavidad esférica, ecuacion (46.1),
parar =R, se tiene

u?® = PR (48.2)
4p,
Llevando (48.1) y (48.2) a la ec. (47) se tiene P = fo . Ecuacion

1/(2u +3Ay) +1/(4p,)
en la que al sustituir las expresiones de las constantes de Lamé, ecs (26), conduce a

- 50 (49)
(1—2V1)/E1 +(1+V2)/(2E2)

Si las constantes elasticas de la esfera (material 1) y de la matriz (material 2) se
suponen iguales, la ecuacion (49) queda

_ 2Eg

T 3(1-v)
Para este ultimo caso, donde tiene validez la ecuacion (50), podemos obtener las
expresiones de Uy, &r, E0g, Egg» O, Oop Y Oy, dentro y fuera de la inclusion. En efecto,

(50)

a) Dentro de la inclusion: sustituimos la ecuacion (50) en las ecuaciones (44) y tenemos
en cuenta las ecuaciones (26) para las constantes de Lamé. De esta forma obtenemos

2(1-2
g - _2d=2v)gy

51.1
: 30y (51.1)
2(1-2v)e 2Ee
e _ M _ ) 277 4V)eo 512 (1) —oW g _ =0 513
€ 00 — “¢0 3(1-V) ( ) 00 o 3(1-V) ( )

b) Fuera de la inclusion: sustituimos la ecuacion (50) en las ecuaciones (46) y tenemos
en cuenta las ecuaciones (26) para las constantes de Lamé. Se obtiene

WO _ (1+v)goR® 1

e (52.1)
21+ v)g R 1 1+v)goR? 1
@ - _2LEVIBRT 1 o) o) £Q) = o) = (d+v)eoR™ 1T (52.3)
31-v) 3 3A-v) 3
2Eg R> 1 EgoR> 1
2) _ _<E8R 1 524 ) =g - 202 52.5
31— (24 N e

Un ejemplo de inclusion esférica lo podemos encontrar en un punto cuantico esférico de
InAs de radio R incluido en una matriz muy grande del material GaAs. Se supone que

19



ambos medios son isétropos y que las constantes elasticas son las mismas para los dos
tipos de material. Un punto cudntico de esta naturaleza puede ser generado mediante la
siguiente secuencia estandar de procesos:

- Se comienza con una muestra de GaAs (matriz) a la que se le extrae una esfera
de radio R que constituira el punto.

- Se transmuta este material extraido a InAs en un ambiente relajado. De esta
forma, debido a que la constante de red del InAs es mayor que la del GaAs, se

expande una fraccion € de su tamafio original: &, = a)* /aJ** —1=0,072.

- Se aplica una presion hidrostatica para reducir el volumen del punto hasta su
valor original.

- Finalmente, se introduce el punto en la cavidad original y se permite su
relajacion. Esto provoca un desplazamiento radial u, y, por consiguiente, una
presion en el propio punto y en material mas proximo de la matriz.

6. Deformaciones en inclusiones con forma arbitraria

En este apartado veremos como, a partir de la solucién para la inclusion esférica,
podemos obtener una solucion para una inclusion de forma arbitraria. Al igual que
hemos considerado en la inclusién esférica, el material incluido y la matriz seran
isotropos y tendran idénticas constantes elasticas (modulo de Young y coeficiente de
Poisson).

El procedimiento, y la forma en que hacemos uso del resultado de la inclusion esférica,
se vislumbra en el siguiente esquema:

Inclusion de forma
arbitraria y vol. Vj

Inclusion esférica de
volumen unidad (dentro
de la inclusién Vy)

Figura 13

La estrategia consiste en considerar la inclusion de forma arbitraria y volumen V, como
superposicion de inclusiones esféricas de volumen unidad y evaluar y superponer
(sumar) las deformaciones y tensiones que provocan en los puntos interiores a V, como
el punto Py, y en los exteriores a V como el P,. La suma (principio de la superposicion)
de todas las contribuciones provenientes de las inclusiones esféricas de volumen unidad,
interiores a la inclusion arbitraria, nos dard la deformacion y la tension debidas a la
totalidad de la inclusion arbitraria.
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De acuerdo con lo anterior, el desplazamiento, por unidad de volumen de inclusién
arbitraria, en puntos tales como P; y P,, se obtendra a partir de la ecuacion (52.1)
dividiendo por el volumen (4/3)7‘[R3 de la inclusion (téngase en cuenta que la

mencionada ecuacion es Unicamente valida para inclusiones esféricas y en puntos
exteriores a la inclusion). Si denominamos U, a este desplazamiento por unidad de

volumen, se tiene

~ 1 1
5 _g (I+v) 1

" dn(1-v) 2 %)

Debido a la simetria radial de la subinclusion esférica de volumen unidad podemos
escribir

= T (53 = go(l+v) Xi+yj+zk
ur:ur_&) U = ° 2 g]J 2\3/2 (54)
r an(l-v) (x2 +y2 +27)
De la ecuacion (54) se desprende que
~ 1 ;
u,. = &0 +v) Xi (donde x; =X, X2 =y, X3 = 2) (55)

N dr(1-v) (x) +x5 +x7)0

De la ecuacion (55) podemos obtener las componentes del tensor de deformacion
especifica (que seran también por unidad de volumen de inclusion). Teniendo en cuenta

1[0uy  Ouy o ,
que gjj =— : L |, obtenemos las siguientes expresiones:
2 aXJ aXi
~ _ gU+v) 2x2—y2—z2 ~ _ gl+v) —x2+2y2_22
XX 41(1-v) (x2+y2 +ZZ)(5/2) yy 4n(1-v) (X2+y2+z2)(5/2)
~ _ gl+v) —xz—y24r2z2
A=) (P v y? 4220
~ __&(+V) 3xy -~ g(l+v) 3xz
Y An(-v) 12 +y? +22)62 =T (= v) (x4 y2 +22)0D
~ _80(1+V) 3yz
yz ~

4TC(1—V) (X2 +y2 +Z2)(5/2)

Estas componentes del tensor de deformacion por unidad de volumen de inclusion
pueden escribirse, de acuerdo con la simbologia utilizada en la ec. (55), como:

- g0 (1+v) 3%;X; = 8;5(x] +x3 +x3) . o
& =— ani—v) NG (siendo x;=X, Xo=Y, X3=z)  (56)
Xl + X2 + X3 )
Ahora ya estamos en condiciones de evaluar las componentes del tensor de tensiones
por unidad de volumen de inclusion. Para ello utilizaremos la ecuacion de Lamé,
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ecuacion (25), en la que previamente habremos sustituido los coeficientes ¢y A segin
las ecuaciones (26). La ecuacion de Lamé queda en la forma

E

O'l-j:m{(l—21/)8y+5yVﬂ'8} (57)

Llevando las ecuaciones (56) a la ecuacion (57) obtenemos

5 __ Eeg, 2)(2—y2—z2 5 —_ Eeg, —X2+2y2—z2
T An(l-v) (x2 4y +22) 0P YT (= v) (x2 4 y2 1 22)0)
5 —_ Eg, —X2—y2+222
“T an1-v) (P y? 2D
~ Eg 3xy ~ Eeg, 3xz
Oxy = Cxz =

Can(l-v) (2 +y2 422072 Cdn(l-v) (x2+y2 4220

~ Eeg, 3yz

G f—
Y An(l-v) (x2 +y2 4220/

Al igual que hemos hecho con las componentes del tensor de deformacion, las
anteriores expresiones del tensor de tensiones por unidad de volumen de inclusion,
podemos escribirlas conjuntamente como

2 2 2
Ego 3X1X]_81_](X1 +X2 +X3)

an(l=v)  (x2+x2+x2)0

Gij(X1,Xp,X3) =— (58)

donde hemos explicitado el punto arbitrario (x1,X2,X3) en el que se define Gj;.
La ecuacion (58) permite calcular las componentes del tensor de tensiones por unidad
de volumen de inclusion. Si aplicamos el principio de la superposicion podemos hallar
las componentes del tensor de tensiones, en un punto P cualquiera, como la integral de
las componentes elementales anteriores extendida a todo el volumen de la inclusion
arbitraria. No debemos olvidar que las coordenadas que aparecen en las ecuaciones (58)

estan referidas a la inclusion esférica elemental.

z
P
. P
Vo
) r
Y y
7
Figura 14
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De acuerdo con la figura anterior, las componentes del tensor de tensiones en un punto
P se obtendran como
o;i(F) = [[[&(F—T)dV,, (59)
Vo

donde 1 es el vector posicion del punto P.

Teniendo en cuenta el teorema de la divergencia, podemos transformar la integral de
volumen de (59) en una integral de superficie extendida a toda la superficie de la
frontera de la inclusién arbitraria. Para ello cualquier Gij debe poder expresarse como la

divergencia de cierto vector Aj;. La eleccion de estos vectores no es Unica; nosotros

vamos a considerar la que propone Bimberg:

- Ego Xiéj+xj_éi
L= 60
Yo8n(l-v) |FP (50)

donde élzia ézzja 63:1( y |f|: X2+y2+22.

Eegy x;¢;

(Notese que si i =] la ecuacion (60) conduce a Aﬁ =— 3‘ )
dn(l-v) |7|

El lector puede comprobar que los vectores dados por la ecuacion (60) cumplen la
igualdad

G;i(T—T) =VA;(F-T)) (61)

Importante: Debe tenerse presente que las derivadas implicitas en el operador
divergencia afectan a las coordenadas de 1.

De acuerdo con la expresion (61), podemos escribir la ecuacion (59) como

oy(®) = [[[3(F -T) dVy =[[[VA;GE-T)dVy (62)
\) Vo

A la hora de aplicar el teorema de la divergencia, hemos de contemplar separadamente
los casos en los que el punto P, donde se quieren calcular las componentes del tensor de
tensiones, esté dentro o fuera de la inclusion arbitraria de volumen V.

Caso 1. El punto P esté fuera de la inclusion arbitraria

O

Figura 15
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En este caso no existe ningin punto singular en la integral ”Jﬁgij (r—15)dV,. Por

Vo
tanto, la aplicacion directa del teorema de la divergencia conduce a
o) = [[[VA;(F-T)) dVy = [[A;(F -T)) dS, (5y) (63)

Vo So
donde Sy es la superficie que delimita la inclusion arbitraria.

Asi, por ejemplo, la componente oy del tensor de tensiones seria, teniendo en cuenta la
ecuacion (60),

Oxx (%Y,2) = [[ A (X =X0,¥ = Y0, 2= 20) dS¢ (X, Y0, 20) =
So

_ -Eg i (x —x)idS,
4n(1-v) 5 (x=x0)* +(y=¥0)* +(z~2)

2,372
)

Caso 2. El punto P est4 dentro de la inclusion arbitraria

Z

1]
="
=

Figura 16

Cuando elemento de volumen dV,, que recorre todo el volumen V,, contenga al punto
P, éste ultimo constituira un punto singular al hacer indeterminado el vector Aj. La

singularidad se evita descomponiendo la integral de la expresion (59) en suma de dos
integrales de volumen, de acuerdo con el siguiente esquema:

Figura 17
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De acuerdo con la anterior figura, la inclusion arbitraria la suponemos como “suma” de
una inclusion esférica centrada en P, de volumen V; y superficie S; mas una segunda
inclusion de volumen V-V, y de superficies Sy (exterior) y S; (interior). Asi, tendremos

o (D) = [[] &5 -T))dVy, +[[[ 83 -%)dV, (64)
VoVi v,

Como el punto P es exterior al volumen V-V, la primera integral de la ecuacion (64)
puede evaluarse igual que en el caso 1; es decir

.”.[ G;i(f —Tp)dVy; = m VA;(f-T))dVy, =
Vo-Vi Vo-Vi

= [JA4GE-T)dS, () + [[AyE-5)dS,7) (65)
So S,

En la expresion (65) 1, y 1; son vectores que caracterizan la posicion de un elemento de
superficie de So y Si, respectivamente.

Llevando (65) a (64) tenemos

o) = [[A§(T-5)dS, (%) + [[AyE-T)dS;(H) + [[[ 5;(F-F)dV;  (66)

So S, \
La segunda y tercera integrales de la ecuacion (66) pueden obtenerse analiticamente.
Comencemos evaluando la segunda integral; es decir la integral de Aij (r —1;) sobre la

superficie esférica S;. Para ello, en aras de una mayor simplicidad, hacemos coincidir el
origen de coordenadas O con el punto P (centro de la superficie esférica S;). De esta
forma, t =(0,0,0).

Figura 18

El vector 1t —7; tendra modulo constante. Hacemos |t — 1| = a (radio de la esfera S)).

La simetria hace que sea idonea la utilizacion de coordenadas esféricas. Asi, teniendo en
cuenta que
x =asenfcos@d, y=asenfseng, z=acos ¢
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dS, = —a’sen0d0 d &,

¢, =senf cosd 1 +send send 3 +cosOk

podemos obtener

E80

J.J.Aij(f—ﬁ)dgﬂfl):—m%

Sy

(67)

La evaluacion de la tercera integral de (66), m Gi(f —1y)dV; , requiere la obtencion
Vi

previa de las componentes del tensor de tensiones, por unidad de volumen, para puntos

interiores de la propia inclusion.

Figura 19

A partir de la ecuacion (51.1), dividiendo por (4/3) a’, tenemos

su

1 (1—2\/)80f
omad 2(1-v)

~ 1-2
cuyas componentes cartesianas seran U, =-— L ( V)eg X; (68)
1 ra’ 2(1-v)
: . feu, ou,
A partir de (68), las componentes del tensor de deformacion, &, =—| —+—|,
T 2{ox;  ox,
seran
~ 1-2
AL G ) (69)

T ad 21-v) !

Llevando (69) a la ecuacion de Lamé (ecuacion (25)) particularizada para
deformaciones y tensiones por unidad de volumen,

o :L{(I-ZV)EU+5UVW§ },
7 (1+v)A-2v)
obtenemos
N E
s —_ 1 Eg o (70)
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Podemos observar como G ij es constante dentro de la inclusion. Por tanto, la integral

buscada quedara

~ - = 1 Ego 1 ESO 3
G;i(f—1))dV, =————38;; ||dV, = i =
IV{I ! ma® 2(1-v) " g na’ 2(1-v) 1J3
2E¢

[[] 3G —%)dv, =— 71)

Vi

Llevando los resultados (67) y (71) a la expresion (66) obtenemos, para un punto
interior a la inclusion arbitraria, la expresion

0 (F) = [ Ay (F = 1)dS (i) ~ Vsﬁ (72)
So

La ecuacion (63) (valida para P fuera de la inclusion arbitraria) y la (72) (valida cuando
P esta dentro de la inclusion arbitraria) podemos escribirlas conjuntamente en la forma

ESO6

oy (F) = J [A;(E-7)dS, (%) - (73)

donde q = 0,1 (fuera/dentro de la inclusion arbitraria) y Aij esta definido en la ecuacion
(60).

A partir de (73), teniendo en cuenta las expresiones de A jpodemos obtener la tro. En

efecto,

tro(f) = - E50 I( (x-X0)i+(y-y0)i+(z-z)k & - 3Eeq _

dSy (1) —q
4 =v), (X'X0)2+(Y'Y0)2+(Z'Zo)2)(3/2) o 1=

- 3Ee
dSo (%)) —q—2
1-v

(74)

S| s

0 r-
4n(1-v) 'gﬁ— |

La integral que aparece en (74) es el angulo sélido cambiado de signo, y vale 47 dentro
de la inclusién y cero fuera de ella. Es decir,

j I f f dSO (ty))=—4mnq (q=0,1 fuera/dentro de la inclusion arbitraria) (75)
|T -

De acuerdo con esto ultimo, la ecuacion (74) para la traza de o queda finalmente

2E80

tro(f) = -~ (76)
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Llegado a este punto ya estamos en disposicion de obtener una expresion para las
componentes del tensor de deformacion. En efecto, si en la ecuacion (23) sustituimos
las ecuaciones (73) y (76) obtendremos:

£ (F) =~ 8 q + ¥ =Y [ AyG-T) dSo(R) (77)
So

(Téngase presente que q = 0,1 para puntos exteriores/interiores a la inclusion arbitraria y
la integral doble se realiza sobre la superficie que delimita dicha inclusién arbitraria). El

vector Aij esta definido en la ecuacion (60).

A partir de la ecuacion (77) podemos calcular la traza del tensor de deformacion. Asi,
teniendo en cuenta la identidad (75), se tiene

80(1 +V) J.J’

an(—v)1 +dSy () =

tre(T) = 4y (1) + &4y (F) +£,,(F) = -3¢
| -1 |

2e0(1-2v
o )q
1-v

tre(r) = — (78)

donde puede observarse que la traza del tensor deformacion, al igual que la del tensor de
tensiones, se anula fuera de la inclusion.

Puede comprobarse que las ecuaciones (78) y (76), para las trazas de los tensores de
deformacion y de tensiones, respectivamente, cumplen la ecuacion (24).

La ecuacion (77) puede usarse tanto para el caso en que el punto cuantico tenga menor
constante de red que la matriz (& serd positivo), como en el caso contrario (lo cual
implica un valor negativo de &), de acuerdo con el criterio asumido para la definicion
del pardmetro & en la seccion 5.

La ecuacion (77), excepto para geometrias muy simples, no tiene integracion analitica.
(un ejercicio simple e ilustrativo es la obtencion de las ecuaciones (51.2), (52.2) y
(52.3), validas para un nanocristal esférico, a partir de (77)). Por ello, en la practica,
debemos recurrir a la integracion numérica. La discretizacion implicita en la integracion
numérica reemplaza la superficie continua por una superficie formada por cuadrados
muy pequeiios, cuyo vector superficie es paralelo a alguno de los ejes coordenados.

Hay que tener presente que la ecuacion (77) la hemos obtenido para puntos r dentro o
fuera del punto cudntico, pero no para puntos exactamente en la superficie matematica
que separa la inclusion de la matriz. Podemos hacer el céalculo en puntos separados una
distancia muy pequefia de la superficie, pero nunca en la superficie. Esto, desde el punto
de vista préctico, no supone ningin problema.

Un ejercicio interesante que proponemos es la integracion numérica de la ecuacion (77)
para un punto cudntico esférico de radio R. El resultado que se obtiene coincidira con
los resultados que se derivan de las ecuaciones (51.2), (52.2) y (52.3). Esta comparacion
puede servir ademas para determinar la precision del calculo numérico al variar el grado
de discretizacion, es decir, el lado de los pequenos cuadrados en que consideramos
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descompuesta la superficie de integracion. Finalmente, es recomendable reproducir
algunos calculos de la bibliografia reciente como, por ejemplo, los que podemos
encontrar en las referencias [8,10].
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