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Comencem recordant la llei de Snell. La figura 1 mostra un feix de llum que transita entre dos
medis.

Figura 1: (esquerra) Feix laser que transita entre dos medis (dreta) esquema del feix laser

El feix d’ones avanca en el medi superior. En trobar-se amb la interfase canvia de medi, és a dir,
. , ./ c , . ey . .

canvia I'index de refraccio n = —onceés la velocitat de la llum en el buit i v |la velocitat en el

medi considerat. Com el feix no sofreix interferencies destructives vol dir que conserva la fase,

per tant, com mostra I’'esquema de la dreta de la figura 1, el front d’'ones avanca un espai £ en
el medi superior a la velocitat v; en el mateix temps que avanga un espai £, en el medi inferior

. 0, )
a la velocitat v,: V—l = V—Z Per tant, de la figura:
1 2

dsini _ dsin?
c/ng c/n,

= [ny sini = n, sin#| Llei de Snell (1)

Aguesta llei pot ser derivada del principi de Fermat que afirma que el cami que recorre un raig

de llum entre dos punts fixos és aquell en que el temps de recérrer-lo és minim*:|§ fooz nds = 0|.
1
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Figura 2 (esquerra) esquema del feix laser anterior (dreta) Esquema del cami optim que ha de seguir el socorrista

En efecte, en la figura 2 (part esquerra), sidiem S = s; + s,, tenim que el temps total que tarda
la llum en recérrer el cami és:

6o Jsf+h§+ J(s-sl)2+h§

t(s;) == 2
(s) =P+ =2 - )
El valor s; que fa minim el temps és aquell en que dt(s;)/ds; = 0, aleshores, derivant I'eq. 2
dt(s s s Sint  Sinrt T
trobem: ) _g= S s - que multiplicant per ¢ els dos membres ens
S1 tve a0 V1 V2

retorna la llei de Snell, eq. (1).

n ds . . g St s e e 2 N
! Adonem-nos que ;ds =—= dt. Per tant, el que diu aquesta formulacié matematica del principi és allo
que enuncia el principi: que la suma dels temps que se tarda en recérrer el cami és minim.

1



El mateix raonament senyala el cami més rapid que ha de seguir un socorrista per salvar un
nadador que s’ofega (dibuix de la dreta en Figura 2). Cal tenir en compte que la velocitat del
socorrista en aigua és inferior a la que té en terra.

Aguest cami que fa minim el temps que empra el socorrista, també fa minima la mitjana de la
seua energia cinética:

8 [yt v(s)ds =0 = 8 Jyvopdt =20 [fvtdt =158 Tdt=|5[[Tdt=0] (3)

Aquest resultat, eq. 3, no és més que I'anomenat principi de Maupertuis que s’enuncia dient
. , . , t .
que: en un camp conservatiu, on ’energia total és contant, § ft pds =0, onp = mv. (que és
1
equivalent a I'eq. 3 atés que pds = pvdt = 2T).
El principi de Maupertuis pot ser doncs reescrit en termes de la mitjana de I’energia cineética,
= 1 . e ags N ;oL . .
T = ;fOTT dt. A banda d’energia cinética, pero, també hi ha (o pot haver) energia potencial, la
- 5 1 = 5 _ & .
mitjana de la qual és V = ;fOTth, de maneraquelasumaT +V = E = E és constant en un
sistema conservatiu.
Hem dit que la trajectoria que segueix un mobil és aquella que fa minima I'energia cineética
mitjana, de manera en sortir-ne d’eixa trajectoria fa créixer el valor d’aquesta mitjana, per aixo

. N 6T T N %
escrivim que la trajectoria és tal que: i 0. Ens preguntem: que li passara mentrestant a g?

Per una banda tenim que:

6T 1 (T8T 1 T 6T 6t 1,Tma,. .1 1,7 ..
g—;oa —;Oaadt—;O;ZXX;dt—;meth

que és el producte de la massa per I'acceleracié. Analogament,

6V 1 TV 1,7
=-fy5dt=—7) Fdt

E 770 6x

que és la forca amb el signe canviat. Per tant, des de la llei de Newton, F = mX, trobem que:

_O0T &V _8(T-V) _ 1o ,T(T-V)
T sx  6x  6x _16f0 Sx dt

Si definim LagrangianaL =T — Viaccié S = fOT L dt, desdeI'eq. anterior trobem % = 0|, que

és I'anomenat principi de Hamilton de minima accio el qual s’enuncia dient que: la trajectoria
x(t) que recorre una particula entre dos punts fixos és aquell que fa minima I'accid:

§f Ldt=0]| (4)

Des del principi de Hamilton, atés que L és funcié de posicié i velocitat, L(x,v), podem trobar
les equacions d’Euler-Lagrange. La figura 3 mostra el cami optim i dos possibles deformacions.

Figura 3 Cami optim entre dos punts fixos i dues possibles deformacions infinitessimals del cami (exagerades)
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En efecte, des del principi de Hamilton:
O—IT aL(S +aL8 dt
B 0 (ax x Jdv v)

amb évdt = 6(%) dt = d(6x), on 6x representa una petita deformacié del cami optim.

Integrant per parts el segon sumand de la integral trobem:

T oL oL T T d oL T d oL
fy 2 d(sx) = [5635]0 — Jyex S Zde = - [T xSt

on hem fet zero el claudator perque éx = 0, tant en el punt inicial com el final del cami, perqué
punt inicial i final sén punts fixos no deformables, vegeu figura 3. Per tant,

O_J'T[BL d(aL)]6dt
~ ), lox " at\av)]

i com 0x és arbitraria, necessariament:

a(5)-5=0 )

gue son les equacions d’Euler-Lagrange, les quals ens retornen immediatament |'equacié de

Newton en just injectar-hi L = %mv2 - V(x).

aL aL v
(—) =ma, perunaltra: —— = —= —F, pertant, F = ma.

d
En efecte, per una banda — - ox _ ox

dt

Finalment, si en lloc d’un sistema discret tenim un sistema continu (com per exemple una corda
flexible que podem imaginar com una col-leccié de boles mindscules —atoms— unides per micro-
molls —els enllagos—), és a dir, si tenim un camp en lloc de tenir un Unic oscil-lador, aleshores, la
coordenada x, que indica la posicié I'oscil-lador cal substituir-la pel camp ¢ (x) de les posicions
atomiques. Aleshores, podem definir la densitat lagrangiana £ a partir de la lagrangiana total L:
L = [dx L iper tant trobar I'acci6, S = [ dt L = [ dt dx L, com una doble integracid, on ara
les variables de la densitat lagrangiana sén el camp i la seua derivada L(¢, ¢) i les equacions
d’Euler-Lagrange passen a ser:

%(2—;)—;’—;=0 (6)

Podem abundar en I’'exemple de la corda oscil-lant de massa m i longitud £ en el cas més simple
de forces elastiques, definir la densitat de massa p = m/¢ i anomenar k a la constant de forga
que genera tensio quan el camp ¢(x, t) se separa de la seua posicio d’equilibri (hem inclos la
variable temps perqué la deformacié de la corda canvia amb la coordenada pero és diferent en
canviar el temps).

, S ap\? . P 4 292
L'energia cinética de la corda es.T—Zf0 dxp( ) i la potencial V—zfo dxk(ax) , de

ot
, - _r 6_¢)2 _k (6_¢)2
manera que la densitat lagrangiana resulta £ = > (at >\ox)

2En el cas discret F = —kAx. En una corda 8F = —k ¢'dx ila densitat potencial V = % k (92
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La minimitzacié g—;: 0 de lacci6 S= [dtL = [dtdxL(p,¢’,$), on hem explicitat la
dependencia de la Lagrangiana amb el gradient del camp que apareix en el terme d’energia

potencial, resulta: [ dt dx §L(¢, ¢', $) = 0.

Si, de manera semblant a com hem fet adés per deduir I'equacié (5), tenim en compte que
dt dx 8¢ = 6 (S2) dt dx = d(6¢) dx i analogament dt dx 6¢' = 6 (52) dt dx = d(69) d,

integrem per parts, tenint en compte que els extrems sén punts fixos, trobem:

9L d (or d (oL
35w (op) ~ax (597) = © )
ituint £=L262 — X672 i deri 0L _g 4OL_d( oy 0 o
Substituint £ = 5 (0] 5 ¢'” i derivant resulta: % 0, qwod  a (p(,b) =P 5 finalment,

d 0L

- _ % ko) = L2
dx ¢’ dx(k(‘b)_ kaxZ'

lloc a I'equacié de D’Alembert de la propagacié del moviment ondulatori:

que substituits en 'equacié (7), previ identificar v2 = k/p, déna

0%¢p 1 0%¢

ax?2  v? 0t
Ates que el camp ¢(x, t) té com coordenades espai i temps, convé escriure la Lagrangiana, aixi
com l'equacio (7), sense mostrar preferéncia sobre cap de les variables del camp, de manera

que, per exemple, per al cas p = k = 1, la lagrangiana simplement s’escriu £ = %(aﬂq))z il'eq.

(7) s’escriu: 2—; — 0y (E)(Z—j@) = 0, on el doble index u implica suma sobre totes les coordenades.

En el cas d’ones electromagnétiques v2 = 1/eu, amb &, u la constant dieléctrica i permeabilitat

magnética del medi, respectivament. Igualment, ﬁ = c?, que és la velocitat de propagacié de
la llum a I'espai buit. Aquesta equacié presenta solucions ¢(x,t) =Y, a, et Ept=PX) que
tenen dispersié lineal E, = c|p|. Comparant amb la dispersio relativista E,, = y/p?c? + m2c*
diem que aquest camp representa particules sense massa (en procedir en el tractament quantic
a quantificar I'equacio de I'ona electromagnetica apareixen els fotons d’energia Ej,, = pc que,
per tant, tenen massa zero). La relacié de dispersid no presenta gap, vegeu Fig. 4 (el proper
exemple de camps que descriuen particules massives, si que en presenta, estant aquest gap
relacionat amb la massa). Les solucions ondulatories d'aquesta equacid lineal obeeixen el
principi de superposicié. Diem que les particules que corresponen a la quantificacié d’aquestes
ones son lliures o no interactuant. Si enviem aquestes particules les unes contra les altres, se
creuaran sense dispersar-se, com sabem que fa la llum.

Considerem un segon exemple® en la que la Lagrangiana, en particular I'energia potencial,

. . 1 1 , . .
continga un terme proporcional al camp, £ = E(a”qs)z — Emzqﬁz (aci hem considerat c =1 i
hem afegit el factor 3 davant de m? per quiestié de presentacié —podria perfectament estar

, aL . .
absorbit en m?). En aquest cas, % —m?2¢ i per tant, les equacions de Lagrange presenten

3 Aquests dos exemples sén particularment importants, perqué del primer se poden derivar les equacions
de Maxwell de I'electromagnetisme i del segon les equacions de Proca, les quals estan implicades en el
model Standard per descriure el comportament de bosons vectorials massius que transporten la
interaccié feble, generen el potencial de Yukawa associat amb la interaccid forta, fins i tot descriu
I’electrodinamica en superconductors (veure e.g. M. Tajmar, Phys. Lett. A 372(2008) 3289-3291).
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aquest terme addicional: Z—i — 0y (a(s—;b)> = (. Substituint les derivades de la Lagrangiana L

obtenim 65(;[) +m?¢ = 0, que no és més que la coneguda equacié de Klein-Gordon, la qual
també admet solucions ¢(x,t) = ¥, a, e~ Er'=P® amb una dispersié EZ = p? + m?, que
correspon a particules massives®. Obviament, si fem m = 0 recuperem I'equacié anterior de
particules sense massa. Amb m # 0 apareix un gap en la dispersio (ap = 0, E;, = £m). De nou,
les equacions del moviment sén lineals i per tant, les particules descrites per aquesta teoria no
interaccionen. La figura mostra la dispersio de particules amb i sense massa (amb i sense gap).

Ep
Figura 4 Relacié de dispersio de
particules massives i particules
’ sense massa.
m
p “Ep = |pl|

P
Explicitant la velocitat i diferenciant temps i coordenades, I'equacié de Klein-Gordon pot ser

. 1 92 . . . . .
reescrita en la forma® _19¢ + V2q§ = mzczt;b. Si considerem camps estacionaris, és a dir,

c2 9t2
independents del temps, amb simetria esférica, ¢(r) , i escrivim la Laplaciana en coordenades
L. 1d do 2 9
feri r m:——(rz—) = )
esferiques trobem: — — P mec*¢

L, . . . d?u
Amb la substitucié r¢p = U, efectuant les derivades i reorganitzant trobem o m?c?U,

equacié que presenta solucions particulars U = Uy e¥™€". Triem la solucié negativa per ser la

: e Up —
no divergent a l'infinit i, amb ¢ = U/r, concloem que ¢ = —TOe r/a

,ona=1/mc, que és
precisament el potencial de curt abast de Yukawa, responsable de la interaccio forta que manté

units els nuclis atomics, malgrat la forta repulsié de Coulomb entre protons.

Si en la Lagrangiana incloem un terme d’interaccié L;,,; = —¢p, on p és la densitat de la font,
que per a una “carrega forta” puntual escrivim p = —gd&(r), apareix un terme addicional a la
dreta en I’equacid resultant, que per a camps estacionaris i simetria esférica, queda en la forma
.z ; e
V2¢ = m?c?¢p — g6(r). La solucié de la qual és ¢ = %t

-mcr

,on g és la “carrega forta”, com

se pot comprovar per substitucié directa.®

Resum

Hem realitzat una mirada somera a I’Us de principis variacionals per unificar la descripcio classica
d’ones i particules i mostrat dos exemples de sistemes continus d’especial rellevancia per la seua
relacié amb els potencials de Coulomb i Yukawa, que es corresponen amb diferents tipus de
forces fonamentals de la natura.

4 Com hem usat unitats en que ¢ = 1, desapareix ¢ de la relacié de dispersid. Amb ¢ aquesta dispersio és

la coneguda formula relativista E5 = p?c? + m?c*.

5 La forma habitual Mecano-quantica d’aquesta equacié I'obtenim redefinint la massa: m —» m/h. Tenim
62

doncs que: (hz Py h2c?v? + mzc4) ¢ =0.

¢ Cal recordar que V2(1/r) = —4né(r) i, per tant, escrivim V2 (¢ — 4‘1” %) = m2c?¢. Aleshores ficant V2

en el membre de I'esquerra, trobem el membre de la dreta.

.. . - g e"mer
en esferiques i substituint ¢ = e
T
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Apendix: deduccid intuitiva de I'equacié de Poisson en medis polaritzables

Considerem un semiconductor on trobem una densitat n{ d’electrons i n9 de nuclis, de manera
que en situacié d’equilibri hi ha una cancel-lacié efectiva de densitat de carrega: ¥ q;n) = 0.

En introduir una particula j extra (particula test), es crea un potencial ¢ (r) de polaritzacié al
voltant de j (on situem I'origen). Aquest potencial pertorba I'equilibri, que es restableix amb

alteracié de la densitat, la qual podem aproximar amb la férmula exponencial de Boltzmann
n; = n? exp[ ql%] = n; ( q;j;D) que aproximem fins a terme lineal si aquesta alteracid
és moderada.

Hi ha doncs dues fonts de carrega, qu(F) i Y. q;n;, que cal introduir en I’equacié de Poisson.

0
na
—Zﬂ = —¢goké¢p, on la darrera

Ateés que Y q;n) = 0, la segona font resulta ¥ q;n; ~
igualtat aprofita per definir k,. L’equacié de Poisson queda doncs: —V2¢p, = q’ 6( ) — kipp,

que podem reescriure en la forma V2¢,, = k¢, — q,-d(?), amb §; = g—j, que presenta la forma
0

- . . qj e kor
de I'equacié diferencial que general el potencial de Yukawa ¢ = ﬁ —

Si el radi de I'esfera de polaritzacid és molt petit, podem modelar-lo amb una contracarrega
proporcional a la carrega test: —kqj5(17), de manera que I'equacio de Poisson queda en laforma

Qi o . L, , 4 -k _ 1 1 q; 1
—Vipp=(1—-k) 8—[’)8(7"), la integracié de la qual és: ¢, = 4n’£0 - 4n£0 o= 47118;.




