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1 Miscel-lania: velocitat, moment, energia

Qualsevol linia corba continua és localment recta, de manera que sempre podem construir un vector tangent

unitari en qualsevol punt d’aquesta linia dividint el vector desplagament infinitesimal al llarg de la linia d§ pel

seu modul. En coordenades cartesianes, d§ = dxi+dy j, |d§| = \/dz? + dy? — 4 = ‘dlg‘ ds. Silespai és curvilini,

el vector ds§ = (dx,dy) presenta un modul, el quadrat del qual és: ds? = g,,dz? + Juydxdy + gyzdydx + gyydyz7

amb gz, = gyz 1 €l vector unitari, com abans, 4 = ‘dl i ds.

Considerem un element d$ sobre la world line d’una particula, que és una geodesica sobre l’espai-temps (que
és pla -espai de Minkowski- en abséncia de gravetat o corbat en la seua presencia). El vector desplagament
sobre la world line, d§ = (edt,dx,dy,dz), és tangent a l'esmentada geodesica. En abséncia de gravetat, en
un sistema inercial soldat a la particula, ds?> = —c?dr?, amb 7 el temps propi d’aquest sistema. Aleshores,
|ds| = \/M = cdr i el vector unitari tangent resulta @ = dﬁ = % (c j—:, %7 %, g—j) En presencia de gravetat

hi hauria un factor addicional \/%, ates que ds? = gooc? dr2.

Ates que dr = % (veure Eq. 8 del cap. 1, fitxer Geometria_i_Fisica.pdf) podem escriure que @ = 2(c, vy, vy, v.),

cosa que permet definir el vector velocitat de I'espai-temps (four-velocity) U = ct = 7 (¢, vz, vy, v:). Aque-
sta velocitat, com cal, és tangent a la world line i té tres component espacials que en el limit v << ¢, i.e.
v = 1, dt ~ dt sbn les tres components classiques del vector velocitat de la mecanica Newtoniana. Podem
escriure U = v(c,v) i calcular el seu mddul en abséncia de gravetat (i.e. amb la métrica de Minkowski):
U-U = Y2 (=c? +0?) = % 2 = —c?, que observem que és un invariant. Ho és també en preséncia de
gravetat: U-U = 24 -4 = gooc?.

Si multipliquem U per la massa propia dela particula (aquella que té quan la particula és vista des d’un sistema

soldat a ella, és a dir, la massa en repos) tenim la definicié de moment de 'espai-temps four moment: P =moU

amb U = v (c,v), que en limit v << ¢, i.e. v = 1 resulta P = (moe, mov) = (moc, p), amb p el moment lineal



espacial Newtonia classic. Tenim doncs que
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La conservacié del moment en absencia de forces inmplica la conservacié de cadascuna de les seues components

per separat. En particular se conserva ymgc i com ¢ és una constant, se conserva també:
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Si v << ¢, amb la identitat /1 — 22 ~ 1+ %x2 tenim que:
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La quantitat que se conserva és doncs la suma de l'energia cinética més un terme moc?. Si es sistema esta
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en repos v = 0, aquesta quantitat d’energia és ’energia en repos mgc®. Si la particula esta en moviment la

magnitud que se conserva és 'energia ymoc? = mc? amb m = ymg la massa en moviment.

1.1 Relacié Energia-Moment

D’acord amb I'Eq. (1) P? = —m2c?. Si anomenem E = m c? = mgyc?, tenim que P= mo 7y (c,v) = (mc,p) =
0
(%,p). Per tant, —m3c®> = P? = —C% +p% — mict = E? — p?c? que reescrivim:
E? = m2ct + pPc? (2)

En el cas d’un fotd, amb massa en repos zero, E = pc.

1.2 Transformacions de velocitats

Recordem acf les Egs. (6) i (7) de la secci6 1.3 del capitol 1 (fitxer Geometria_i_Fisica.pdf):
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De la primera i la tercera:




Analogament per a la coordenada z. De les dues equacions anteriors trobem que si V, = ¢:
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1.3 Vector tangent a la world line i equacié de la geodeésica

Considerem en primer lloc un sistema inercial (abséncia de gravetat, metrica de Minkowski):

ds? = —c*dt + dz? = —c?dr? — dr* = dt = 2+ % dz?. Per tant,

T:/ABdtm (3)

La condici6 de temps propi extremal (principi variacional o de minima accid) equival a les equacions de Lagrange

per a la Lagrangiana definida, en aquest cas, per L(z,v) = 1/1 — Z—; Com L(x,v) és ara tnicament L(v),

aleshores ‘g—’; = 0. Tanmateix, de I'Eq. (3) tenim que L = ‘fl—;. Per tant, I'equacié de Lagrange queda
simplement:
doL_ dv_ ddide_ dde_ drdde __ Pa_
dtov  dtL  dtdrdt  dtdr  dtdrdr = dr?
D’on deduim I'equacié de la geodeésica:
d’z
— =0. 4
dr? (4)
Trobem doncs que el vector tangent té components % que sén constants, en altres paraules, les components

dd% de la velocitat de 'espai-temps (four-velocity) sén constants, com correspon a un moviment lliure.

En el cas no inercial, i.e., en preséncia de gravetat, ds? = Zij gijdz;dr; = goo dr?. En aquest cas,
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Ara la Lagrangiana L = ”C% ést (/> . y Z;Z v; v;. Com la metrica és funcié de les coordenades, aleshores % #0.
Seguint uns passos analegs a la deduccié anterior trobem ’equacié general de la geodesica en un espai-temps
corbat per la preséncia de masses. Ometem els detalls de la derivacié que podeu trobar en wikipedia[5] (en la

subseccié Deriving the geodesic equation via an action). El resultat és:

d2zP dx® dx¥
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amb ng = %guﬁ (804 9uv + au ua — au gaz/) i gijgjk = gkjgji = 612

Ara les components % de la velocitat de l'espai-temps (four-velocity) no sén constants siné que la particula

pot experimentar una acceleraci, com correspon a un potencial gravitatori que té un gradient no nul.



2 Miscel-lania: Tensor de curvatura de Riemann

La derivada covariant d’un vector ens indica la variacié d’aquest al llarg d’un transport infinitesimal. Per
extensid, permet calcular aquesta variacié entre dos punts distants. En un espai pla aquesta variacié tinicament
és funcid del punt inicial i final, pero en un espai curvilini és funcié del cami triat per aplegar al punt final. I
aquesta dependencia caracteritza la curvatura. En la part esquerra de la figura mostrem un transport paral-lel
d’un vector al llarg d’un cercle: partim del nord del cercle i movem paral-lelament el vector al llarg del perimetre

d’aquest cercle. En tornar el vector al punt inicial és indistingible del vector de partida.
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En la mateixa figura hi ha marcades dues linies per on efectuem un tall i identifiquem els extrems tallats per
formar una superficie conica (figura de la dreta). En doblar el paper per fer la identificacié del costat tallat
superior sobre l'inferior afectem la direccié del vector, de manera que el vector despres de traslladar-se per la
base del conus i tornar al punt incial, forma un angle amb el vector original. L’existencia d’aquest angle prova

la curvatura del conus.
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En aquesta altra figura mostrem com canvia el conjunt dos vectors que inicialment (part esquerra) sén paral-lels
i amb la identificacié dels costats tallats, deixen de ser-ho (part dreta de la figura). Tanmateix hi ha pintat
un vector al pol sur que traslladarem al pol nord seguin el cami de la dreta i el de 'esquerra. En un espai pla

Unicament importa el punt de partida i el d’arribada, mentre que en un espai curvilini, el cami és important



i, segons el cami triat, podem obtenir un resultat diferent. En particular, pot ser diferent encara que el cami
siga infinitesimal. Imaginem un petit paral-lelogram de costats dg;, dg;, imaginem que definim dos possibles
camins: primer una variacié infinitesimal dg; de la variable g;, seguida d’una variacié dg; o vice-versa. Aleshores
estudiem la variacié que experimenta un vector V(ql, ...yqn). Silespai és pla i les coordenades cartesianes, la

. .7 . 27) 27) . K .
condicié de Schwarz de derivades creuades ens permet concloure que ag 8‘; - — 83&;, = 0. En un espai curvilini
1075 50T,

la cosa pot canviar.[6, 7]

En efecte, en la secci6 1.3 de la Introduccié (fitxer IntroductionTR.pdf) vam veure que en coordenades curvilinies

la derivada d’un vector afecta tant les coordenades com la base de vectors en termes del qual s’expressa:
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on hem emprat la condicié de Schwarz de derivades segones per eliminar el primer paréntesi.

En la secci6 1.3 de la Introduccid, eq. (9), expressavem la derivada del vector de la base en termes de la propia
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base: > I‘éjﬁl. Tornant a derivar trobem:!
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Analogament,
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Finalment,
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on hem tingut en compte la simetria Fk = F’“

!Fem servir la identitat: Y, Fm Do Thtr =37 (ZT s ) 47, que és immediata si ens adonem que els indexs sén muts.



A la magnitud entre claus en la darrera equacié se 'anomena tensor de curvatura de Riemann, que amb el

criteri de suma sobre index repetits, sol ser escrit en la forma:

ort.  art

R =—49 Tk yprpl _propl 12

R By, dq; Tl T g -
Amb la qual cosa, R .
0’V o*V

9000, 94005 %: Vi Ryt (13)
El tensor de curvatura mesura la no commutativitat de la derivada covariant. Esta definit en termes del simbol
de Christoffel i les seues primeres derivades. Per la seua banda el simbol de Christoffel pot ser escrit en termes
de les derivades primeres de la metrica (veure e.g [1] Cap 2.10). En conseqiiéncia, el tensor de curvatura no
pot ser nul en espais amb curvatura, perque no podem trobar un sistema de referencia en el que les segones

derivades de la seua metrica siguen zero.

2.1 Altres tensors de curvatura com traces del Tensor de curvatura de Riemann

A partir d’un tensor, podem obtenir tensors d’ordre inferior calculat la seua traca. Per exemple, en el cas del
tensor d’inércia, que es un tensor d’ordre dos amb elements diagonals I, = fv p(r? — z%)dv, I, = fV p(r? —
y?)dv, I, = [, p(r® — 2%)dv, podem calcular la seua traca I, + Iy, + I.. = 2 [;, pri’dv = 21o, que és el
doble de l'escalar moment d’inercia polar.? Analogament, la traca del tensor de polaritzabilitat és un escalar
que s’anomena polaritzabilitat isotropica, que existeix sempre en els atoms o molecules, mentre que les altres
components del tensor sén les que donen la resposta anisotropica i que se fan zero per a densitats de carrega
amb simetria esferica. Doncs be, de manera semblant, a partir del tensor de curvatura de Riemann podem

calcular tensors d’ordre inferior. Trobem en primer lloc el Tensor de Ricci R;; = RJ, . amb suma sobre I'index

ikj
repetit (j). Ometem els detalls de comprovar que aquest tensor és simeétric, R;; = Ry; 1 que la seua derivada

aa]f]’ﬁ"‘ = %6%_ (gix R), on R és 'anomenada curvatura escalar, que és la traga del tensor de Ricci. A
K k2

covariant és
partir d’aquest resultat podem definir el tensor de curvatura d’Einstein G;p = R — %gik R que és simetric i

té, a més, derivada covariant nul-la.
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