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1 Introduccio

Aquestes sén unes notes de primer contacte amb la teoria de la relativitat amb emfasi en els fonaments basics i

la seua intima relacié amb la mecanica newtoniana, fent s d’una formalitzacié matematica simple.

Abans de comencar és 1til revisar alguns conceptes generals que enumerem tot seguit amb els links o referencies
que permeten fer-lis una ullada més detallada. Tanmateix, es pot saltar aquesta seccié introductoria i tornar

sobre ella si se veu que fa falta en llegir les seccions posteriors. Ens referim a:

1.1 Producte escalar de dos vectors expressats en una base {¢;} no ortonormal

Per exemple, ’IA)a = a1é1 + (L2é2 + a3é3 amb ’lA]b = blél + bgég + bgég on él . é]‘ = Gij 75 (S”
Tenim, ¥, - 0p = Zij a;b;gij.

També, 0, - g = Zij a;0;Gij

1.2 Coordenades curvilinies

Partim de coordendes cartesianes z,y, z, que re-etiquetem xi1,xs,x3, i considerem unes altres coordenades

q1,42, 43, O1 ql(.’l?,y,Z)

Considerem un vector infinitesimal d7 = dx1 21 + dxo i + dx3 i3, on 7 = 7,7, k. Ates que dz; = j (g;) dg;
podem escriure:
N Oy \ . Oy \ . Oy \ . Oz \ .
dr = E — ) i1d — | iad — ) i1dqs = g — ) irdg; 1
7 d <8q1 ) 1dq1 + <8q2> l2dqa + <8q3 11443 ~ dg; Lk ag; (1)

de manera que, tenint en compte que i - 3 = Og;:

N R 8Ik 8$l R N 8xk al‘k
2 _ . = R — R —— . - i R — - = . . N
ds® = dr - dr E g <3qj ) (aqs> i - tidgjdys g ( gk (8% ) (3(15 )) dg;dgs E gjsdg;dgs  (2)
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gjs s’anomena metrica. La metrica deriva de la curvatura de I’espai, pero també de les coordenades triades.
Per exemple, R? és un espai pla. La metrica cartesiana d’aquest espai és' gij = 0;5. Pero la metrica polar

(x =rcosb, y =rsinf) és diferent:
(5:) (5:) () (5
+
B ox ox dy dy\ dr  dcosh\’ Oxr Jsinfd 2_ 9
go0 = <ae> <aa>+(ae> (89>_<6c059 90 ) +(8sin9 20 ) - (5)

gre = gor = (gi) (gg) + (gi{) (gg) = cosf [r(—sinf)] +sinf [rcosd] = 0 (7)

aquest resultat per a la metrica polar esta d’acord amb el fet que: dff = dru,. + rdfig, amb a,. - 49 = 0. Per
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) = cos?f +sin’h =1 (3)

tant, ds? = di - di* = dr? + r2df?, tal com he obtingut adés. Per a més detalls sobre aquest tema veure e.g. el

capitol 2 de Arfken[1]

1.3 Vectors unitaris en coordenades curvilinies. Derivada d’un vector

N Els vectors unitaris cartesians sén els mateixos en qual-

; i, = : i sevol punt de lespai. AcO no és cert, en general, per
N/ P a altres coordenades. En la figura mostrem R? descrit

g N : Ly per dos conjunts de coordenades: cartesianes i polars.

De la figura observem que els vectors unitaris cartesians

7,7 son identics en els dos punts, pero no els polars. En

8“7‘ —

la figura observem que %, = cosf7+sinf j — = Uy
a X
o ique g = —sinfi+ cosfj — % = —i,.. També,
di, _ Otig _
or — or

Per tant, els vectors unitaris en punts diferent sén clarament diferents. Per aquest motiu, mentre que la derivada

en cartesianes d'un camp vectorial V(z,y) = Vi (z,y)i + V,(z,y)j és simplement ava(; Y — Va4 8;], si
escrivim aquest mateix camp en coordenades polars, V(r, 0) = V,.(r,0)a, + Va(r,0)ty, aleshores,
%7‘7{ — 8V7 u’r Vaur_‘_anﬁ +‘/98u9:aavrw~ur+%ﬁe
@ = aa‘g Qp + VO 4 Vo gy 4V O = OVe iy 1V Gig + Do iy — Vil (8)
= (aa = Vp) i + (V+6V9)

Sempre podem expressar la derivada d’un vector unitari en termes de la propia base de vectors unitaris:

o, X
= Z Ffj Uk 9)
k

8q]‘

1 Adonem-nos que >k (gik) <ZIT’“> =31 0iklrj = dij.
i J



El coeficient Ffj de I'expansié s’anomena simbol de Christoffel. Aquest simbol és simetric: Ffj = F?i.

En resum, quan un vector s’expressa en coordenades no cartesianes, la seua “correcta” derivada (anomenada

derivada covariant) és:

1% v; ) oV; AR
— = Z — U + Z Vill, iy | = Z + Z Vil | @ (10)
dq;  “\ 9q; - 9q; 4

i

Per a més detalls sobre aquest tema veure e.g. el capitol 2 de Arfken.[1]

1.4 El ball amunt i avall dels indexs dels tensors

A primera vista sembla conftis que de vegades els tensors tinguen els indexs dalt (7%) o baix (7};) o dalt i baix
(T;) i que el calcul de la traca de vegades incloga el producte amb la metrica i de vegades no. Anem a ficar un

poc d’ordre.

Un vector V el podem representar com una matriu columna de coordenades o components 2 amb i = 1,2... N,
on N és la dimensi6 del vector. Si aquest vector esta expressat en una base no ortogonal, aleshores el producte
escalar amb un altre vector W de components 1y’ resulta:
WU = Zijiaj Sy = Zngjixi (11)
ij ij
Per tant, donat una vector V, que de vegades se representa per |V'), podem definir el seu dual (V| com aquella

matriu fila de components z;, la qual resulta del producte:?

gin .- 9giN
(V= (1’1 x2 ... xN) = (xl To ... xN> (12)
gN1 --- GNN
De manera que la norma és:
! xt
9 g ---  9iN 9
x x o
(V|V) = (3?1 Ta ... xN> = (xl 2 ... xN> . = szm]gij (13)
gN1 ... GNN
xN xN

2En coordenades cartesianes, on la métrica és la unitat, les coordenades de (V|, anomenades coordenades covariants de V, i les

de |V), anomenades coordenades contravariants de V, sén idéntiques. En general no ho sén.



i el producte escalar de |V) i |W):

xt x?t
9 g ---  9giN 5
(W|V) = = (e N T N g (14)
Y1 Y2 ... YN Y Y ey Y x°3gij
gN1 ... GNN
N N

A |V) se Panomena vector contravariant i a (V| covariant. El pas entre coordenades covariants i contravariants
és doncs:

T; = l‘j 9ji (15)

Si usem la notacié g™ per a la inversa de la metrica, de manera que amb el criteri de sumar index repetits,?
ik k

959" =0 (16)

aleshores, des de I'Eq. (15),
v =’ gji = ;g™ = 2 gji g™ = 2 5;? ="

és a dir,

at =g (17)
Ara considerem Tensors. Podem imaginar un Tensor com aquella magnitud que pot construir-se a partir de les

coordenades de dos vectors. Aleshores, T;; = z; y; és un tensor covariant, 7% = z*y’ un tensor contravariant i

T} = ' y; un tensor mixt.

La traga T del tensor mixt és T' = T} = x'y; = y/g;;x’. Per aix0 la traga de Tj; ja no és simplement la suma
dels elements diagonals, ates que cal calcular be el producte escalar. En aquest cas la traca s’ha de calcular
incloent-hi la metrica:

T=z'yi=x;9"y =g" Ty
ie., T'= ¢g“ T;;. Andlogament, la traca T'de T és T'=2'y; = 2’y gj; = g;; TY.
2 Revisié d’alguns topics de Mecanica classica no relativista

2.1 Principi de minima accié. Equacions d’Euler-Lagrange

També conegut com principio variacional de la mecanica, encara que és més general (vegeu [2]).

Restringint-nos a la mecanica Newtoniana, definim la Lagrangiana L(&, z) = $ma? — V (z). Aleshores, 'equacié
de Lagrange, f% (g—é) + % = 0, equival a la llei de Newton. En efecte, per una banda % = f%—‘; = F. Per
una altra banda % =mi — —%mﬁc = md. Am la qual cosa hem retrobat F' = mi.

3 Atencié: de vegades la inversa de la meétrica se representa transposta, i.e., es defineiz de manera que gij gkl = 61’-“.



Fixats un temps inicial t4 1 un temps final ¢p, definim accié: S[z(t)] = fi‘f L(&,z)dt. Doncs be, entre tots el
possibles camins que connecten x4 en t4 amb xp en tg, aquell que deriva de ’equacié de Lagrange, és a dir, el
que segueix el sistema fisic, correspon a ’extremal de I'accié §.5 = 0:
te d (OL\ 0L
085 =0= oL(z,x)dt > —— (== ]| +=—=0 18
ta (@ 2) dt (33:) Oz (18)

La demostracié implica una integracié per parts. Podeu trobar el detall en el link anterior. [2]

2.2 Equaci6 de Poisson

Relaciona el potencial amb les fonts que 'originen. En electrostatica on la forga és F' = 4736 q—qgl i el potencial
orTr

és ® = —4#160% od= —ﬁ Ji, dv2 per a una densitat p(#) de carrega distribuida en el volum V, I'equaci6 de

Poisson és V2® = —£. En gravitaci6, on la forca és I = G i el potencial ® = —GY 0 & = —G [, dvZ,

aquesta equacié resulta ser V2® = —47Gp.

2.3 Trajectoria geodeésica en abséncia de forces

2.3.1 Espai Euclidia. Distancia més curta entre dos punts

Considerem dos punts A i B i volem determinar la
distancia S4p minima entre ells. L’element difer-

encial de distancia ds? = dx? + dy?. Per tant,

Sap = ff \/d:l:2 + dy2.

El cami{ y(z) en el planol xy el podem associar amb un parametre ¢ entre un valor t = 0 en (x4,y4) i un
valor t =1 en (xp,yp) definint x(¢) i y(t) convenientment. En funcié de les relacions z(t), y(t) trobarem un o

altre cami entre A i B. El cami més curt és un extremal entre tots els camins possibles. Per tant, es correspon

55:0:/01\/<6z)2+(jﬁ)zdt:/ol\/mdt (19)

Identificant L = /22 + 52, aquesta equacié d’extrem equival a ’equacié de Lagrange —% ( gf) + % =0,

amb 6S = 0. Escrivim:

amb x; = x,y. En aquest cas particular com L no és funcié de x ni de y, resulta % = % = 0. Aleshores,
d (0L oL @
- JR— — _— —_— = 2
dt(@a’:) 025 ~17 9 (20)
Analogament, % = (5. Per tant,
y Co dy/dt dy ’
= =—"= =—==C =C C 21
i 0 T djdl d C Yot (21)



que és I'equacié d’una recta: la distancia més curta entre dos punts en el planol Euclidia és doncs la de la recta

que els uneix.

2.3.2 Espai Euclidia. Trajectoria en abséncia de forces

En absencia de forces el potencial és constant, que podem assumir zero amb una apropiada tria de 'origen
d’energies. Aleshores la Lagrangiana és simplement ’energia cinética: L = T'(&,y). El principi de minima accié

0, equivalentment, les equacions de Lagrange resulten en aquest cas:

d (0L oL .
d (0L oL .
- (8_3;) = 0—>a—y_my—02 (23)

Dividint una equacié per l'altra deduim que Z—Z = % =C — y = Czx + C' que indica que la trajectoria en

abseéncia de forces és la linia recta que uneix A i B, és a dir, el cami més curt.
2.3.3 Espai Curvilini. Distancia més curta entre dos punts

Considerem un rectangle en el qual identifiquem els
costats oposats i el convertim un una superficie cilin-
drica. Una linia recta en el rectangle passa a ser una
linia sobre la superficie cilindrica. La distancia entre
els dos punts A i B dibuixats és la mateixa indepen-

dentment que doblem el paper pla i el fem un cilindre.

L’element d7 sobre aquesta superficie cilindrica té
nul-la la component en 4,, per tant, dr = dzk+R dp g

— ds? = dr - dif = dz? + R%d¢?. La distancia entre A i

B sera doncs:

\\R
~ B 1
f"* Sap :/ «/sz—I—Rqudet:/ \/ 22 + R2 2 dt

- R A 0

r’ El ) Ty (24)
0) A ;
A o R a Y En identificar L = /2% 4+ R? ¢2, la condicié d’extrem
B és: —% (§—£)+g—£=o, amb x; = z, ¢.
T



‘ ) : : oL _ dL .
Com L no és funci6 de z ni de ¢, tenim que 57 = 96 = 0, amb la qual cosa:

d (OL oL Z
R — P — T — 2
dt(az'> 0=5,=7-4 (25)
d (0L OL R
_() _ 0L _Ee_ (26)
dt \ 9¢ 0o L
Dividint les dues equacions obtenim Rf 3= g—; =
Z
B —dz=CR*dp — 2 =k + CR(R¢) que és I'equaci6
d’una recta de pendent C' R en el planol (z, R ¢).
oL
‘A
[ ] R¢
o R

En identificar 0 amb 27 R doblem el rectangle i fem una superficie curvilinia (cilindrica) on la recta anterior
(que és la distancia més curta entre A i B) es converteix en una geodesica (linia que uneix A i B pel cami més
curt sobre l’espai curvilini). Com hem dit més amunt, la longitud que hi ha entre A i B no ha canviat pel fet

de doblar el paper rectangular i convertir-lo en superficie cilindrica.

2.3.4 Espai Curvilini. Trajectoria en abséncia de forces

Com haviem dit abans, si no hi ha forces podem assumir que el potencial és zero, de manera que la Lagrangiana

és simplement ’energia cinetica: L = T'(Z, d)) Com df = dzk + Rd¢ gy, aleshores ¥ = sk + R¢5€L¢ i, per tant,

T = %m(z'2 + R? (/)2) De nou, L no es funcié de z i ¢ i per tant g—g = % = 0, de manera que:
d (0L oL
—_—— —_— = —_— 5 = 2
dt(az) 0= gz =mi=0C (27)
d (0L oL .
-z () = 0 —==mR%>¢p=0C, (28)
dt \ 9¢ 0o

Dividint una equacié per I'altra trobem g—; = R? g—; que és 'equacié de la mateixa geodésica que hem trobat

en la subseccié anterior.

2.3.5 Relacié d’extrem en S, vs. minima accié: abséncia de forces

En el sistema d’eixos (¢, ) la distancia entre els punts
A1 B la calculem integrant I’element de longitud ds? =
dt? +dx?: Sap = ff V1 + @2 dt. La condicié d’extrem
85 = 0, amb la identificaci6 L = /1 + &2, equival a

A resoldre I'equacié d’Euler-Lagrange —%% + % =0.




ComL(x),aleshoresg—’;—Olg—é: lﬁ_i_z:C—>ﬁ7202—>x2:c—cz—>x:k—>d$:kdt—>

x =x0+ k(t — tp) (moviment rectilini uniform).

Des del punt de vista mecanic, en abseéncia de forces la Lagrangiana és simplement energia cinetica L = T =

Bi .2 d oL 8L _
me La corresponent accio: S = f 4 Ldt = |, gmidt. La condicié d’extrem comporta — 35 + 5> = 0,

que, com adés = 0 i, per tant = ma = C. Velocitat constant i.e. moviment rectilini uniform, que és el

’61 761

mateix resultat obtingut abans.

Podem trobar una relacié directa entre els dos principis variacionals que donen lloc al mateix resultat fisic si

considerem que? vI+32~1+ . Esadir, 2 ~ 1+ £, que permet escriure:

B B L 1 B
SAB:/ dt@:/ dt <1+) ztB—tAJr—/ Ldt (29)
A dt A m m Ja

de manera que veiem que si ’accié té un extrem, també la distancia en Pespai-temps el té (el moviment rectilini

uniform és una recta en el sistema (t, z)).

2.3.6 Relaci6é d’extrem en S4p vs. minima accié: preséncia de forces

En presencia de potencial L = $mi? — m®(z) i l'equacié de Lagrange, — 4oL 4 ‘gﬁ =0, amb 42k — mz i

dt 0%
g—f = fmgqj = F, resulta F' = mZ. El moviment ja no és rectilini uniform.

Per una altra banda, si canviem la metrica del sistema (¢,2) i escrivim ds? = (1 — 2®)dt? + dz? en lloc d’usar

la metrica cartesiana ds? = dt? + dz?, la distancia A — B resulta: Sap = ff V(1 —2®) + @2 dt.

Si escrivim \/(1—2<I>)+5c2:\/1—1—(3'32—2(1))%1—1—%2—@:1—}—# tenim que:

B L B 1 B 1 B
SAB:/ (1+—)dt:/ a2 [ rat=t—tatr L [ Lar (30)
A m A mJa mJa

i.e., la condicié d’extrem en la distancia 0S2p = 0 equival a la minima accié § ff Ldt = 0. En altres paraules,
la modificacié en la trajectoria rectilinia que introdueix el potencial equival a un canvi de metrica en el sistema
espai-temps. Es a dir, introduir un potencial és equivalent a no afegir-lo pero introduir, en el seu lloc, una
curvatura en 'espai-temps. En altres paraules, el problema del moviment en preséncia de potencial equival al

moviment lliure (geodésiques) en un espai-temps curvilini.
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