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1 La gravetat entra en acci6

1.1 L’accié de la gravetat retarda els rellotges

- El principi d’equivaléncia entre massa inercial i gravi-
n ﬁ tatoria fa que siga equivalent un coet d’algada h en un
_\ camp gravitatori d’acceleracié g que el mateix coet en
un espai lliure de camps en moviment accelerat amb
! acceleraci igual a ¢ (i signe contrari).
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Simplificarem els calculs considerant que (%)% << ¥ i

gh gh

que (0—2)2 << %7, de manera que ens quedem tnica-

ment amb els termes lineals.
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Newtoniana. Tanmateix, si (C—?)2 ~ 0 implica que el coet, en el temps en que una senyal lluminosa recorre la

Rebutjar 5% = (2)? ~ 0 equival a fer que y =

C

~ 1, de manera que la relativitat es converteix en mecanica

seua longitud h, esta lluny d’assolir una velocitat relativista (i.e. v << ¢) si aquest coet parteix del repds o d’una
velocitat no relativista. I també, com calculem diferencies A7 de temps, la simultaneitat no és un problema a
efectes de calcul. Finalment, i fent referéencia a la figura, C' és un observador inercial, mentre que A i B estan

dins del coet accelerat.

Des de C' tenim que zp = %th izga=h+ %gtz, de manera que a t = 0 trobem que zg = 0, z4 = h i el coet
esta quiet. Imaginem que a ¢ = 0 la persona A emet un pols, que B rep en un temps posterior ¢t = ¢; (vist per
Pobservador inercial C'). En passar un temps A714 s’envia un segon pols que és rebut en un temps posterior

t = t1 + A7rp. Tenim doncs,

z4(0) — z5(t1) c(t; —0)
2A(ATA) —zp(t1 + ATp) = c(t1 + At — ATa)



és a dir,

h — %gt% = ctiy

2
(ht LgAr3] — [(Sg(ts + Arp)?] — c(ts + Ars — Ara) ®

Considerem que A73 << Ats, AT3 << A7p de manera que ens quedem tnicament amb els termes lineals en

A7. De l'eq. 2.1, que reescrivim en la forma,
th+ =t +—=0, (3)
Yy 9

amb la identitat /1 +x ~ 1+ 3 si z és petit, trobem que:

c c 2gh  h
h=—"4+S 1422 (4)
g g C C

De I'eq. 2.2, quedant-nos fins els termes lineals amb A7, trobem:

1
(h— 59%) —gthAtp = cti + c(Atp — ATy)
— —gliATp = C(ATB — ATy) (5)
t
S Ara = Arg(1+ 22
C

que amb l'eq. 4, canviant t; per %, doéna lloc a:

h
Ary = Arp(1+ %) (6)
Finalment, amb H% ~ 1 — x, trobem:
h h
Arp = Ara(l+ 5) 7~ Ara(1 - 5 (7)

Pero gh = &4 — & = Ad és la diferencia de potencial gravitatori entre A i B. En resum, com en B la
gravetat és més forta que en A (i, per tant, el potencial gravitatori ® és menor que ®4'), el temps A7p és

menor que A7, Atg = A1yu( .Esa dir, accié de les masses (atraccié gravitatoria) retarda els rellotges.
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En resum, el fet d’obligar a la constancia de la velocitat ¢ de la llum, malgrat que a la velocitat a que s’emet i
a la que es rep son diferents, fa que els rellotges de 'emissor i receptor no vagen igual de rapids. En particular,

qui té major gravetat té el rellotge més lent.

1Si considerem D’energia potencial E, = mgh, qui estd més a prop de terra és qui sent amb major intensitat la gravetat i té
menys potencial. Si considerem el potencial gravitatori, V = fG%, distancies r més petites experimenta més la gravetat i tenen

menor potencial, és a dir, més negatiu.



1.2 Gravitacié Newtoniana en termes de la metrica de ’espai-temps

A la secci6 2.3.6 de la Introduccié (fitxer Introduc-

U
L tion.pdf) mostrarem que la dinamica en preséncia de
/|

/ . . . . [N

, AL potencial equival a moviment lliure (geodésiques) en un
/
’ . .

’ espai-temps curvat. En altres paraules, se pot substi-
s tuir el potencial gravitatori per una simple modificacié

At / N . . . .

e de la metrica de 'espai-temps de Minkowki.
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Considerem el seguent model de geometria de I’espai-temps:2

ds® = — <1 + 2¢i(f)> (cdt)® + (1 - 2%”) (dx? + dy® + d2?) (8)
i, amb aquesta metrica revisitem el problema de Iemissié de dues senyals lluminoses des d’una posicié A
separades per un interval temporal 74 i el calcul del temps 75 entre les senyals rebudes en una altra posicié B
que té diferent potencial gravitatori.
Com emissor i receptor no estan en moviment, les seues world lines seran dues linies verticals en les posicions
espacials z4 i xp. Com hi ha la presencia d'un potencial gravitatori les world lines de les senyals lluminoses
ja no seran rectes de pendent unitat en el diagrama (ct,z). Ara be, independentment de la forma de les world
lines, ates que el potencial gravitatori no és funcié del temps, seran linies possiblement no rectes pero paralel-les.
Es a dir, la seua separacié temporal en el diagrama (ct,x) de Uespai-temps serd constant, cosa que no vol dir
que, en un espai de Minkowski deformat pel potencial, els temps propis siguen iguals, atés que tenen diferent

posicié espacial.

Efectivament, en el punt A la distancia ds? entre els dos esdeveniments se calculara a partir de I'interval temporal

dt i els intervals espacials do = dy = dz = 0, perque A esta en repos:

2¢A d82 2(]514
dszz—(l—f—CQ) (cdt)® — de\:—CTZ (1+C2 dt? (9)
que, amb /1 +x =1+ 5, déna lloc a:
Pa
amb ¢4 = ¢(24,0,0).
Analogament, per al receptor:
¢B
drp = (1 + 2 dt (11)

2Triem aquest model, un poc més elaborat que Pemprat en la seccié 2.3.6 de la Introduccié perqueé correspon al limit no relativista

de les equacions relativistes (vegeu e.g. cap. 619 de [4]).



Des de les egs. (10) i (11), amb 1-&-% ~ 1 — x, tenim:

dra <1+¢B)—d73 (1+¢A)%d73_<1+¢3)<1+¢“> dra <1+¢B>(1‘i“‘)dm
—>dTB:(1+¢B_2¢a—¢AZSB>dTA%(1+¢ ¢a)
C C C

on hem rebutjat I'infinitesim superior, i.e. el terme en 1/c*. Per tant, amb A¢ = ¢4 — ¢, reescrivim aquest

drg = (1 — if) dta (12)

que és el mateix resultat que hem obtingut en la seccié anterior.

resultat en la forma

1.3 Justificacié de la metrica emprada

Mostrarem que la condicié de geodesica en la metrica de la seccié anterior (merica de Schwarzschild) déna lloc

a I'equacié de Newton.

Com el temps propi és dr? = fdci; Iaplicacié del principi extremal entre dos esdeveniments A i B per a S,

equival al de 74p. Escrivim doncs,

= [yl 8)-3 (B[ (@) )
/;;Bdt\/<1+2cf>_clz( 2—/ dt\/1+_v2+2i52)
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Amb L la Lagrangiana. La condicié d’extrem de 74p equival doncs al principi de minima accid, que equival a

la vegada a l’eq. de Lagrange. Per tant,

—:0—>——tmv—m—:0—>ma:—mv¢:F (13)

que és la llei de Newton.



La gravetat Newtoniana pot ser expressada doncs en termes purament geometrics en ’espai-temps de Minkowski
deformat per la massa (la qual genera un canvi de la seua curvatura), de manera que les particules es mouen

per aquest espai al llarg de linies geodesiques.

La llei gravitacional de Newton, be s’expresse en termes del potencial gravitatori, be s’expresse en termes de
la deformaci6 de la metrica de Minkowski, és inconsistent amb els principis de relativitat perqué comporta una
interaccié instantania entre objectes, cosa que implica una transmissio a velocitat infinita, més gran doncs que

la velocitat ¢ de la llum.

El treball d’Einstein de 1915 va consistir a trobar el substitut de ’equacié de Poisson que relaciona la densitat de
materia (fonts del potencial gravitatori) amb el potencial. Ates que el potencial hem vist que pot ser introduit
com una modificacié de la metrica i que en el capitol segiient veurem que la relativitat restringida introdueix
I’equivaléncia entre massa i energia, el substitut de I’equacié de Poisson relacionara una magnitud que siga la
mesura de la curvatura de I'espai-temps amb un altra que siga mesura de la densitat de la materia-energia.
Aleshores, a partir d’una distribucié de la matéria-energia I'equacié d’Einstein ens proporcionara la geometria
de l'espai, i les particules es mouran sobre aquesta geometria al llarg de linies geodesiques. Amb ago haurem

determinat la seua dinamica.
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