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1 Geometria i Fisica: Diagrames espai-temps

1.1 Nota historica

En 1905 Einstein va mostrar que espai i temps eren relatius. La longitud d’un objecte o el pas del temps eren
diferents si eren contemplats des de eixos o sistemes de referencia diferents. Mostrarem en aquests apunts que
el temps que es contemplat des d’un sistema de referéncia és una mescla del temps i de I'espai vist des d’un

altre sistema de referencia.

Hermann Minkowski, que va ser professor de matematiques d’Einstein en Zuric, va llegir el paper que del seu
ex-alumne, del qual no tenia massa bona opinid, i, segons conten les croniques, va quedar molt impressionat.[3]
El va estudiar amb deteniment, cosa que va fer que en 1908 descobrira la naturalesa absoluta de ’espai-temps
tetradimensional. Quan Einstein es va assabentar del treball del seu antic professor no va quedar gens impres-
sionat. Considerava que era una simple reescriptura de les lleis de la relativitat especial en una llenguatge nou,
més matematic, que enfosquia les idees fisiques que contenien les lleis relativistes. Fins i tot va fer algun acudit
acid al voltant del treball de Minkowski. Acudit que va tenir que engolir-se quan al cap de quatre anys, en
1912, es va adonar que ’espai absolut de Minkowski era essencial per poder incorporar la gravetat en la teoria
de la relativitat. Per aquest motiu, aquestes notes breus comencen i es circumscriuen a estudiar trajectories en

I’espai de Minkowski.

1.2 Espai-temps. Definiticio

Es un diagrama (ct,x), on t és el temps i x espai
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que, en general, és tridimensional. Un punt P en
P . . sz
pp—————— - el diagrama s’anomena esdeveniment i té coordenades
i
| (ctp,p,yp,zp). Una particula descriu una curva en
I
: Pespai-temps anomenada ”linia de mon” (world line).
I
I
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El pendent de la world line és: dfg’) = <. Per tant, una velocitat zero implica pendent infinita (linia vertical).
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Una velocitat v, = ¢ implica pendent unitat, és a dir, un angle § = 45°.

1.3 Invariant de I’espai-temps

Act Considerem dos espills paral-lels separats una distancia
L al llarg de I’eix y que estan en repos en un sistema
N inercial de coordenades (ct, z,y, z) i una senyal de llum
N que rebota d’un a l'altre espill. Un rellotge mesura el

, temps At entre I'esdeveniment A en que la llum surt

md de 'espill inferior i 'esdeveniment C' en que, despres de

AY rebotar en B torna a lespill inferior (C). Aquest dos

esdeveniments estan separats pels intervals de coorde-

nades At = %7 Ax =Ay=Az=0.
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Analitzem aquest mateix experiment des d’un altre sistema inercial (ct’,2’,y’,2’) que es mou amb velocitat
v respecte (ct,x,y,z) al llarg de la direccié negativa de l'eix x. En aquest sistema els espills es mouen amb
velocitat v en la direccié positiva de 'eix x. Per tant, a mesura que el senyal recorre 2L sobre l'eix y, recorre
també Az’ sobre l'eix 2/ amb Az’ = vAt'. La distancia total recorreguda entre A i B és /L2 + (££)2, mentre
que entre A i C sera el doble. A partir de la velocitat ¢ de la llum determinem At': At = 12,/12 + (82)2,

Els intervals de coordenades en el sistema mobil sén:

2 Az’
At = =4/ L2
c + ( 2

)2 Az’ = v At Ay’ = 0; A2 =0 (1)

b

Si calculem la magnitud AS™? que definim: AS? = —(cAt')? + Az"? + Ay'? + A2'? trobem AS? = —4 12,
Calculem ara la magnitud AS? = —(cAt)? + Az? + Ay? + Az? = —(c2L)? = —4 L2, Per tant, AS"? = AS2.
En general, la magnitud ds? = —(cdt)? + dx? + dy? + dz? és invariant sota canvis de sistemes de referéncia

inercials.

En la seccié 2 del document anterior (IntroductionTR.pdf) vam deduir 1’element de longitud en coordenades
curvilinies (Eq. 2 d’aquell document): ds?> = Zij 9i;dq;dg;. Per tant, podem interpretar l'invariant ds? de
Minkowski trobat adés com la distancia (absoluta per ser invariant) entre dos esdeveniments A i C' de I’espai-

temps, el qual presenta una metrica diagonal perd no Euclidiana:! g1; = —1, g2 = g33 = gaa = 1.

1Si g11 no tinguera el signe negatiu la métrica seria Euclidiana.



Si ens restringim al planol (ct,z) i la geometria fos
Euclidiana tenim que, vegeu la figura, * = Rcos#f,
v %) P ct = Rsin®, de manera que 22 + (ct)? = R?(cos? § +
sin? @) = R?, que és el quadrat de la distancia Euclid-
iana OP. Pero l'espai-temps no és Euclidia ates que
R? = —(ct)? + 22, equacié que representa una hiper-

bola.?
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Si escrivim z = a(0)R, ¢t = b(0)R, el quadrat de la

distancia R? en l'espai-temps és:

R R?* = —(ct)® + 2% = (—=b(0)* + a(6)?) R*.

b .

2 * Identifiquem a(f) = coshf, b(f) = sinhf perque?
cosh?@ — sinh? 6 = 1.

y A Tespai Euclidia la transformacié de coordenades que
y'\ deixa invariant les distancies son les rotacions. En la
P figura tenim que: z = Rcosa, y = Rsina, 2/ =

Rcos(a—0), y = Rsin(a—0). Es immediat comprovar,

<
/ amb COSQ¢+Sin2¢ — 1’ que .,1,/,2 +y2 — .'I,'IQ +y/2 — RQ.

Tanmateix, &’ = R(cos acosf+sinasinf) = x cosf+ysinb, y' = R(sin «cos @ —cos asinf) = —x sin @4y cos 6.
Es a dir
x cos  sinf x
= . (2)
y —sinf cos6 Y
A Tespai-temps * = Rcosha, ¢t = Rsinha, 2/ = Rcosh(a — ), y = Rsinh(a — ), i és també immediat

comprovar, amb cosh? ¢ —sinh® ¢ = 1, que —(ct)>+22 = —(ct')?> +2'> = R?. Tanmateix,* 2/ = R(cosh o cosh f —

sinh avsinh #) = 2 cosh § — (ct) sinh 6, ¢t = R(sinh ovcosh § — cosh avsinh §) = —z sinh 6 + (ct) cosh 0. Es a dir,

ct’ coshfd —sinhé ct

_ . (3)
z’ —sinh®  coshf x

2En un espai Euclidia R? = (ct)? + 22, que representa una circumferéncia.
3sinh @ = % (e? — e=?); sinh(—@) = —sinh , cosh§ = % (e? + e=?); cosh(—0) = — cosh 6.
4sinh(a & 0) = sinh o cosh @ 4 cosh asinh @, cosh(a & ) = cosh a cosh 6 + sinh asinh 6.



Imaginem una particula que recorre una longitud ds? = —(cdt)? + da? (vist des d’un sistema inercial) o ds? =
—(cdt’)? + dz'? (vist des d’un altre). Imaginem que la particula esta en repos en el segon sistema, i.e. da’ = 0.

Aleshores, da’ = dx cosh — (cdt) sinh 6 = 0. Amb v = % deduim que:
tanh § = - (4)
c

. ., . . . 2
Podem ara trobar les equacions de transformacié d’eixos en termes de la velocitat. A partir que cosh” ¢ —

sinh? ¢ = 1 escrivim 1 — tanh?6 = 1 — Z—j = m. D’on deduim que:

cosh 6 = # =7 (5)

2
v
l-=

on hem definit el factor v que d’ara en avant eixira en moltes expressions.

Ara, des de sinh? ¢ = cosh? ¢ — 1 =~2 — 1 = 2 ’;—2, trobem que sinh @ = < . Aleshores tenim que:
2’ =z coshf — (ct)sinh§ = v (z — vt) (6)

z . Y
t’:7Esmh9+tcosh0:7(t*§lq) "

ct A Procedim ara a representar 'eix 2’ en el sistema (ct, ).
Fem, per tant, que ' = 0. Des d’'Eq.(7) trobem t = 5 x
— ¢t = tanh @z (recta de pendent tanh#). Analoga-

=l

ment fem 2’ = 0 per trobar l'eix ¢’. Des d’Eq.(6):

ot . r =uvt = ¥ (ct) = tanh 0(ct) que és la recta de pendent

inversa, és a dir la que créix en x el que 'anterior eix
Ct . . . .
M creixia en (ct) i vice-versa.
P X

1.4 Conus de llum i percepcié de distancies en I’espai-temps: dilatacio temporal

A la vista de la figura AS?%,; = 36, ASH, = 9. Si
4 la metrica és Euclidiana, aleshores, AS%. = AS%, +
AS%, =9+9 =18 = AS%.. La hipotenusa és ma-
1 jor que els catets. Amb la metrica de 'espai-temps

AS% . = —ASE, + ASEHo = —9+9 = 0. Analoga-

ment, AS%, = 0, mentre que AS% 5 = —(cAt)? =

—36.




Amb aquesta metrica hi ha distancies positives, AS,ZDC =9 > 0, en el qual cas direm que els esdeveniments

tenen una separaci6 tipus espacial. Hi ha distancies negatives, AS? 5 = —36 < 0, i parlem de separaci6 tipus

temporal. Finalment hi ha distancies nul-les, AS%, = 0. Aquests sén esdeveniments units per world lines de
dz

pendent unitat, en les quals ds* = 0 = —(cdt)? + da* — 9% = ¢. Sén esdeveniments amb una separacié tipus

llum. El conjunt de punts separats per distancies zero d’un punt P s’anomena conus de llum.

Per supost, com les distancies ds? sén invariants respecte del canvi de sistema inercial, les definicions de separacié

espacial, temporal o nul-la sén independents del sistema inercial que triem.

A ct Les particules de massa en repos no zero es mouen al
llarg de world lines de tipus temporal, que sempre que-
den dins del conus de llum, ja que la seua velocitat és
menor que la velocitat ¢ de la llum. Per mesurar la
distancia al llarg de la world line d’una particula po-
dem usar un sistema soldat a la particula. En tal cas,

dr? = 0, ds®> = —(cdr)?, on hem emprat lletra 7 per

referir-nos al temps propi.

x
En qualsevol altre sistema el valor de ds? ha de ser la mateix. La seua expressié és perd ds? = —(cdt)? + dx?.
: 2 .
Per tant, amb v = %, —c2dr? = -2 dt® + dz? — (%) =1- Z—z i, per tant,

/ v2  dt

El temps propi és sempre menor que el mesurat des d'un sistema no soldat a la particula (dilatacid temporal).

1.4.1 Simultaneitat relativista. Contraccio espacial

Considerem que una corda en repods en un sistema d’eixos inercial S’ té una longitud propia Lg. Considerem
que aquesta corda i el sistema inercial d’eixos soldats a la corda es mouen a una velocitat v respecte un altre
sistema d’eixos inercial S, on mesurem la longitud de la corda obtenint un valor diferent L. La determinacié
de la longitud (en aquest i qualsevol altre sistema d’eixos) necessita simultaneitat en la mesura de les posicions
dels extrems de la corda. Ara bé, simultaneitat en S implica no simultaneitat en S’. La separacié temporal
At en S’ la podem perd calcular des de la invariancia de I’element de longitud a Iespai de Minkowski: As? =

—(cAt)? + Az? = —(cAt')? + Ax’?. Si considerem simultaneitat en S, aleshores At = 0, de manera que:

Az? = Ax"? — (cAl')?

Tanmateix, des de I'equacié (7) podem escriure ¢ = 7 (¢’ + 3 2'), ates que S 1 S” han de poder usar les mateixes

equacions, amb la salvetat que S i S’ tenen velocitats oposades. Per tant, At = v (At' 4 % Az’). Incloent-hi la



simultaneitat At = 0, i.e., fent At =0 = v (At' + 3 Ax’), obtenim:

’ v ’
Per tant:
2 2 2, Y "2 2 v?
Az = Az —¢ (—C—QAJU) = Az (1—0—2)
ie.,
V2
L=1Lygy/1- =2 (10)
com - Z—; < 1, Ly > L que ens indica que la longitud L mesurada en uns eixos no soldats a la corda és

menor que la longitud propia Lo (contraccid espacial).

En resum, vist des del sistema de referéncia mobil (no soldats al sistema) els temps sén més llargs i les distancies

més curtes.

1.5 La paradoxa dels besons

Dos besons, Diana i Apol-lo estan en la terra. Aleshores Diana inicia un viatge a velocitat constant v = 0.8¢ cap
a a-centaure que estd a una distancia de 4 anys llum (L = 4¢). En aplegar a la destinacié torna immediatament
a la mateixa velocitat, aterrant al punt de partida. En la terra, on estd Apol-lo , ha passat un temps At = 10
anys, ates que a una velocitat v = 0.8¢ se tarden 5 anys en aplegar a a-centaure que esta a una distancia de 4

anys llum (At = % = A —5).

0.8c

Fent s de I'eq. (7) Apollo pot saber el temps que ha passat per a Diana: At' = v (At — 5 Az) =
v (At — Z—;At) = %. Si v = 0.8¢, aleshores, v = 5/3. Com el temps At = 10, aleshores, At' = %10 =6

anys. Apol-lo troba Diana 4 anys més jove que ell.

Podem resoldre el problema des del punt de vista de Diana. Ella veu a Apol-lo (i a la terra) allunyar-se a una
velocitat v = 0.8c. Quan per a Diana han passat 6 anys, se tornen a trobar. Pero ella calcula el temps que ha

At

passat per a Apollo: At = = %6 =36. Esa dir, ella espera trobar Apol-lo 2.4 anys més jove que ella...

que esta mal en aquest raonament?

El calcul d’Apol-lo és correcte, pero el de Diana no perque ella fa s de dos sistemes inercials de referéncia
diferents. De fet, ella nota el canvi brusc de sistema inercial com un impuls que fa que la seua velocitat canvie

de signe (encara que ella puga creure que és Apol-lo i la terra la que rebota i torna).

Dibuixarem els tres sistemes inercials i sobre ells calcularem distancies ds? que sén invariants i, per tant, no

varien en canviar d’un sistema inercial a un altre.



Considerem el sistema inercial soldat a Diana en la
primera part del cami (fins que aplega a a-centaure).
Com v = 0.8¢, tenim que tanh§ = v/c = 0.8. D’acord
amb el que hem vist al final de la secci6 1.3, I'eix z’ és
la recta ¢t = tanh @ x en el sistema (ct, ), mentre que
Peix ct’ és la recta ct = 2 x.

En el cami de tornada v = —0.8¢, per tant tanhf =

—0.8. Les equacions dels tercers eixos sén les mateixes

excepte que ara les pendents sén negatives.
En el sistema (ct,z) el viatge de Diana arranca de
Porigen i segueix l'eix ct’ (perque aix{ la coordenada x’

no canvia) fins aplegar a a-centaure (x = 4c, ct = 5¢).

Aleshores, canvia de sistema inercial i segueix 1’eix ct”
(perque aix{ la coordenada z” no canvia) fins tornar a

la terra (x = 0, ct = 10c).

En la figura de I’esquerra hem ubicat els dos sistemes

ct
mobils en la posicié d’a-centaure.
D p
107
A Tinstant immediatament anterior al rebot, tots els
9 )
) : P, punts de eix 2’ s6n obviament simultanis (tots tenen
il TR la mateixa coordenada temporal). En el sistema
77 i of’ (ct’,z') de Diana C és simultani a P;.
6+ \\\ v e A Tinstant immediatament posterior al rebot, tots
6.4 5 % : Ct\ els punts de leix 2” sén Obviament simultanis (tots
44 e ’ “_X tenen la mateixa coordenada temporal). En el sistema
o ct . s .
3.1 g (ct”,2”) de Diana C' és simultani a Ps.
13 Gl Per tant, Diana pateix un canvi sobtat de simultaneitat
' 11! des del punt P; al punt P»: veu que Apol-lo de sobte
j ; ‘ ; envelleix.
5 . —
1 2 8 4 g

La distancia OP; és el temps que Diana calcula que li passara a Apol-lo mentre ella arriba a a-centaure en
un temps propi At = 7 = 3 anys. Per tant: At' = % = %3 = 1.8 anys. Tanmateix, OM = 5¢, MC = 4c,
distancies (invariants) que podem calcular facilment sobre el sistema (ct,z). Finalment, calculem OC = 3¢
fent s del sistema (ct’,2’). Efectivament, comprovem que —(5¢)? + (4¢)? = —(3c)?. Per tant, podem calcular

Py M = 5¢c — 1.8¢c = 3.2¢ de manera que el canvi de simultaneitat de Diana, P; P, = 6.4c.



El viatge de tornada li costa a Diana 3 anys propis i calcula que per a Apol-lo en passen 1.8. Aleshores, sumant
el canvi de simultaneitat de Diana als temps d’anada i tornada trobem: 1.8 4+ 6.4 + 1.8 = 10, amb la qual cosa

no hi ha contradiccid.

La gran forca experimentada per Diana en el rebot li enrellenteiz els temps, de manera que mentre per Apol-lo
passen 6.4 anys, per a Diana passa tans sols un instant. En el capitol segiient veurem amb més detall com la

gravetat enrellenteix el temps.
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