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1 B.G. Wybourne,

The physics comes in the process of breaking
the symmetry.
B.G. Wybourne:

If you look at the history of 20-th century
physics, you will find that the symmetry
concept has emerged as a most fundamental
theme, occupying center stage in today's
theoretical physics. We cannot tell what the
21-th century will bring us but I fell safe to
say that for the next ten or twenty years
many theoretical physicists will continue to
try variations on the fundamental theme of
symmetry at the very foundations of our
theoretical understanding of the structure of

the physical universe.
C. N. Yangz

Tomorrow is not an extrapolation of today.
B.G. Wybourne?

The Physicists conception of the universe,

Lecture Notes, University M. Kopernika, Torun 1995.
2 C. N. Yang, Chinese J. Phys. 32 (1994) 1437.

3 B.G. Wybourne,

The Physicists conception of the universe,

Lecture Notes, University M. Kopernika, Torun 1995.



La belleza tiene frontera comuin con la simetria.
H.Weyl*

INTRODUCCIO

A la naturalesa trobem una llista incomptable d’exemples de
simetria: la simetria bilateral de les ales d'una papallona o la del
mateix cos huma; la simetria de rotaci6é dels petals de moltes flors,
de les estrelles de mar; la simetria traslacional de cristalls i polimers,
etc. Els animals també produeixen objectes simetrics, com ara les
cel les en la bresca de les abelles. I, per descomptat, trobem simetria
en les obres realitzades per 'home. En arquitectura, pintura i, en
general, en art, el concepte d’harmonia sol anar lligat a I'existencia
d’elements de simetria. Fins i tot les lleis de conservaci6 de la
mecanica newtoniana no sén més que formulacions de simetries
dels sistemes fisics: la conservaci6 de l'energia deriva de la
uniformitat del temps. La conservaci6 del moment lineal és
conseqiiéencia de I'’homogeneitat de I'espai. Finalment, Ia
conservaci6 del moment angular és I'expressié de la isotropia de
l'espais.

Per una altra part un examen minuciés dels objectes que presenten
simetries ens porta a la conclusié que tal simetria no existeix sin6 de
forma aproximada. Es la nostra idealitzacié (simplificacié) dels
objectes la que ens fa descobrir la simetria. Veiem, doncs, una
tendencia de l'ésser huma a pensar en termes de simetries per
simplificar el moén que 'envolta. Potser la simetria no existisca més
que en el cervell huma (fins i tot els cristalls més perfectes presenten
impureses que trenquen la perfecta simetria espacial). Encara que
aquest fos el cas (o potser especialment en el cas que ho siga, What

4 H. Weyl, Simetria, MacGraw Hill, Madrid, 1991, p.1l.

5 L' homogeneitat de 1l’espai implica que la lagrangiana L
no varia sota el canvi x —» x+dx. Si L(x,v,t)=L(x+dx,v,t),
aleshores (eL/ex) és =zero. Portat ag¢d a 1’equacid de
Lagrange, d/dt[(eL/ev)]-(eL/ex)=0, obtenim la conservacid
del moment lineal: d/dt(eL/ev)= dp/dt = 0 - p = cte. Per a
mes detalls sobre aquest cas, aixi com el desenvolupament
del altres casos vegeu, e.g., L. Landau i E. Lifchitz,
Mecanique, Ed. Mir, Moscou, 1981, cap. 2.

an imperfect word it would be if every symmetry was perfects), no
importa. La simetria té una utilitat extrema tant a I’hora de resoldre
problemes practics com a 1'hora d’entendre el moén fisic. Citem F.
Tachello” Most symmetries encountered in physics (and in art) are not
exact but broken... Despite de fact that most dynamic symmetries are
broken, nonetheless, they provide a major tool for understanding complex
structures.

Pero, j;que és una simetria? Direm que un sistema fisic té una
simetria si en realitzar un determinat canvi no es produeix cap
efecte mesurable en I'esmentat sistemas®. Per exemple, si mirem una
esfera, tanquem el ulls i els tornem a obrir, cap experiment o mesura
posterior no ens pot dir si hi ha hagut cap rotacié.

Hi ha simetries que s’ajusten a la definici6 anterior i no sén simetries
espacials. Per exemple una permutaci6. Pero hi ha simetries encara
menys Obvies. Si tenim un sistema de carregues electriques, hi ha
una serie de forces entre elles que queden inalterades si canviem el
signe de les carregues. Aquesta simetria no pot representar-se per
una rotacio, pero és cert que, en realitzar el canvi de signe, NO es
produeix cap efecte mesurable en I’esmentat sistema de carregues.

Cal emfasitzar que tant en fisica com en quimica qualsevol simetria
va necessariament associada amb un experiment impossible. Si
I'experiment es realitza, aleshores, la simetria no existeix.
L’existencia de simetria és sempre una afirmacié provisional que
Unicament pot establir-se experimentalment. De vegades trobem
simetries ‘exactes’ mentre que altres voltes trobem simetries que s6n
clarament ‘aproximades’.

Un punt important que cal assenyalar també és que 1'establiment
d'una simetria ens diu el que NO és possible. Mai la simetria
assegura que res en positiu. Per exemple, l'establiment d’una

¢ B.G. Wybourne, Rept. Math. Phys. 34 (1994) 9.

7 F. TIachello, The mysterious world of symmetry in physics
en Symmetries 1in science II, B Gruber i R. Lenczewski
eds., Plenum, Nova York, 1986, p. 10.

8 Leibniz precisa gque una simetria aplicada sobre wuna
figura genera una altra figura indistingible de la primera
si cada una de les figures es considera en si mateix. En
particular, semblants sén  dues coses que no sén
discernibles en considerar-se cada una en si mateix (no
simultaniament!) .



simetria ens pot dir que wuna transicid espectroscopica esta
prohibida. Mai ens dira que una transici6 estara present a 1’espectre.

L’error en l'apreciacié del significat dels efectes de la simetria, en
particular la simetria de semblanca o de canvi d’escala, ha estat
I'origen de molts fracassos industrials (plantes pilot que no
funcionen en ser construides a escala industrial). Si les proporcions
son similars, ;per qué els animals petits tenen una major velocitat
de metabolisme que els grans? ;Per que els bebés son més sensibles
al fred que els adults? ;Per que els dinosaures tenien el cap tant
menut??

Per contestar aquestes preguntes cal recordar préviament algunes
formules de la geometria: area del cercle mir?, area de l'esfera 4mr?,
volum de l'esfera 4/3 mir3.

El metabolisme proporciona calor al volum del cos (oc r3) mentre
que es perd calor a través la superficie (oc r2), aleshores, la relacié
(calor perdut)/(calor produit) resulta proporcional a 1/r. Com més
gran és un animal, menor és la proporcié de calor perdut.

(Que passa amb els dinosaures? Modelitzem un dinosaure
mitjancant un cap esferic, un coll cilindric i la resta del cos
mitjancant una altra esfera molt més gran. ;Que passa en fer créixer
el dinosaure simplement escalant els radis i la longitud del cilindre?
Passa que cap i cos creixen com 13 pero la forca del coll, que és
proporcional a I’area de la seccié dels seus musculs, creix com r2... si
fem créixer molt el dinosaure, el coll no podra aguantar el cap i li
quedara penjant!

La simetria és també una guia en la recerca. Cap a 1850 J.C. Maxwell
tracta d’unificar el camp electric i magneétic en un tnic sistema
d’equacions i observa que hi havia certa asimetria. La llei de
Faraday d’induccié diu que en una regié de l'espai on el flux
magnetic varia amb el tems apareix un camp electric. No hi havia,
pero, 'equacio reciproca. Maxwell introdui el concepte de corrent de
desplacament i demostra que un camp electric variable pot generar
un camp magnetic. Més tard, Lorentz i Poincaré investigaren la

° Més detalls en B.G. Wybourne, The Physicists conception
of the universe, Lecture Notes, University M. Kopernika,
Torun 1995.

simetria de les equacions de Maxwell i descobriren que eren
invariants enfront de rotacions que mesclaven espai i temps (!). Va
caldre Einstein per a comprendre les subtils rotacions de Lorentz i
Poincaré. No eren matematica abstracta, eren la base d’'una nova
teoria. La teoria de la relativitat, on, per a velocitats elevades, I'espai
i el temps es distorsionen d’una forma simetrica, d’acord amb les
subtils rotacions de Lorentz i Poincaré.

Voldria també fer algun comentari sobre el caracter central v.s.
marginal de la teoria de grups i en general de fisica i quimica
teoriques. Comencgaré citant una coneguda frase d’Einstein:

"Pure logical thinking cannot vyield us any knowledge of the empirical
world; all knowledge of reality starts from experience and ends in it."

La qual cosa no lleva que afirmés també (i noteu que no hi ha
contradiccio):

"I think that only daring speculation can lead us further and not the
accumulation of facts."

"We now realize, with special clarity, how much in error are those
theorists who believe theory comes inductively from experience. Even the
great Newton could not free himself from this error."

"It is the theory that decides what we can observe."

Aquestes notes es corresponen amb el curs de Teoria de Grups de
Simetria. S’hi pretén mostrar com les condicions de simetria
molecular poden suposar una simplificacié drastica a 1’hora de
resoldre molts problemes de la fisica i de la quimica. Tots els
problemes que nosaltres considerarem poden resoldre’s mitjangant
I'as de la for¢a bruta. Tanmateix, 1'as de la simetria és, sens dubte,
molt més econdmic i elegant.

El nombre de credits de I'assignatura Teoria de Grups de Simetria
és de 4,5, per aix0 aquestes notes han estat dissenyades perque,
juntament amb una collecci6 d’exemples i problemes, siguen
desplegades durant 45 hores.



BREU DESCRIPCIO DEL CONTINGUT DEL CURS

He escrit aquestes notes com una guia i una manera de reduir
substancialment la presa de notes a classe. Es clar que les classes no
seran una mera recitacié d’aquests apunts. També és molt probable
(fins i tot seria desitjable) que 1'alumne vullga fer els seus propis
afegits a cada tema. En la mesura que feu aco, aquests apunts seran
també els vostres.

Comencarem amb la introduccié dels elements i les operacions de
simetria tractant d’evitar la confusi6 entre ambdds conceptes.
Mentre que un element de simetria és una entitat geometrica (punt,
linia o planol) respecte al qual s’efectua una transformacié que
deixa invariant un objecte, una operacié6 de simetria és la
transformaci6 esmentada. Buscarem elements de simetria en
diverses sanefes i altres ornaments arquitectonics, perd ens
centrarem de seguida en la simetria puntual (aquella que, aplicada
sobre un objecte, deixa fix el seu centre de masses) fent especial
emfasi a trobar eixos impropis de simetria (o de rotaci6 - reflexio)
que son els que solen causar major dificultat als alumnes. La
inclusi6 de la translacié déna lloc a 'anomenada simetria espacial o
simetria dels cristalls (els quals sén construits mitjancant
translacions de la cella unitat). Aquesta és objecte d’estudi en
'assignatura (optativa) de Cristal lografia, que imparteix l'area de
coneixement d’aquest mateix nom. Per aquesta rad no la inclourem
aci.

Després de familiaritzar-nos amb els elements de simetria i de
desplegar certa habilitat per trobar eixos de rotaci6 impropis,
reconeixerem molécules organiques Opticament actives i inactives i
discutirem l’orientacié del moment dipolar (si existeix) respecte a
elements de simetria de les molecules.

Comprovarem que, en contra del que es podria pensar, hi ha un
nombre relativament reduit de possibilitats a I’hora de classificar
molecules per la seua simetria puntual. Aixo es produeix perqué no
podem tenir combinacions arbitraries d’elements de simetria. Com
a consequiencia hi ha un conjunt no massa nombrdés de col leccions
d’operacions de simetria que poden presentar les molecules i altres
objectes fisics. Si definim 1'operaci6 "aplicacié consecutiva d’operacions

de simetria" com el producte de les operacions de simetria,
comprovarem que les esmentades colleccions d’operacions de
simetria, juntament amb aquesta llei de multiplicar, tenen
estructura matematica de grup. Proporcionarem el diagrama de flux
per a la determinaci6 del grup puntual a que pertany una moléecula
qualsevol i n’exemplificarem 1'Gs.

L’estructura de grup queda plasmada a la taula de multiplicar del
grup. Construirem taules de multiplicar de diversos grups de
naturalesa molt distinta. Una vegada construides taules de
multiplicar comprovarem que els elements d’alguns grups, tot i que
no tenen cap relaci6, presenten, tanmateix, identica taula de
multiplicar. Parlarem d’isomorfismes i, en general,
d’homomorfismes entre grups. Acabarem aquesta seccid
comprovant que la relaci6 de conjugaci6 és wuna relacid
d’equivaléncia que permet agrupar els elements d'un grup en
classes disjuntes.

La teoria de representacions de grups (les seues implicacions i
propietats) constitueix, sens cap dubte, la part més important de la
teoria de grups per a un fisic o un quimic. Farem sorgir de manera
natural tots els conceptes de la teoria de representacions mitjancant
el desenvolupament d"una serie d’exemples acuradament escollits,
deixant I'ordenaci6 i formalitzacié dels conceptes apareguts per a
una secci6 posterior. Comencarem dibuixant un triangle equilater; li
numerarem els vertexs i el representarem mitjangant la col leccié
vertical de la seua numeracio, llegida (arbitrariament) des del vertex
superior i en sentit contrari a les agulles del rellotge. Trobarem de
seguida una correspondencia biunivoca entre les operacions de
simetria del triangle i una col lecci6 de matrius (3x3) —els elements
de la qual s6n uns i zeros— de manera que, en aplicar-les al vector
columna que representa el triangle, condueixen fins a vectors que
son imatge de la nova ordenaci6 dels vertexs que queda en aplicar
sobre el triangle les operacions de simetria. Constatarem que el
conjunt de matrius obtingudes juntament amb la llei de composicié
"producte de matrius" sén imatge del que succeeix amb les
operacions abstractes del grup del triangle equilater (Csy) junt a la
seua llei de composicié "aplicacié successiva d’operacions". Un
conjunt d’elements matematics perfectament definits i unes lleis de



composicié igualment concretes ens permeten "passar a ntimeros"
els nostres jocs amb figures de carto.

Seguidament considerarem el triangle equilater que ens ha servit
com a exemple, situat a l'espai juntament amb tres vectors que
partint de 'origen de coordenades arriben als seus vertexs. Si amb
1, 2, 3 representem els vectors en lloc dels vertexs dels triangle, les
mateixes matrius que transformaven els vertexs ara transformaran
els vectors. El conjunt d’aquests tres vectors formen una base de
'espai vectorial tridimensional on hem "pintat" el triangle. Com bé
sabem, la base d’un espai vectorial no és tnica. De fet, la base més
usual no és aquesta sindé la de tres vectors unitaris i j k
perpendiculars entre si. Les matrius que representen les operacions
del grup Cszy quan actuen sobre aquesta base resultara que estan
descompostes en blocs i els distints blocs resultara que tenen la
mateixa taula de multiplicar que el grup del triangle equilater
juntament amb la seua llei de composicié "aplicacié successiva
d’operacions'".

Acabarem aquesta seccié exemplificant 'accié6 d’operacions de
simetria sobre funcions. Perd nosaltres no podem fer la rotacié (o,
en general, la transformacié) d’aquestes magnituds matematiques,
si no és que donem una regla de com fer-ho. (;com fer una rotacié
de 25 graus a la funci6 sinus?). Hem de tenir un criteri per definir
aquesta regla, i aquest criteri volem que siga intuitiu. Veurem que la
intuicié ens abocara a definir com a funcio rotada aquella que té la
"mateixa pinta" que la funci6 original quan la funcié esmentada esta
referida a uns eixos que han estat rotats en igual magnitud pero en
sentit contrari al que rotem la funcié per obtenir la funcié rotada.
Introduim aixi un nou grup els elements del qual s6n
transformacions en l'espai vectorial de funcions. Aquest grup és
homomorfic al grup de les operacions de simetria d'un poliedre de
cartd, aixi com al grup de matrius de transformacié de vectors
lliures de l'espai ordinari.

La secci6 segiient sera el contrapunt. Es definiran matematicament
els conceptes de representacid, representacions equivalents i, en
general, de tots els conceptes introduits en la secci6 anterior.

A continuacié presentarem els teoremes fonamentals que
compleixen les representacions irreductibles. Mostrarem (no pas
demostrarem) que les representacions irreductibles es comporten
com un conjunt de "vectors" ortogonals (teorema de la gran
ortogonalitat). Hem escollit aquesta manera de presentar el teorema
de la gran ortogonalitat a causa del caracter introductori de
I'assignatura que proposem. Una derivacié rigorosa del teorema
basada en els dos lemes de Schur, a 'estil de l'apendix A7.1 del
Joshite, o una presentaci6 fins i tot més general a l'estil del Serre::,
creem que no s'ajusta als objectius del curs. La resta d’items
d’aquesta secci6 son corol laris del teorema esmentat. Es fara emfasi
en interpretacions vectorials i es desenvoluparan molts casos
particulars per tal de facilitar la comprensi6é de tot aquest conjunt
d’eines basiques de la teoria de representacions.

Amb les eines a la ma és facil la tasca de construir taules de
caracters. Construirem com a exemple la taula de caracters del grup
Cay. Després de construir-la, s’estudiara la simetria d’algunes de les
funcions com x, y, z, Ry, Ry, Rz, xy, xz, yz, X2, y2, 22, que son bases
de les representacions irreductibles del grup Cs,. Es relacionaran
aquestes funcions amb les distintes components del moment
dipolar, quadrupolar, polaritzabilitat, orbitals atomics del tipus s, p
d, etc. i, amb major detall, determinarem els modes normals de
vibracié de molecules poliatomiques.

Una de les aplicacions més remarcables (i atils) de la teoria de grups
de simetria i les seues representacions lineals consisteix a predir si
una integral és zero o no, sense haver de fer-ne, per a aixo,
I'avaluaci6é. Estudiarem aquest problema i les seues aplicacions
quimicofisiques. En primer lloc es presentara la base formada com a
producte tensorial de bases de representacions irreductibles com base
de representaci6 (reductible) d’un grup de simetria. Determinarem
el caracter d’aquesta representaci, com també la seua
descomposici6 com combinacié lineal de representacions

10 A.W. Joshi, Elements of Group Theory for Physicists,
Wiley Eastern Limited, Nova Delhi, 1977.

11 J.P.Serre, Representaciones Lineales de Grupos Finitos,
Omega, Barcelona, 1970.



irreductibles. Amb aquest bagatge de teoria de grups sera elemental
I’obtenci6 de les regles de seleccié espectroscopiques.

L’expressi6 dels operadors de projeccié6 sobre espais base de
representacions irreductibles sera objecte d'una altra seccid, on es
proposara també la realitzaci6 d'una extensa aplicacié d’aquests
operadors al calcul d’orbitals hibrids i d’orbitals moleculars.

L'estudi del grup simeétric sera introductori. A continuacié
presentarem la doble particié dels espais vectorials potencia
tensorial d’espais base de representacions irreductibles, realitzada
per la simetria puntual i la simetria permutacional dels elements del
producte. En mostrarem algunes de les seues aplicacions.

Hi haura una seccié dedicada a la introduccié elemental als grups
continus de la linia (C,, D.,) i de l'esfera (K;) i les seues
aplicacions elementals en quimica i fisica. Abordarem els grups
continus considerant una rotacié infinitesimal d’angle d¢ al voltant
de l'eix z i comprovarem que 1’esmentada rotacié pot ser generada
per 'operador Lz. De la mateixa manera presentarem les rotacions
al voltant dels eixos x i y. (En aquest punt és il lustratiu considerar
la relaci6 del caracter no commutatiu del producte dels operadors
Lx i Ly amb les discrepancies que deriven d’efectuar una rotaci6
infinitesimal al voltant de l'eix x seguida d’una altra al voltant de
I'eix y i vice-versa. Per contrapartida, el caracter commutatiu dels
desplacaments segons els eixos cartesians queda lligat al caracter
commutatiu dels operadors de moment lineal px, py, pz). A
continuaci6 estudiarem les propietats de transformacié dels
harmonics esferics Y, sota el grup de rotacions en tres dimensions
(K) i de l'esfera (K},) i trobarem que formen base de representacions
(21+1)-dimensionals. De manera similar considerarem les parts
complexes eim¢ d’aquestes funcions com base del grup de la linia.
Els acoblaments de moments angulars permetran determinar els
coeficients de Clebsh-Gordan de l'expansi6 d'un producte de
representacions irreductibles com a suma de representacions
irreductibles d’aquest mateix grup. Parlarem de funcions d’estat
d’atoms polielectronics com base de representacions irreductibles
del grup de I'esfera.

Els grups dobles tenen en aquestes notes un desenvolupament molt
breu. Introduirem simplement el grup doble fent notar que certes
funcions no tornen al seu estat original després d’efectuar una
rotacié de 2m radians al voltant de qualsevol eix. Observarem que
aquest és el cas de les funcions de moment angular fraccionari. A
continuacio, i amb 'ajuda del grup doble del de I'esfera, calcularem
els termes espectroscopics, tant en 1'esquema d’acoblament de
Russell-Saunders, com en el d’interacci6 espin-orbita fort o
acoblament j-j.

La introduccié d’anisotropies en un sistema provoca l’eliminacié
d’alguns dels seus elements de simetria. Com a conseqtiéncia, la
nova simetria del sistema es correspon amb un subgrup del grup de
simetria del sistema en absencia d’anisotropies. A l'estudi del
desdoblament (spliting) de les representacions irreductibles d'un
grup com a conseqiiéncia de la reduccié de simetria i el pas al
corresponent subgrup de simetria, es realitzara en una altra seccio,
on, després d’introduir el problema, es presentaran les taules de
resoluci6 de representacions irreductibles de grups puntuals
descompostes com combinaci6 lineal de representacions
irreductibles de subgrups de simetria. Amb l'ajuda d’aquestes
taules sera elemental trobar el desdoblament d’estats degenerats
causat per camps electrics (camp cristal 1i), magneétics, etc.

Acabarem aquestes notes incloent-hi uns apendixs sobre espais de
funcions, canvis de variables i simetria de 'orbital d,?, que creiem

que poden ser un util recordatori.
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1. Introducci6 a la simetria puntual.

1.1. Elements i operacions de simetria.

De la mateixa manera que els objectes de la geometria
espacial (cubs, prismes, cilindres, etc.), molts sistemes d’interes fisic
i quimic (com per exemple atoms i molécules) presenten
invariancies sota certes transformacions que anomenem operacions
de simetria (rotacions, reflexions, inversions, permutacions
d’objectes identics...). Entenem, doncs, que una operacié de simetria
és aquella transformacié d'un objecte, prisma o molecula que el
porta a una posici6 final fisicament indistingible de la inicial. Cal
precisar que quan parlem de simetria de les molecules entenem la
de l'estructura formada pels seus nuclis situats en les respectives
posicions d’equilibri. Aixi mateix, hem d’evitar la confusié entre
element i operaci6 de simetria. Mentre que un element de simetria
és una entitat geometrica (punt, linia o pla) respecte del qual
s'efectua una transformacié que deixa invariant un objecte, una
operaci6 de simetria és aquesta transformacio.

Déiem que els atoms i les molecules presenten propietats de
simetria. Aquestes propietats dels sistemes sén també propietats del
seu hamiltonia i, en conseqiiéncia, tenen implicacions en les
funcions d’ona dels diversos estats estacionaris de l’esmentat
sistema. Com que, com diu el primer postulat de la mecanica
quantica, tota la informacié referent a l'estat d'un sistema esta
continguda en la funcié d’ona d’aquest estat, hom infereix que hi
haura propietats que presentara el sistema quan es trobe en
I'esmentat estat que derivaran exclusivament de la simetria.
Malgrat ago, u no necessita explicitar la simetria en resoldre cap
problema fisic, perd no és menys cert que 1'tis de la simetria permet
arribar a la soluci6 final amb molt menys esforg. Imagineu el calcul
del potencial eléctric V(x,y,z) en un sistema de simetria esferica. La
simetria ens diu que el potencial ha de ser independent de les
orientacions per la qual cosa en lloc de resoldre I'equaci6 diferencial
amb derivades parcials de Poisson per a tres variables (x,y,z) podem
resoldre una equaci6 diferencial d’una tnica variable (r) per arribar
al mateix resultat final a que s’arribaria resolent el problema en
coordenades cartesianes i imposant al final les corresponents
condicions de contorn.
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Fins i tot les lleis de conservaci6 de la mecanica newtoniana
no sén més que formulacions de simetries dels sistemes fisics: la
conservacié de l'energia deriva de la uniformitat del temps. La
conservacié del moment lineal és conseqiiencia de I’homogeneitat
de l'espai. Finalment, la conservaci6 del moment angular és
I'expressié de la isotropia de l'espai. (Veg. Landau i Lifchitz,
Mecanique, Ed. Mir, Moscou, 1981, cap. 2).

Pero deixem aquestes generalitats i anem al detall de la
simetria puntual que és l'objecte d’aquestes notes. Entenem per
simetria puntual aquella que, aplicada sobre un objecte, deixa fix el
seu centre de masses. Els elements que considera la simetria
puntual son els segiients:

1. Eixos propis de simetria d’ordre “n”

2. Plans de simetria

3. Centre de simetria

4. Eixos impropis de simetria (o de rotacio-reflexid)

Com veiem, la simetria puntual exclou com a element de
simetria la translaci6. El centre de masses dels objectes no és
invariant sota aquesta operacié. La seua inclusi6 déna lloc a
I"'anomenada simetria espacial o simetria dels cristalls (els quals s6n
construits mitjangant translacions de la cel 1a unitat). L’estudi de la
simetria espacial és objecte de part de Ilassignatura de
Cristal lografia. Per aquesta ra6 no 'estudiarem aci, malgrat el gran
interes que tenen les seues aplicacions en fisica i quimica,
especialment en quimica inorganica.

Tot i que és de sobres conegut, definirem ara els elements de la
simetria puntual.

1. Eix propi de simetria d’ordre "n". Diem que un cos posseeix
aquest element si una rotacié de 21/ n radians entorn d’aquest eix és
una operacioé de simetria, és a dir, deixa el cos en una configuracié
fisicament indistingible de 1'original. Ho denotem Cp. Un objecte

pot tenir diversos eixos propis de rotacid, en aquest cas el(els) de
major 1 es denomina(en) eix (os) principal(ls).



2. Pla de simetria. Diem que un cos posseeix pla de simetria si la
reflexié (operacié6 de simetria) de tots els seus punts respecte
d’aquest pla déna lloc a una configuracio fisicament indistingible de
'original. El simbol n’és . Si ¢ conté 'eix principal s’anomena pla
vertical oy. Si és perpendicular a aquest eix, pla horitzontal oy,. Si

conté 'eix principal i bisecta els angles entre eixos C’» s’anomena
diedric o4.

3. Centre de simetria. Un objecte el posseeix si la inversi6 de tots els
seus punts respecte de l’esmentat centre és una operacié de
simetria. Ho denotem amb el simbol i.

4. Eix impropi de simetria (o de rotacio-reflexi6). Un cos té un eix
impropi d’ordre "n" si la rotacié de 2m/n radians al voltant de
I’esmentat eix seguida per una reflexié en un planol perpendicular
a aquest és una operacio de simetria. Ho denotem com a Sp,.

1.2. Aplicacions immediates: activitat Optica, moments dipolars.

a) Activitat optica

L’activitat optica és la capacitat que posseeixen certes
molecules de girar el pla de polaritzaci6 de la llum. Es un fet
experimental que els poders de rotaci6 optica de dues molécules
que so6n imatges especulars entre si son iguals i de signe oposat. En
conseqiiéncia, si una molecula coincideix amb la seua imatge
especular és opticament inactiva. Considerem una molécula en que
I'operacié de rotacié impropia Sp és una operacié de simetria.
Aquesta operacid consisteix en 'aplicacié successiva d"una rotacié
Cp 1 una reflexi6 o. La rotaci6 Cp simplement proporciona una
nova orientacié en l'espai a la molecula inicial. La reflexi6
converteix la molecula reorientada en la seua imatge especular.
Com que Sp és una operacié de simetria, 'esmentada imatge
especular de la molecula reorientada és fisicament indistingible de
la molecula original abans d’iniciar el seu moviment de rotacié Cp, i,

per tant, moléecula origen i moléecula imatge sén superposables. En
unes altres paraules, si una molécula posseeix un eix impropi de
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rotacié Sp, és superposable amb la seua imatge especular i és, per
tant, opticament inactiva.

b) Moments dipolars

Com que una operaci6 de simetria produeix una
configuracié fisicament indistingible de 1'original, la direccié del
vector moment dipolar d’'una molecula ha de romandre inalterada
després de qualsevol operacié de simetria. En conseqiiéncia, si
tenim un eix propi de simetria, el moment dipolar ha d’estar sobre

aquest eix ;per qué?(12>. Si hi hagués dos o més eixos de simetria no
coincidents, la molecula no podria tenir moment dipolar ;per

qué?(13). Si una molecula té centre d’inversidé no pot tenir tampoc
moment dipolar ja que la inversi6 invertiria el sentit del dipol.

2. Classificacié de molécules segons la seva simetria.

En intentar classificar els objectes, en particular les
molecules, pel conjunt d’operacions de simetria que posseeixen,
podriem pensar que hi ha tal amplia varietat de possibilitats, que
aquesta classificacié no resulta tutil. Tanmateix, aquest namero és
relativament reduit a causa que a 'hora d’establir els elements de
simetria que posseeix un objecte cal tenir en compte que no podem
tenir combinacions arbitraries d’elements de simetria. Imaginem,
per exemple, una molecula amb un dnic eix C3; qualsevol altra

operaci6é de simetria de dita molecula haura de transformar aquest
eix en si mateix ;per qué?(14). Es a dir, les operacions de simetria
que un objecte posseeix presenten algun tipus de relacié que fa que

de l'existéncia d’unes operacions s’inferisca l’existencia d’altres,
com també la impossibilitat d"unes terceres.

125uposeu que el moment dipolar no esta en l’eix 1 aplique
una rotacid sobre aquest eix ¢seria realment possible
trobar wuna rotacid® no nul-la que fos una operacidé de
simetria?

13guposeu que si que tinga moment dipolar i gue aquest
dipol estiga situat, en el pitjor dels casos, sobre un
dels eixos ¢podria haver una rotacid no nul-la sobre
l'altre eix que fos realment una operacid de simetria?
l4guposeu que no succeeix aixi significa que hi ha més d’un
eix C3, en contra de la hipdtesi inicial.



Considerem el conjunt de totes les operacions de simetria
d'un objecte juntament amb la llei de composicié6 "aplicacid
successiva d’operacions". Observem que:

1) L’aplicaci6 successiva de dos elements de simetria deixa
inalterat 1'objecte sobre el qual s’han realitzat. Aixo significa que la
transformacié total és també una operacié de simetria. En
llenguatge matematic direm que la llei de composicié és una llei
interna.

2) Existeix l'operaci6 "no fer res" que aplicada
successivament a una altra operaci6 (independent de 1'ordre en que
s'aplique) produeix una transformacié global que coincideix,
obviament, amb l’altra operacié. Es a dir, "no fer res" actua com un
element neutre.

3) Com que una transformacié de simetria porta a un
objecte des d'una posici6 inicial a una final fisicament indistingible
de la inicial, el cami invers que parteix des de la final i arriba a la
inicial (fisicament indistingible de la final), és una altra operaci6é de
simetria. Parlem, doncs, de I’existéncia d’inversos.

4) El caracter associatiu de l'aplicacié successiva
d’operacions és també trivialment constatable.

En resum, el conjunt de les operacions de simetria juntament
amb la llei d’aplicacié successiva d’operacions presenta estructura
de GRUP. Classificar una molecula equival a dir el grup al qual
pertany. Per a aix0 hauriem de determinar tots els elements de
simetria que posseeix la molecula i comparar-los amb la
corresponent taula que continga els grups puntuals de simetria. En
un full adjunt s’ofereix un organigrama que permet determinar el
grup de simetria a qué pertany la molecula sense necessitat de
trobar tots els seus elements de simetria, sin6 tan sols uns pocs. En
la classe de problemes ens exercitarem amb 14s d’aquest
organigrama.
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La teoria de grups, i en particular, la teoria de les seues
representacions lineals, és un llenguatge matematic que, com a tal
desenvolupament abstracte, ja té interés en si mateix. FEs
precisament la seua generalitat un dels principals atractius, ja que és
pot aplicar a qualsevol conjunt d’elements que complisquen els
axiomes de definici6 de grup, independentment de la naturalesa
dels elements que es consideren. Els inicis de la teoria de grups
daten de principis del segle XIX amb les aportacions,
fonamentalment, dels matematics. Pero no és fins l'inici del segle
XX, amb l'arribada de la mecanica quantica, que troba un ampli as
en la fisica i en la quimica.



3. Estructura analitica dels grups de simetria.

3.1. Definici6 de grup.

Un grup és un conjunt d’elements(:s) distints G={A,B,C...}
relacionats entre si mitjancant una llei de composicid, (com suma,
producte, producte de matrius...) de tal manera que es complisquen
les segiients condicions:

a) La llei de composici6 ha de ser interna, és a dir, la
composicié de dos elements del grup ha de donar sempre un altre
element del grup.

A-BeG, VABE€G

b) Ha d’existir un element del grup que es denominara
identitat o neutre (E) que, en compondre’l amb qualsevol altre
element del grup, done aquest altim com a resultat:

1E e G/IE-A=A-E=A VA eG

c) Per a cada element del grup ha d’existir un tnic element
del grup de manera que en compondre’ls s’obtinga la identitat:

VAe G->3IBeG/A-B=B-A=E

L’element B s’"anomena invers d’A, i viceversa.
L’invers d’un element A sol simbolitzar-se A-1

d) La llei de composici6 ha de ser associativa:
A-(B-C)=(A-B)-C: VAB,C e G
Els grups per als quals la llei de composicié és també

commutativa, és a dir, es compleixque A-B=B-A, V AAB € G ,es
denominen grups abelians.

15Cal distingir entre el concepte d’element de simetria i element del grup. Els
elements dels grups de simetria no sén elements de simetria, sén operacions de
simetria (vegeu apartat 1.1).
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S’anomenen grups finits aquells que tenen un nombre finit
d’elements. Si un grup té un nombre infinit d’elements es denomina
grup infinit. Aquests se subdivideixen alhora en discrets, si el
conjunt d’elements és numerable, i en continus, si és no numerable.

Alguns exemples de grups:

- El grup d’ordre dos format pels nimeros 1, -1 ; amb la
multiplicaci6 com a llei de composicio.

- El conjunt de tots els nimeros reals sota 'addicié és un
grup infinit continu. El seu element identitat és el zero i

I'invers d"un element A és el seu oposat -A.

- El conjunt de totes les matrius unitaries d’ordre n, sota la
multiplicaci6é de matrius, s’anomena grup unitari.

- El grup d’ordre quatre format pels elements {1,i -1,-i},
sota la multiplicacio.

3.2. Taula de multiplicar del grup.

L’estructura analitica d'un grup, és a dir, el resultat de la
composicié dels seus elements entre si pot plasmar-se en la
denominada taula de multiplicar del grup, que recull totes les
composicions possibles.

Si, per exemple, tenim el grup G={E,A,B} de manera que
E-E=E, E-A=A, E-B=B, A-A=B, A-B=E, B-A=E, B-B=A, A-E=A, B-E=B, la seua
taula de multiplicar sera:

m m | I
- m m| m




S'observa que de la primera fila de la taula s’escull
’element que actua en primer lloc (el de la dreta en la composicid) i
de la primera columna el que intervé després.

Vegem-ne un altre exemple: la taula de multiplicar del
grup de simetria anomenat C3,, el grup de simetria del triangle

equilater. Com grup de simetria que és, els seus elements sén
transformacions de simetria, és a dir, transformacions que deixen
invariant el sistema —en una posici6 que és indistingible de
I'original — com rotacions i reflexions en un pla. La majoria de
grups d’interes en fisica i quimica sén grups de simetria. Abans
d’obtenir la taula del C3, , vegem-ne quins sén els elements de

simetria d’un triangle i establim-ne una notacio:

G, ,0,, 053 son plans de reflexi6 perpendiculars al triangle.

Per "o" passa un eix de simetria que és perpendicular al
triangle. La minima rotacié del triangle entorn d’aquest eix (en
sentit horari, per exemple) de manera que aquest continue invariant
és de 120° aquesta rotacidé se simbolitza Cz. Si efectuem dues

rotacions de 120° consecutives l'operaci6 és aleshores Cé. Tres
rotacions de 120° donarien la identitat (C§= E). En general Cp, n un
enter positiu, significa fer la rotacié d’un angle 2r1/n entorn d"un eix
de simetriai C; fer la rotacié consecutivament k vegades entorn de
I’esmentat eix.
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Els elements del grup Csy son, doncs, les transformacions de

. . .o 1 2 .
simetria segiients: E,C3,C3,01 0y o03. Per construir la seua taula
de multiplicar necessitarem realitzar les 36 composicions. Vet aci
algunes per a la notacié del triangle dibuixat anteriorment:

) 61 (ZA’I)
- C) (ZAS)
4 (1A2)

3

VANERVAN
2 - G3 (A)

3 1 3 2

C; (3 A2)

Q
wo—x
A~
~—~
I

3 2

C13' %1 (SAZ
NN

3 2

§

>

etc. La taula de multiplicar és:

1 2
E ©Cy ©3 T1 %2 Oj

E| E Cy C: o, 0, 0

1] -1
Cal Cy o E o5 ©

2 2 1
Ca| ©z E ©Cp o5 o3 oy

3.3. Grups isomorfics i homomorfics.

Acabem de veure en l'apartat anterior que un grup pot
caracteritzar-se per la seua taula de multiplicar. Podem preguntar-
nos si grups diferents poden tenir igual taula de multiplicar, és a
dir, si els seus elements poden compondre’s de la mateixa manera.



La resposta és que si. Aquells grups amb la mateixa taula de
multiplicar es denominen isomorfics, o en sentit més ampli,
homomorfics entre si.

Dos grups seran isomorfics quan es puga establir una
correspondencia un-a-un (anomenada isomorfisme) entre els
elements d'un grup i els de l'altre grup, respectivament; i seran
homomorfics quan la correspondeéncia siga un-a-un, o bé siga dos-a-
un, etc. (un o alguns-a-un), aquesta correspondencia es denomina
aleshores homomorfisme. Un isomorfisme és, doncs, un cas
particular d’homomorfisme. En ambdés casos s’ha de respectar
'operatoria del grup (la seua taula de multiplicar).

Exemples:

- El grup de ntmeros { 1, i, -1, -i } és isomorfic al grup de

. 1 2 3 .. .

rotacions { E, C4,C4, C4 } sota I'isomorfisme:
. 1 2 . 3

1 E;iCy;-16Cy;-iex>Cy

Comprovem algunes composicions:
) =i, C3-Ci=Cy

()6l =i, E-Cy4=Cy

etc.

- Elgrup {E, cs, o, o,} €s homomorfic al grup {E, o,}
amb ’'homomorfisme dos-a-un segtient:

2
E,C4s o E ; oy,0y <> oy
aixi s’observa, per exemple:

2
Cy 04=0y, E-oy=0,

2
Cy oy=0y, E-oy=0y

etc.
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3.4. Elements conjugats i classes.

Quan tenim un conjunt de coses, diners per exemple, i
intentem descriure’l, agrupem objectes iguals: diem que tenim 4
monedes de pesseta, 12 monedes de duro, 3 monedes de 25, etc. La
propietat que ens ha servit per a realitzar les classes (les monedes
de 500 son de classe “alta” mentre que podem considerar
"proletaries" les xapes de duro) ha estat "ser igual que". Pero
reflexionem: la moneda de pesseta que presenta un u en la seua cara
i aquella que presenta el bust d'un senyor en la seua cara no sén
realment iguals. Son equivalents, ens serveixen per a les mateixes
coses.

La relaci6 "ser igual que" és reflexiva (un objecte sempre és
igual a si mateix), simetrica (si un objecte és igual a un altre és
perque eixe altre és igual a ell) i transitiva (si dos objectes s6n iguals
entre si i un d’aquests és igual a un tercer, l'altre també ho és).
Aquestes mateixes propietats tenen aquelles relacions que hem
anomenat d’equivalencia i son les que permeten la classificacié en
classes. Resultara molt atil, com es veura més endavant, classificar
en classes d’equivalencia els elements dels grups de simetria, a
causa que (com en la vida mateixa) moltes de les propietats dels
elements d'una classe son comuns i per aixd0 n’hi haura prou en
moltes ocasions a estudiar un element per classe. Existeix una
relaci6 entre els elements de qualsevol grup, anomenada de
conjugacié i que passem a descriure a continuacié que és, com
veurem, d’equivalencia.

De dos elements A i B pertanyents a un grup G es diu que sén
conjugats si existeix un altre element C que pertany al grup G de
manera que es compleix,

A=Cc"-B-C

Aquesta operacio es denomina transformacié de semblanca de B per
d -1
C.EsclarqueB=C -A-C |

La relacié de conjugacié entre dos elements d'un grup és
una relaci6 d’equivalencia, és a dir, compleix les propietats



reflexiva, simetrica i transitiva, cosa per la qual podrem establir
classes d’equivalencia (anomenades també classes de conjugacié o
simplement classes), les quals agruparan els elements conjugats
entre si. Comprovem que wuna relaci6 de conjugacié (la
simbolitzarem per ~) és una relaci6é d’equivalencia:

a) Propietat reflexiva: A~A.VA<G

4
Demostraci¢: A=E -A-E
b) Propietat simetrica: A ~B < B~ A

Demostracio:
SiA~B &A=T ‘B-T— B=T-A-T, anomenantS =T,
queda, B=S"-A-S.

c) Propietat transitiva: A ~B,B~C - A~C

Demostracio:
A=T"-B-T,B=8"-C-S, > A=T"-s7-C-8-T

anomenant,S - T =R tenim que A = R"-C-R

Com a exemple trobem les classes del grup C,,, la taula
de multiplicar del qual s’hi ha donat anteriorment. Té tres classes

d’equivaléncia: E, 2C3, 30 formades respectivament per: la identitat;
les dues rotacions C; : Cg; les tres reflexions ., 5,, o,;ja que:

4
E' C3E=Cy , E'-5,-E=o, , Cs -Cy-Cy=Cy

-1 -1 -1
1 1 2 1 2 1 2 2
C3 '(51'C3=(53 , Cg 'Cg'C3=C3 , C3 '(71'C3=(52

-1 1 2 -1 _ -1 1 2
c, 'C3:6,=C3, 6, '04-04=064, 6, -C3:0,=Cj3

4 1 5 4
62 '61'62=63 , 63 'C3'G3=C3 N 62 '01'03=G1
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( El neutre forma classe per si mateix).

Finalment cal destacar els segtients punts pel que fa a les classes:
- Cada element d'un grup pertany a una sola classe.

- L’element identitat forma classe per ell mateix. Per a
demostrar-ho partim de la hipotesi contraria:

SSA~Eo A=T E-T=T-T=E - A=E

- En els grups abelians cada element forma classe per ell
mateix.

Demostracio:
siA~B<«< A=T -B-T=T -T-B=E-B=B > A=B

- Es defineix ordre d'un element com la potencia que

l'iguala a la unitat (si A°=E, p és 'ordre d’A). Tots els elements
d’una classe tenen igual ordre.

Demostracio:

A~B <—>A=T'1-B-T ,siAP=E > (T'1-B-T)-(T'1-B-T)---
--(p vegades)---=E — T'1-B-T-T'1-B-T--.=E N
ST7"-B°T=E > B°=E

4. Representacions lineals de grups.

4.1. Introducci6 al concepte de representacid. Exemples.

Abans d’entrar en majors precisions matematiques que deixem
per a l'apartat segiient (la seua lectura pot considerar-se optativa
depenent de l'interes que un major rigor matematic desperte),
passem a exemplificar com podem reemplagar un grup d’objectes
abstractes qualsevol —fer girs sobre poliedres de cart6 per



exemple— i una llei igualment abstracta —realitzaci6 consecutiva
dels girs en dit poliedre— per mitja d’objectes com matrius i
operacions com multiplicacions de matrius que donen una imatge
numerico-algebraica d’allo que fem amb les figures de cart6. Aquest
és el sentit intuitiu que s’amaga darrere dels “homomorfismes entre
grups abstractes i els grups d’automorfismes d’espais vectorials”.
Aquest ultim llenguatge matematic no ha d”espantar”, ja que
permet una precisi6 en els conceptes inassolible de cap altra
manera, tanmateix nosaltres en farem el menor ts possible.

Comencem pintant un triangle equilater, numerem els seus
vertexs i representem el triangle mitjancant la col lecci6é vertical de
la seua numeraci6 llegida des del vertex superior i en sentit contrari
a les agulles del rellotge (aquesta elecci6 és completament arbitraria
i podria haver estat qualsevol altra):

A ()

Deixem com exercici la comprovacié de les correspondencies
seguents:

100 ] 010 ) 001 100 010 001
E=[010| C3=|001| C3=({100| 64,=[{001| o©5=|100| c,=|010
001 100 010 010 001 100

que han estat construides prenent el triangle origen i I'operacié que
desitgem representar. Apliquem aquesta operacio6 al triangle origen
i obtenim el mateix triangle per6 amb una numeracié diferent
(notem que encara que les operacions de simetria deixen inalterats
els objectes, aix0 no significa que no els moguen. En el nostre
exemple s’han canviat les posicions dels vertexs del triangle. La rad
per la qual les operacions sén de simetria no és perqué es deixe fix
I'esmentat triangle, és perque els seus vértexs son identics).
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Substituim a continuacié els triangles pels seus respectius
representants —els vectors columna— i veiem quina matriu 3x3
aplicada al vector origen condueix al vector imatge. Diem que
aquesta matriu és la representant de 1'operaci6 de simetria. Vegem-
ne un cas particular:

0101M1] T2
c, A - A = |oo1||2]=|3
. ; 1 100|3] |1

Adonem-nos que s’ha elegit un exemple especialment
simple que permet trobar les matrius immediatament. Per tal
d’aclarir com s’ha treballat, abordem el cas de ©; que deixa "1" al

seu lloc i canvia "2" per "3". La primera columna de la matriu deu
ser (1 0 0) ja que el seu producte pel vector columna?¢ (1 2 3) ha de
donar el primer element del vector final que ha de ser "1". La segona
fila ha de ser (0 0 1) perque el producte per (1 2 3) dona "3". Per
altim, la tercera fila ha de donar lloc a "2" per la qual cosa ha de ser
(01 0). I aixi per a tots els casos (jjjd’aquest exemple!!!).

Veiem, doncs, que el conjunt de matrius obtingudes
juntament amb la llei de composicié “producte de matrius” sén
imatge del que succeeix amb les operacions abstractes del grup Cs,

juntament amb la seua llei de composicié “aplicacié successiva
d’operacions”. Un conjunt d’elements matematics perfectament
definits i unes lleis de composicié igualment concretes ens permeten
“passar a nameros” els nostres jocs amb figures de carto.

Continuarem pel cami de la intuicié: és obvi que un grup
abstracte admet més d"una representacio (jo podria haver elegit una
estrella de 6 puntes com a element on aplicar les operacions Cz,, i un

perfecte paral lelisme m’hauria portat a vectors columna de sis
dimensions i en conseqiiéncia a matrius 6x6 com a representants de
les operacions de simetria). Es clar que davant de tants
representants un es pregunta si amb uns pocs no n’hi hauria ja
bastant i aquests que fossen matrius de poques dimensions, ja que

16Per comoditat d'impremta escrivim vectors fila en lloc de vectors columna.
Aix0 no ha de comportar cap confusio.



com més petites son les matrius més comodes sén de manejar.
Pensarem sobre la reducci6 de les representacions en aquest doble
sentit, d'una banda de reduccié de les dimensions de les matrius i
d’una altra per trobar el grup reduit de representants que cobrisca
“tota aquella representacié que puguem necessitar”.

Per anar per aquest cami considerarem el triangle equilater
que ens va servir com a exemple, situat en l'espai juntament amb
tres vectors que partint de 1'origen de coordenades arriben als seus
vertexs.

1

AN |

canvi

de base -

Fixem-nos que si amb 1, 2, 3 representem els vectors en lloc
dels vertexs del triangle, les mateixes matrius que transformaven els
vertexs ara transformaran els vectors. El conjunt d’aquests tres
vectors formen una base de 'espai vectorial tridimensional on hem
“pintat” el triangle. Com ben bé sabem, la base d'un espai vectorial
no és tnica. De fet la base més usual de R3 no és aquesta, sin6 la de
tres “fletxes” perpendiculars entre si. Considerem aquesta base i,
seguint les mateixes passes que abans (amb ajuda de la figura
anterior en que s’han dibuixat els tres vectors perpendiculars)
busquem quines matrius representen ara les operacions del grup
C3y quan actuen sobre dita base ortogonal de vectors unitaris. Les

matrius que trobem sén (comproveu-ho fent ts de la figura superior
de la dreta):

1 00 1 0 0

cos 120 sen 120
-sen 120 cos 120

0 10 0
0 01 0
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1 0 0 1 00
C3= o, =

0 cos 240 sen 240 1 0 10

0 -sen 240 cos 240 0 01

etc.

Si ens adonem, les matrius que hem obtingut (es deixa com
exercici comprovar que el mateix succeeix amb les representants de
o, 1 03) tenen la caracteristica comuna de trobar-se bloquejades en
dues submatrius de dimensions 1x1 i 2x2. Hem observat, doncs, que
un canvi de base de I'espai vectorial ha produit un bloqueig de les
matrius representants de les operacions de simetria. A més, les
matrius (a causa de la forma en queé han estat escollides) presenten
la mateixa taula de multiplicar que les operacions de simetria. I la
multiplicaci6 de matrius bloquejades equival —comproveu-ho— al
producte independent de cada un dels seus blocs, ergo les
submatrius trobades després del canvi de base son també
representants del grup Csy,.

Aixi doncs, hem aconseguit el nostre doble objectiu: en
primer lloc hem vist que hi ha representacions equivalents dun
grup. Equivalents en el sentit que si M representa la matriu de canvi
de base d'un espai vectorial i G representa un automorfisme
d’aquest espai (una correspondencia que, a un vector li fa
correspondre un altre d’aquest mateix espai. Per exemple 1'operacié

1
C3 que al vector columna (1 2 3) fa correspondre el vector columna

(2 3 1)), la matriu G = M-G-M1 és aquest mateix automorfisme
expressat en la nova basel’. En conseqiiéncia, i en virtut del que s’ha
exposat a l'apartat 3.4, Gi G’ son equivalents.

En segon lloc, partint d"una matriu representant de dimensi6
3x3 hem obtingut altres dues representacions més petites, 1x1 i 2x2

17Servigsca el seglient esquema com a il-lustracid:

Vibase 2) —Mpy hase 1) — O By (base 1) —— Y (base 2)
| MG




respectivament. Aquest procés és denominat descomposicié d'una
representacio reductible. La representaci6 3x3 del nostre exemple és
obviament reductible perque hem estat capacos de descompondre-
la com una suma directa de submatrius de dimensi6 inferior. Aixi
mateix la matriu 1x1 obtinguda en aquest procés és Obviament
irreductible. Respecte a la matriu 2x2 no és tan obvi el pronunciar-
se. ;Hi haura algun canvi de base de I'espai bidimensional on estiga
definida que permeta una ulterior reducci6? La resposta és
negativa. Un dels motius és que no hi ha cap vector del pla que siga
invariant sota una rotaci6 al voltant de l'eix ternari perpendicular.
Per tant ja no cal buscar més.

La intuici6 i els exemples ens han permes anar molt lluny
pero també és veritat que tnicament amb l'ajuda del precis
llenguatge de les matematiques podrem simplificar la busca de les
representacions irreductibles d'un grup, tasca que, a primera vista,
sembla bastant dificultosa i, el que és pitjor, prou atzarosa.

Encara que es pot inferir de la discussié anterior, crec que
val la pena fer notar que l'interes per obtenir totes les
representacions irreductibles d'un grup rau en el fet que qualsevol
altra representaci6é és equivalent a una o diverses representacions
irreductibles (per exemple la representacié 3x3 de l'exemple
anterior és equivalent al conjunt de les dues representacions
irreductibles 1x1 i 2x2 obtingudes) i per tant no presenta cap
informacié addicional. Es més, I'analisi de la informacié que conté
la representaci6 addicional es realitza en termes de les distintes
representacions irreductibles en que pot ser descomposta.

En els paragrafs anteriors hem fet Gis dels vectors lliures de
’espai ordinari com a base de representaci6. Els hem valorat com a
“fletxes” que sabem sumar (regla del paral lelogram) i sabem
multiplicar per un ntmero (augmentar la seua longitud tantes
vegades com indique l'esmentat namero). Aixo és, hem fet Gs de
'estructura d’espai vectorial que constitueixen les “fletxes” amb el
concurs de les operacions de sumar “fletxes” i multiplicar fletxes
per ntmeros (escalars).
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4.2. L'espai de funcions com base de representacio.

El concepte d’espai vectorial és més general que el cas
particular de l'espai de vectors lliures que ha permes la seua
definicié. Un espai vectorial és un conjunt d’elements als quals
anomenem vectors entre els quals s’ha definit 'operaci6 interna de
suma de vectors (amb tota una serie de propietats que deriven de
les propietats intuitives de suma de vectors lliures del pla ordinari),
a més d'una operacié externa de multiplicacié6 d’un vector per un
escalar. En particular, un conjunt de funcions amb unes apropiades
definicions de suma i producte extern poden constituir un espai
vectorial. L'exemple arquetipic d’espai vectorial de funcions és
'espai de polinomis de grau menor o igual a tres (en 'apendix es fa
una breu discussi6 sobre l'espai de funcions i en particular
s’esmenta aquest exemple arquetipic).

Després de definir 1'espai de funcions, estem en posicid
d’introduir un nou grup homomorfic al grup de les operacions de
simetria d'un poliedre de cart6, com també al grup de matrius de
transformacié de vectors lliures de 1'espai ordinari, els elements del
qual son transformacions en l'espai vectorial de funcions. En
aquestes notes denotarem com Og a la transformacié que volem fer
correspondre amb |’operacié R que actua entre vectors lliures.

Perd nosaltres no podem fer cap rotacié (o en general
transformacions) de magnituds matematiques, si no és que donem
una regla de com fer-ho. (;Com farfeu la rotacié de 25 graus a la
funci6 tangent?). Hem de tenir un criteri per definir aquesta regla i
el criteri ha de ser intuitiu. Si representem una funcié en uns eixos
coordenats podem intuir el sentit de fer la rotacié d"una funcié:

1 .
1 i

SO
S @ ' r'/;g a8

/1NN




A la vista del grafic anterior definim una funcié rotada como la
funcié que té la “pinta” de 1l'original quan és referida a uns eixos
que han segut rotats igual magnitud pero en sentit contrari.

Si escrivim Og f = g, i representem per x el vector de les
variables independents de la funcié f, d’acord amb el que s’ha
esmentat anteriorment haura de succeir que:

Ok f(x) = g(x) = f(x') = f(R™ x).
Aixi, doncs, tenim que existeix una estreta relaci6 entre Og i R que
escrivim de nou:
Ok f(x) = f(R" x).

Una dltima cosa; sovint, quan es parla de funcions, es fa
referéncia tan sols a la relacié funcional (sin, x2, etc.). Realment una
funcié és una correspondencia entre un conjunt origen M i un
conjunt imatge N, per la qual cosa hauriem d’escriure f: N — M.
Aquest petit apunt ens posa un toc d’atencié a I'hora de transformar
funcions. Per exemple mentre que la funcié x% R— R és simetrica
respecte d’'una rotaci6 de 180° de l'eix de coordenades que
transforma x en -x , aix0 és: Og(x?) = x2, resulta que per a la funci6

x2: [0,1]eR— [0,1]eR ni tan sols esta definida dita rotaci6é Og.

Tanquem aquest apartat remarcant la generalitat del tipus
d’espais vectorials les transformacions del qual s6n imatge de les
transformacions imaginables amb poliedres de cart6. Parlem
d’homomorfismes i de representacions de grups d’operacions de
simetries realitzades pels esmentats espais vectorials i les seues
transformacions.

Alguns exemples de funcions com base de representacio

Considerem 1'accié del grup C4v = {E, 2 C4(z), C2(z), 2 oy, 2 od}
sobre la funcié de dues variables f(x,y) = x2y. Calculem primer
I'accié del grup sobre les coordenades. Assumim la definicié del
sistema de coordenades segtient:
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La figura anterior ens ajuda a obtenir les segiients igualitats:
S R N M S M P
= = (@) = =
yl Lyl [0 1]y "yl TLy) Lo iy
~1 X y 0 1|x L x X 1 0 |x
C4 y| |x] [-1 O]y ©2 v -yl |0 -1]y
o3 X __—y __0 -1|x . X___y ~ 0 1|x
Yyl L 1 0|y ©3 y] x| |1 0]y
x| [-x] [-1 07x o Ix] [-y 0 -1|x
= = 64 = =
v L-y] LO 1]y vyl |-X -1 0]y

Trobem wuna primera representaci6 grup C4y sobre els

>

automorfismes de R2 (matrius reals (2 x 2)). Ara mitjangant la
formula abans demostrada, OR f(x) = f(R1 x), podem estudiar

l'acci6 del grup C4y sobre la funcié f(x,y) = x2y. Tenim que:

-] ) -+

0 1] f(é _X_] f(__y_
A = = = X=
‘11 LY. ! LY. L X ! ®
X ~1 | X y 2
0.3 f =f(C1 j =f( —yx =~
CZ Y- * Y- X Y i
o~ fl17" f(é 1 =¢ ['X 2, =
A = — = —X = _
Ca Ay 2y -y Y



o (] 455] ) o
o 046 42D

Analogament podem vore l"acci6 sobre la funcié g(x,y) = y2x:

Op 8=8 O@igz—f; Oéz g=f; O¢, 8=78;
061 g=78> 062 g=8; 063 g:f, 064 g:—f
De seguida ens adonem que l'espai lineal generat per la base de

funcions {f,g} és estable sota el grup Cay. Es a dir, {f,g} és una base
de representaci6 del grup. En efecte:

AR R R E

g 0 1]g]

8 -1 0lg -

0 T {BHEHNN

f {-g}{o -1 f} O3 \lg])T1f) 11 0lg
Ofiz g S f] |1 0 g B ]

e opg =L ST
o [f _{-f}:{—l 0 f} Os o) T 1 0¢
C2\[gl) L-gl LO -1]g

Els caracters de la representaci6 son (vegeu secci6 4.5):

x(E)=2, x(CL)=x(Ci)=0, x(C2)=-2, y(c1)=x(c2)=x(c3)=x(c4)=0

Els orbitals atdmics p com base de representacio de Cay.

Comencem escrivint els orbitals p en la seva forma real:

px =Nx(r)sin Ocos ¢
py =Ny (r)sin 0sin ¢
p; =N ,(r)cos6

Les coordenades (r, 8) son invariants sota Cgy. Aleshores tenim,

d’entrada, que I'orbital pz formara base d'una
i totalment simetrica A1 del grup Cay.

Mirem ara I’acci6 del grup sobre la variable ¢:

irrep. unidimensional

Gg(P:TC/Z'(P

En resum tenim que:

6,0 =3m/2-¢

~ 1 TT ~3 37 A
Ep=09;C 0= 5+<p;C4<p = 7+<P; Cro=mn+0;

a

GlO=T-0;62¢0 =-0; 03¢ = 5-@;64@
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L’aplicaci6 de les operacions de simetria sobre l'orbital px és
essencialment I'aplicaci6 sobre la funci6 cos ¢, i sobre I'orbital py és
essencialment 1"aplicaci6 sobre la funci6 sin ¢. Escrivim:

OE sin ¢ = sin Q;
. . =3 . | 3m
@) AC}I siIng = sm[C4(p]= sin 3 + @ |=—coso;
. . [~1 .|
Oéi s = sm[C4(p]= sm[E + (p} =COos O,
OCQ sinQ = sin[éz (p]= sin[n + (p] =—sin P;
061 sin @ = sin[élcp]= sin[n - ¢ ]=sin o;
069 sin @ = sin[& 269 |=sin[-¢]
|:£ :|_COS ;
5 ¢ ®;
3n
2

|

064 sin @ = sin[64¢]=si

] = —sin Q;
Os, sin ¢ = sin[63¢] = sin
]=sin (p} =—Cos Q.

Analogament podem calcular l'aplicaci6 de les operacions de
simetria sobre I'orbital px. Comprovem que el conjunt {sin ¢, cose}
o, el que es el mateix, el conjunt {px, py}, és estable sota el grup
considerat. L’aplicacié6 de les operacions del grup sobre l'espai
vectorial generat per la base {px, py}, queda de la segiient manera:

Px “Px

of ]2 o ) 2}

Py | Lpy [

o o | Px|_ px}
O-1 Px|_| Py }, °2lpy| 7Py
CylPy ] L7Px o

S o | P :py}
0.3 Px _| Py ; 63 Py] Lpx ’
CylPy ] LPx_ )

o o px}: —py}
0 px}: “Px | G4 Py | L-P« '
C2lpy] LPyJ

Els caracters tornen a ser:
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X(E)=2, x(C4)=x(C3)=0, x(C2)=-2, 7(c1)=x(c2)=x(c3) =7(c4) =0

Si mirem la taula de caracters de C4y observen que les funcions
estudiades formen base de I'anomenada irrep. bidimensional E del

grup.

Cal dir, per acabar, que si representem els orbitals p per lobuls de
distint color (o signe) i considerem l’accié de les operacions de
simetria sobre les imatges bilobulars acolorides de la figura segtient,
arribem exactament al resultat anterior:e.

<

~
e - - - - = == == O
Q
—_

4.3. Representacio de grups. Formalitzacio.

A causa que en la definicié de grup no es fa cap referéncia a
la naturalesa que hagen de tenir els seus elements constituents
tindrem que els elements abstractes, com les transformacions de
simetria d'un grup (rotacions i reflexions), poden substituir-se per
elements concrets amb els quals operar segons unes regles
matematiques senzilles: les matrius. Aixi, quan siga possible, ens
sera més facil utilitzar les matrius que els elements abstractes, és a
dir, utilitzar una representacié del grup per estudiar-lo. Una

18 Cal no equivocar-se interpretant el que hem fet. No hem construit cap
evidencia que done suport a identificacié dels orbitals (funcions matematiques)
i les imatges lobulars. De fet, perque tot funcione, hem hagut d'acolorir un dels
dos lobuls. En altres paraules hem dotat els dibuixos de direcci6 i sentit, i.e., els
hem dotat de caracter vectorial. Cal adonar-se que {x,y} i {px, py} es transformen
exactament de la mateixa manera!



condicié indispensable, evidentment, és que la taula de multiplicar
dels elements abstractes i la de les matrius coincidisquen.

Tenim, doncs, que donat un grup finit G={E, A ,B,C, ...} i
un conjunt de matrius quadrades invertibles (que admeten inversa)
totes del mateix ordre T={ T(E), T(A), T(B), T(C), . . . }, de manera

que si en G es compleix A -B = C aleshores en T es compleix T(A) -

T(B) = T(C), etc., es diu que el conjunt T és una representacié del
grup G. L'ordre de les matrius de T és la dimensi6 de la
representacio.

De les definicions donades en anteriors apartats es dedueix,
doncs, que representar un grup és establir un homomorfisme entre
el grup G i un grup d’operadors U(G), els quals adoptaran forma
matricial en representar-los en un espai vectorial V de dimensi6 n.
El conjunt de matrius T no té perque ser un grup ja que elements
diferents del grup G poden tenir igual representacié matricial en T;
es diu aleshores que la representaci6 és degenerada. Un exemple de
representaci6 degenerada seria la representaci6 denominada
identitat (o totalment simeétrica) que tenen tots els grups, la qual

esta formada per matrius unitat d’ordre 1, per exemple per al grup
Ca, .

Element: E C; Cg Gq Gy O3
Representacio: 1 1 1 1 1 1

La representacié T={ 1, 1,1, 1,1, 1 } no és un grup (encara
que si que ho és el nimero 1).

Un exemple de representacié no degenerada —obtinguda
per un isomorfisme per tant— de dimensi6 dos és, per al grup Cqy:

2 3
Element: E Cy4 Cy Cy Gy Oy o cy

Representacio: 10
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S’observa que no hi ha dos matrius iguals, per la qual cosa la
correspondéncia és un isomorfisme (correspondencia un-a-un entre
element del grup i matriu de la representacié). Comprovem-ho:

C, Ci=cCj]

SR EEE NG

etc.

4.4. Representacions equivalents. Representacions unitaries.

Donades dues representacions d'un grup G, T4={T4(E), T«(A), ...}
i T,={THE), ToA), ..} es diu que sOn representacions equivalents (o
isomorfes) si existeix una matriu no singular S tal que:

T(A) =S  -THA)-S; T(B)=S" -T,B) S ; etc.

S'observa que les matrius d’'una representacié poden
obtenir-se a partir de les matrius de I’altra representacié mitjancant
una transformacié de semblanca. Clarament és el mateix que dir
que el pas d'una representacié a una altra equivalent significa
realitzar un canvi de base de l'espai vectorial V en el qual s’estan
representant els operadors (elements) del grup. Tenim aleshores
que les representacions equivalents sén identificables a tots els
efectes ja que passar de l'una a l’altra suposa tnicament un canvi de
base. Els paragrafs que vénen a continuacié poden obviar-se,
almenys en una primera lectura.

D’una representaci6 es diu que és unitaria si les seues

. ) s L T_
matrius son unitaries, (A-A =1, B-B =1,...) Com que la
inversa d’'una matriu unitaria és simplement la seua adjunta

(A_1=AT) seria avantatjos poder treballar sempre amb
representacions unitaries de grups. Doncs bé, almenys per a grups
finits, existeix un teorema que ens permetra utilitzar
representacions unitaries, diu: qualsevol representacié matricial
d"un grup finit és equivalent a una representacié unitaria.



Si els elements d"un grup son operadors unitaris, la certesa
del teorema és clara: passar d’una representacié no unitaria a una
altra unitaria significa passar d’una base no ortonormal a una altra
que si que ho és; i trobar una base ortonormal en un espai vectorial
finit sempre és possible.

De tota manera demostrem el teorema. Per a aixo definim

primer la matriu hermitica i definida positiva (els seus valors propis
sOn positius).

H= > TA) - TA)
AeG

Com que és hermitica sera diagonalitzable per una matriu
unitaria U

He=UT-H-U

i com és definida positiva es pot trobar 'arrel quadrada dels seus
valors propis, amb que definim la matriu

1
V=U-Hd/2

La matriu V transforma en unitaries les matrius T(A):

A ' oot
T =V TA) -V, TA) [T =1
Comprovem-ho:
ot C et
) [l =v" 1y v v Tia) v -
=Hj/2-UT-T(A)-U-H:j/z-H;/z-UT-TT(A)-U-Hj/2

tenint en compte que

1 1
U-Hd/Z-Hd/Z-UT=U-Hd-UT=H= > 1B)-T'®)
BeG

resulta

' oot - -
TA)-[T(a) = > Hd%-UT-T(A)-T(B)-TT(B)-TT(A)'U 'H;/2=
BeG

Y

A A A
=Hd/2-uT- > T(C)-TT(C)-U-Hd/2=Hd/2-UT-H-U-Hd

CeG
(A
=H /% Hyq H/?=1

4.5. Caracter. Representacions reductibles i irreductibles.

D'un mateix grup existeixen moltes representacions. No
obstant aix0, gran part d’aquestes solen ser redundants: no
contenen informacié nova que no ens proporcione alguna altra
representacid. Seria desitjable aleshores algun meétode o metodes
que ens permeteren reconeixer aqueixes redundancies.

Hem fet ja un primer pas, ja que sabem que d'un grup n’hi
ha prou a estudiar les representacions que no siguen equivalents
entre si (les equivalents a una donada sén identificables a aquesta i
per tant redundants). A més podem elegir, sempre que el grup siga
finit, representacions unitaries. Perd, jcom caracteritzar
representacions equivalents entre si de forma rapida?, és a dir, seria
desitjable tenir quantitats intrinseques a una representacio i a totes
les representacions equivalents a aquesta. Aquesta quantitat és la
traca de la matriu d"una representacio (per a un determinat element
del grup), ja que com és sabut de 1'algebra la traca d"una matriu és
invariant sota una transformaci6é de semblanga. A aquesta traca se
la denomina caracter de la representaci6, corresponent a un

determinat element del grup i se la sol simbolitzar per xH(A), on A és
un element del grup i 1t la representacié considerada.



- Demostrem a continuaci6 que el «caracter de dues
representacions equivalents és el mateix. Si sén equivalents les
representacions estan relacionades per una transformacié de
semblanca

T(A) =S" - T(A)-S

El caracter de T(A) és, per definicid, la seua traga

X(A)= D Ti(A)
Tenint en compte que

Ti(A) = Y ST Tu(A) - S

kl
resulta
XA)=D" Y She TA) - S5= D Te(A) D S Siic=
i ki ki i

- Z TW(A) - 3y= Z Ti(A) =% (A)
ki k

- Un altre teorema referent als caracters diu que el caracter
d’elements conjugats (pertanyen a la mateixa classe) en una
representacio és el mateix. La demostraci6 és analoga a I’anterior.

Un segon tipus de redundancia fa referencia a la mateixa
forma que poden tenir les matrius de la representacié d'un grup.
Seria desitjable trobar alguna base de l'espai vectorial en el qual
estem representant el grup de manera que les matrius de la
representaci6 tingueren l'estructura

™Ay o

(2

T(A) =
) 0 TIA)

per a tot element A del grup, és a dir, expressar les matrius com a

) ()

]
suma directa d’altres matrius (T(A) =T (A) @ T"(A)). Descompondre
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les matrius d’una representacié com a suma directa d’altres matrius
ens interessa perque en operar amb les primeres no obtenim nova
informacié que no ens proporcione ja el fet d’operar amb les
segones:

T

T(A) - T(B) =
(A)-T(B) 0 18- 72 )

Les representacions les matrius de les quals, com T(A), s6n
suma directa de dues o més matrius es denominen representacions
reductibles (completament reductibles). Si no és possible realitzar
dita descomposici6 es denominen aleshores representacions
irreductibles. Una representacié reductible T(A) podra, doncs,
expressar-se com

[ \

estant bloquejada en la seua diagonal per altres representacions
que, si alhora no poden ser ja descompostes, son irreductibles.
Tenint en compte que una mateixa representacié irreductible pot

estar continguda més d"una vegada (aj vegades), podrem expressar
una representaci6 reductible com

T(A)=a;D (A) ® a,D (A) ® ... = D a,D"(A)
u

on el sumatori es compren com a suma directa. En la férmula
anterior hem utilitzat D per denotar representacions irreductibles.
Aquesta és la notacié que usarem d’ara endavant cada vegada que
ens referim a representacions irreductibles.

En termes de vectors i espais vectorials, trobar les
representacions irreductibles en que es descompon una



representaci6é reductible consisteix a trobar els subespais vectorials
invariants de l'espai vectorial que s’esta considerant per a la
representacio reductible. Per subespai invariant s’entén tot subespai
per al qual el producte de qualsevol dels seus vectors per qualsevol
element del grup déna com a resultat un altre vector del subespai.
Es diu també que el subespai és estable o tancat sota el grup. Per
exemple, el vector nul és un subespai invariant de qualsevol grup,
de la mateixa manera que l'espai complet; ambdoés son els
denominats subespais trivials. Tindrem, doncs, que una
representacié d'un grup en un espai vectorial V és irreductible si no
existeix ja cap espai invariant (que siga no trivial) en V respecte a
dita representacié. Si no és aixi la representaci6 és reductible.
Analogament al que passava amb les matrius d’una representacio
reductible, I'espai vectorial complet (V) corresponent a aquesta pot
descompondre’s com a suma directa dels diferents subespais
vectorials (V(, V@, | ) corresponents a les representacions en qué
es descompon la representaci6 reductible:

VA= VA e Via) e ... = > Vi)
u

Com es deia al principi d’aquest apartat un grup pot tenir
moltes representacions. Per enumerar-les interessa distingir entre
les essencialment diferents de les redundants. El cami cap a aquesta
diferenciacio6 el podem, doncs, resumir aixi:

- A causa que tota representacio és equivalent a una
representacié unitaria (almenys per a grups finits), interessa
utilitzar sols representacions unitaries.

- Encara entre les representacions unitaries d'un grup, algunes
seran equivalents entre si. Com aquestes tenen igual caracter

sabrem distingir els distints conjunts de representacions

equivalents i aixi, de cada un d’aquests, estudiarem solament

una representacio.

- Finalment, d’entre les escollides, n"hi ha prou a estudiar les
que son irreductibles. Les reductibles poden obtenir-se com
suma directa de les primeres.

26

Veurem, a continuaci, les representacions irreductibles que
pot tenir un grup?® aixi com la forma de descompondre una
representacié reductible en suma directa de representacions
irreductibles d"un grup. Posteriorment es veura la manera de
recollir tota la informaci6 sobre les representacions irreductibles
d"un grup en la denominada taula de caracters del grup.

5. Teoremes.

5.1. Teorema de la gran ortogonalitat.

Aquest teorema és fonamental en la teoria de representacio
de grups. La seua expressio és:

*
n v
Z Dnl(A)[ka(A)] =ni8u06nk8|m
AeG "

on:

A: Elements del grup G.
u,v:  Etiquetes per a les representacions irreductibles, no

equivalents, del grup G.
(W

Dni(A):Element "nl" de la matriu corresponent a A en la
representacio irreductible p.

g Ordre del grup.

n,:  Dimensi6 de la representaci6 p (ordre de les seues
matrius).

Cal destacar que aquest teorema sols és aplicable a representacions
irreductibles i que se suma sobre tots els elements del grup.

?Avancem que el nombre de representacions irreductibles d'un grup és el
mateix que el nombre de classes de I'esmentat grup.



Com el seu nom indica el teorema estableix una relacié
d’ortogonalitat, pero ;jentre quins vectors o funcions? S’observa en
la seua féormula que el membre esquerre s’assembla a 1'expressi6 del

producte escalar de dues funcions si pensem en D »1(A) com en una
funci6 dels elements A del grup G. En representar una d’aquestes
funcions enfront dels elements del grup quedaria com ara:

o

+11

Tenim una funcié per cada valor diferent de n, I, p. Com
1<usc (c és el nombre de representacions irreductibles distintes del
grup) i com per cada representaci6 irreductible p tenim nu- ny = (ny )?

c

2

funcions, en total hi haura el nimero Z M. de funcions ortogonals
p=1

entre si.

S’observa aleshores que disposem d’un conjunt de funcions
que defineixen un espai vectorial. La seua dimensié és igual al
nombre d’elements del grup ja que cada una de les funcions queda
determinada en especificar els seus “components”, una per cada
element del grup. Aquest espai vectorial es denomina espai de

grup.

Com el conjunt de funcions de l'espai de grup és ortogonal, és
també linealment independent, i a causa que el nombre de vectors
linealment independents en un espai vectorial no pot excedir de la
seua dimensid, tenim que el nombre de funcions construides no pot
ser major que el nombre d’elements del grup:
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c
Z nuzs g
pn=1

cosa que limita el nombre de representacions irreductibles no
equivalents d'un grup d’ordre g (posteriorment veurem quantes
n’hi ha). Realment es pot demostrar que,

c

2—

> o

n=1
s’estableix, doncs, que el nombre de funcions que es poden

construir és igual a l'ordre del grup. Aquesta relacié d’igualtat

implica que el conjunt de funcions D(n“: (A) €s un conjunt complet. La

completitud juntament amb la independeéncia lineal fan d’aquest
conjunt de funcions una base de I'espai de grup.

5.2. Relaci6 d’ortogonalitat de caracters. Nombre de representacions
irreductibles d’un grup.

A partir de l'expressi6 general del teorema de la gran
ortogonalitat es pot obtenir una relaci6 d’ortogonalitat per als
caracters de les representacions irreductibles d'un grup. Sera
d’utilitat en la posterior construcci6 de les taules de caracters.

Fent n=], k=m en | expressi6 del teorema de la gran ortogonalitat i
sumant sobre n, k

*

; ZH:D:‘n(A) - Z[Dk”k(A)] =n%8w§8nk

k

tenint en compte la definicié de caracter resulta

ZX ) (A) '[XU (A)] =,—%6uunu
A

aquesta suma sobre els elements del grup la podem transformar en
suma sobre les distintes classes, ja que els elements d’una mateixa



classe tenen igual caracter. Si anomenem n. al nombre d’elements
que conté la classe ¢, 'expressi6 anterior queda

ch'x ") [X ) (C)]*=9 Ouv

C

(1) L .
ony (c)és el caracter de la classe c en la representaci6 irreductible

n. Aquesta és la denominada relaci6 d’ortogonalitat (horitzontal)
per a caracters.

Transformem un poc aquesta tltima expressid, per obtenir

v B
> 2'x“(0)'%° A
C

cosa que ens suggereix, una altra vegada, que les magnituds

1
nd 2 () ) ,
ol ¢ (c) son funcions ortonormals que formen una base en
I’anomenat espai de classes, la dimensi6 del qual és igual al nombre
de classes del grup. Sabem que el nombre de funcions de base no
sera major que la dimensi6 de I'espai de classes; com tenim una sola
funcié independent per cada representaci6 irreductible m (per a una
determinada classe c) resulta aleshores que

el nombre de representacions < elnombre de classes
irreductibles d"un grup del grup

es pot demostrar que el signe a prendre sempre és el d’igualtat, per
tant concloem que:

el nombre de representacions = el nombre de classes

irreductibles d"un grup del grup

5.3. Descomposicié d’una representacio reductible.

Ja hem vist que una representacié reductible pot expressar-se
com a suma directa de representacions irreductibles:
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T(A)=a;D (A) ® a,D (A) ® ... = ZauD ")

n

Interessa ara trobar els coeficients a, , és a dir, quantes vegades
cada representacié irreductible del grup intervé en wuna
representaci6 reductible determinada d’aquest.

Es clar que per a la suma directa de matrius la traca de la
matriu suma és igual a la suma de les traces de les matrius
sumands. Per tant tenim per als caracters y(A) d'una representacio
reductible:

Per a classes aquesta expressi6 prendra la forma
n
x(0)= ) a.x (0
n

ES
multiplicant ambdés membres per {XU (c)] i sumant sobre les
classes, cada una de n, elements

Soao b o - £ S v b o -
c c M

Y aXner @1 e =Y 05,20,
m c i

aillant finalment y(A) arribem a la férmula final,

a,= 5 2ne (0 el




5.4. Taules de caracters.

La taula de caracters d'un grup conté les traces de totes les
seues representacions irreductibles. La taula en questi6 té una
primera fila on es lligen el nom del grup i el nombre d’elements de
cada una de les seues classes d’equivalencia seguit d'un
representant per classe. Per exemple, per al grup C3zy tenim:

Csy | E 2C3 3oy

grup Cg,,. Classe del neutre (1 element), de les rotacions (2 elements), dels plans (3 elements).

En files successives llegim el nom de la representaci6
irreductible, els caracters de cada classe per a dita representaci6 i
finalment alguns exemples de bases de 'esmentada representaci
irreductible (espais de vectors i tensors). Com a exemple escrivim la
taula de caracters del grup Cs:

Cyy | E 2C; 3o, |

A | 1 1 1 z | Z2, x2+y?2

A, | 1 1 -1 |

E |12 - 0 | (xy) | (x2y2 xy) (xz,yz)

Perd jcom es construeix dita taula? Per a aixo s’utilitzen
alguns dels teoremes que, en gran part, ja hem comentat
anteriorment i que resumim a continuaci6. La demostraci6é un a un
dels teoremes va més enlla dels objectius d’aquestes notes:

1. Tots els grups contenen la representacié totalment simeétrica. En
conseqiiéncia la primera fila de totes les taules de caracters sera una
col lecci6 d'uns. A banda d’altres possibles, qualsevol magnitud
escalar és base d’aquesta representacid, ja que les operacions de
simetria no afecten el valor dels ntimeros (de fet una de les
definicions de quantitat escalar (massa, carrega electrica, etc.),
enfront d'una quantitat vectorial (moment dipolar, forca) o tensorial
(moment quadrupolar electric, tensor d’elasticitat, etc.) ve donada
per dita invariancia. Vegeu per exemple Joshi, p.215).
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2. El nombre de representacions irreductibles no equivalents d'un
grup és igual al nombre de classes d’aquest.

3. La suma de quadrats de les dimensions de les representacions
irreductibles no equivalents és igual al nombre d’elements del grup.

4. Teorema d’ortogonalitat horitzontal de caracters:

chx " '[x ’ (C)]*=9 Ouv
C

5. Corol lari del teorema anterior: la suma dels quadrats dels valors
absoluts dels caracters de qualsevol representacié irreductible és
igual a l'ordre del grup (aquesta condicié es denomina criteri
d’irreductibilitat: una representacié que compleix 1'equacié segtient

és irreductible):
W 2
dncle ©F°=g

Cc

6. Teorema d’ortogonalitat vertical de caractersze:

rep. irr.

el -3
2 1 @)l @) =g deie)
9]

on la nomenclatura és la que venim usant i g; és el nombre

d’elements de la classe i.

7. Corol 1ari del teorema anterior: la suma dels quadrats dels valors
absoluts dels caracters de qualsevol columna de la taula de caracters
és igual a l'ordre del grup dividit pel nombre d’elements de la
classe a que correspon la columna que estem considerant:

rep. irr. ()

8. El caracter del neutre Obviament coincideix amb la dimensi6 de
la representaci6 irreductible.

20 Vegeu e.g. Bishop D.M., Group Theory and Chemistry,
Dover, New York, 1993, p.1l49.



9. Conseqiiencia de 2 i 3 és que per a grups abelians totes les
representacions irreductibles son monodimensionals.

Com a exemple construim la taula del C3y:

* Des d’(1) sabem que la primera fila és tot uns.
* Des de (2) inferim que hi ha tres representacions irreductibles.

* Des de (3), amb les dates anteriors, concloem que hi ha dues
representacions  irreductibles = monodimensionals i  una
bidimensional. (Hi ha costum d’anomenar A o B les representacions
de dimensio u, E les de dimensi6 dos, etc. S’envia el lector interessat
a qualsevol llibre sobre grups per veure les distintes notacions que
se solen emprar).

* Des de (8) sabem que la primera columna és 1,1, 2. Aixi, doncs, de
moment tenim:

Cs| E 2C; 3o,
Ayl 11 1
A, |1 2 2
E |2 2 2

* Des de (4) es té que la segona fila ha de ser obligatoriament (1 1 -
1).

* Finalment, des de (7), juntament amb el resultat anterior, inferim
que la darrera fila ha de ser (2 -1 0). Amb la qual cosa ja tenim la
taula construida. De manera analoga es construeixen totes les
restants taules de caracters.

5.5. Notacié de Mulliken de les representacions irreductibles.

* Representacions irreductibles unidimensionals.

Si el caracter de la rotaci6é 2n/n (propia o impropia) al voltant
de l'eix de major ordre és +1, etiquetem la irrep. amb el simbol A.Si
el caracter resulta ser -1, I’etiquetem amb el simbol B.
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Per al cas del grups C1, Cs, Cj, que no presenten rotacions,
'etiqueta de les irreps. unidimensionals és A.

Per al cas dels grups D2 i Dph, que presenten 3 rotacions
binaries pertanyents a classes distintes, etiquetem amb A la irrep. si

les tres rotacions tenen caracter +1, en qualsevol altre cas etiquetem
amb B.

Per al cas dels grups Dnq, la notaci6 A/B ve determinada pel
caracter +/- de I'operaci6 Son.

* L’etiqueta de les representacions irreductibles bidimensionals és
E.

* ['etiqueta de les representacions irreductibles tridimensionals és T
o F; en general s’utilitza T en problemes electronics i F en problemes
vibracionals.

* Si hi ha representacions irreductibles complexes (per exemple als
grups Cn i Sp), les dos irreps. reciprocament complexes conjugades
son etiquetades conjuntament amb el simbol E.

e Altres detalls de notacio:

Si el caracter de les operacions Cp efectuades al voltant d'un eix
perpendicular a l'eix Cn de major ordre és +/-, afegim el subindex
1/2 al simbol que representa la irrep.

Si el caracter de la inversi6 és +/-, afegim el subindex g/u al
simbol que representa la irrep.

Si el grup conté un planol horitzontal pero no presenta inversié
(per exemple els grups Cnh i Dnh amb n imparell), i el carater de
I'esmentat planol és +/-, afegim el superindex (“)/(") al simbol que
representa la irrep.

Aquests tipus de combinacions donen lloc a irreps. com ara Aig,
A'1, etc. Per a més detalls de notacié vegeu Herzberg, G., Molecular
Spectra and Molecular Structure 1I. Infrared and Raman Spectra of
polyatomic molecules, Van Nostrand Reinhold Company, New York
1950.



e Conveni standard d’ubicacié i orientacio d’eixos en molécules:
- L’origen es situa al cdm molecular.

- L'eix z es situa sobre 1'eix principal (de major ordre) molecular. Si
hi ha més d'un eix principal, 1'eix z passara pel maxim nombre
possible d’atoms. Si encara hi ha ambigiiitat, obligarem que travesse
el maxim nombre d’enllacos.

-En molécules planes, I'eix x ha d’ésser perpendicular al planol
molecular excepte si coincideix amb l'eix z, assignat pel criteri
anterior (cosa que passa per exemple al cas del benzé).

5.6. Moviments nuclears com base de representaci6. Modes

normals.

Cadascun dels N atoms d'una molecula N-atomica presenta tres
moviments independents. Aleshores, el nombre total de moviments
independents molecular sera 3N. Imaginem ara que tots els atoms
de la molecula es desplacen simultaniament en la direccié z amb la
mateixa velocitat. Hi haura un desplagament del cdm molecular en
I'esmentada direcci6 sense que hi haja cap alteraci6 de les
dimensions internes moleculars. Es poden triar moviments analegs
segons el altres dos eixos x i y. Diem que la molecula es trasllada.
Ara considerem que tots els atoms realitzen moviments circulars
simultanis al voltant de l'eix z, de manera que no canvie cap
distancia relativa entre els atoms i que el cdm estiga fix. Per a una
molecula no lineal podem triar tres eixos perpendiculars al voltant
del quals realitzar aquest tipus de moviment. Si la molecula és
lineal, podem triar 1'eix internuclear com un dels tres eixos. La
rotaci6 al voltant de I'eix internuclear no representa, en realitat, cap
moviment (considereu els nuclis com masses puntuals). Aleshores
concloem que a les molecules hi ha tres rotacions independents,
excepte al cas de les lineals que sols hi ha dues rotacions
independents.

La resta de moviments d’una molecula comporten la modificacié
d’alguna distancia internuclear. Els anomenem vibracions.
Aleshores, hi ha 3N-6 modes de vibracions independents (3N-5 per
al cas de molecules lineals).
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Podem triar un conjunt especial de moviments independents
anomenats modes normals. En un mode normal els nuclis vibren en
fase, és a dir, tots els nuclis passen per la seva posicié d’equilibri
simultaniament. Encara que la determinaci6 del modes normals
sera estudiada en detall al curs d’espectroscopia, farem ara un breu
apunt.

Si considerem una molecula com un conjunt d’atoms units
mitjangant unions elastiques, l'energia potencial (eldstica) molecular
s’escriura:

2
1 0"V
V:_zk..x.x._ k..:[ ]
2 a1y, 1j

que no és més que la generalitzacié multidimensional de la llei de

Hooke per al solid elastic, v = -% kx2,on k = (52\// 8x2] .

Jo puc fer ara un canvi lineal de coordenades: oj =Y ayj X -
k

Les constants de forca en unes i altres coordenades vénen
relacionades per 1'equacié:

2 2
o°V 0°V ooy || Oay
k..: — _ k' . '
: [GX@‘XJ kzl{@akaalj(axi LXJ XK' aicaji

Fem notar que la matriu de constants de forca és una matriu
simetrica, a causa de la relacié de Schwarz, kij=kji.

Si fem que translacions i rotacions (que conjuntament denotem com
1i, i=1,2...5 6 6) formen part de les noves coordenades que hem triat,
trobem que hi ha molts zeros a la matriu de constants de forca, els
quals deriven de la invariancia de I'energia potencial respecte de les
coordenades Tj.

v | o fav] o 0)=0 - o*v
oa;otj ) da;|0ti) ooy | ooy

El resultat és una matriu que té un bloc de zeros:
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T B B e B
P T I B e R
MM o oHd O O

Podem triar la resta de coordenades de manera que la submatriu
anterior no nul la siga totalment diagonal2:. Les coordenades que
permeten aquesta diagonalitzacié sén anomenades modes normals i
tenen la propietat de representar vibracions en les quals els nuclis
vibren en fase, és a dir, passen per la seva posici6 d’equilibri
simultaniament. En efecte, fent Gs de coordenades normals,
I'energia potencial s’escriu:

1 Vo2
VZEZk o]
1

Si 0i=0, aleshores V=0. Pero V=0 implica tots els atoms en les seves
respectives posicions d’equilibri.

Podem utilitzar el conjunt de modes normals per a representar el
grup de simetria molecular. Demostrarem a continuaci6é que si dos
modes normals «j, aj estan associats a constats de forca distintes,

aleshores no poden pertanyer a la mateixa representacioé del grup.
La demostracié pot ometre’s en una primera lectura.

A causa que l'energia potencial és una magnitud escalar, no varia
en efectuar cap transformaci6 de simetria. Aleshores:

Op V(i) = V(atj) = V(R 'aj)

Tenint en compte la definicié de V, l'eqtiacié anterior es tranforma
en:

2 .
2V=2k'jaf =2 k'iDjDyjojok
i iik

21Recordem que tota matriu simétrica pot diagonalitzar-se en efectuar una
rotaci6 adequada dels eixos coordenats.

Aquesta equacio és certa per a qualsevol valor d’aj. En particular és
certa per a ;=0 si i#0. Cosa que converteix |'eqtiacio en:

' 2 (] 2 2
1

. 4 pd . N M 2 — 1
i, aleshores, com que les representacions soén unitaries, > D oi =1,
i

resulta que:

k'; ] ) { k'i=k'o Vi
d|—-1| Dy =0 > 2 .
La primera de les possibilitats va en contra de la hipotesi i#0. La
segona indica que aj i ap no es mesclen en aplicar 1'operacié de

simetria, aix0 vol dir que formen bases de representacions no
equivalents del grup de simetria.

Si resulta que k1 = ko, aleshores {a1, ao} si que poden mesclar-se
com a conseqiiéncia d'una operacié de simetria. Es a dir, formen
base d'una mateixa representaci6 multidimensional del grup
(degeneraci6 intrinseca).

Cal aclarir que pot océrrer que dos modes normals tinguen la
mateixa constant de forcga i, no obstant aixo, no es mesclen per accié
de cap operaci6 de simetria (degeneracié6 accidental). La
degeneracié accidental pot ser trencada per un canvi infinitesimal
del valor numeric de les constants de forca. En altres paraules, és
virtualment impossible trobar una degeneraci6 accidental exacta.

Si ignorem la possible ocurréncia de degeneracions accidentals,
podem assumir, doncs, que les representacions a qué pertanyen els
modes normals son irreductibles ; per que?.

Un exemple practic: determinacio del modes normals de 'aigua

Considerem els tres vectors translacié en cadascun dels atoms que
constitueixen la molécula d’aigua. En total hi ha 9 coordenades amb
el que construim una representacié 9-dimensional reductible M del
grup Coy, els caracters de la qual sén (comproveu-ho):

M = {x(E)=9, x(C2)=-1, x(ov(x2)=1, x(ov(yz))=3}



Amb l'equacié de la secci6 5.3, la representaci6 M pot
descompondre’s en una suma d’irreps:

M= 3 A1+A>+2B1+3B>

La taula de caracters de Cpy ens diu que les translacions pertanyen a
les representacions T= A1+B1+Bp, i les rotacions a R= Ap+B1+B>. Es
immediat comprovar que els esmentats moviments pertanyen a les
irreps. indicades. La comprovacio es deixa també com a exercici.

Per substracci6 ens queden les tres vibracions de la molecula
d’aigua:

V=2 A1+By

Les representacions dels modes normals sén:

A A
H/(\ H/O\H /O"\H
SN K Y

Vi Vz V3

Els modes 1 i 2 sén de simetria A1, mentre que el tercer és de
simetria B».

L’espectre IR experimental de l'aigua presenta dues transicions
molt proximes entre si, vi = 3651,5 cm-1 (A1) i v3 = 3755,8 cm-1 (B2)
respectivament, anomenades d stretching, i una transicié v, = 1595,0
cm-1 (A1) anomenada de bending.

El perqué dels noms és facil d’endevinar a partir dels modes
normals: mentre el primer i tercer sén fonamentalment un
estirament de l'enllac OH (stretching ), el segon essencialment
canvia I'angle HOH (bending).

Una visi6 simplista de la molécula d’aigua ens ho fa vore millor:
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s‘c k2 ..'-.-
H nunnnunnnunnnunuH

Si imaginem independents les molles, hi hauria tres freqtiencies de
vibraci6, dos de les quals serien identiques i grans (suposarien
I'estirament de l’enlla¢ OH), mentre que la tercera seria menor
(variaci6 de les distancies entre els hidrogens no enllagats, és a dir,
obertura de I'angle HOH). L’espectre tindria dues transicions, una
doble intensa que 1’altra, cosa molt proxima a l'espectre real, el qual
esta en perfecta consonancia amb ’analisi de modes normals.

Cal dir que en casos més complexos hi ha modes normals on
simultaniament hi ha estirament, doblament, torsio, etc, de manera
que és dificil poder assignar el mode normal a un estirament, una
torsio, etc.

Exercicis: Trobeu els modes normals de la molécula de BFs3.
Trobeu els modes normals de la molécula de 1'etile.

5.7. Producte de representacions.

Suposem que tenim una funcié o un vector2: f, que pertany a
un espai n-dimensional estable sota les operacions de cert grup G
que no continga cap subespai estable sota el grup esmentat.

Recordem que el concepte d’estabilitat significa que, donada una
funcié arbitrariament escollida en dit espai, aquesta es transforma
sota qualsevol operacié del grup G en una altra funcié pertanyent a
aqueix mateix espai. En conseqiiéncia qualsevol base d'un espai
estable és alhora base d'una representacié del grup G. Si, a més,
aquest espai no conté subespais estables, aleshores aquesta
representacio és irreductible ; per que?z:.

22En cas de necessitat, repasseu el concepte d’espai de
funcions en 1l’'apéndix 1.

2381 no existeixen subespais estables Obviament @ és
impossible trobar-los mitjangant cap canvi de base. Aixd
implica la impossibilitat de bloquejar les matrius que
representen les operacions del grup, cosa que significa



Siga R una operacié del grup i f, pertany a la base de
representacio irreductible i. Tenim que:

R fu= YD (R f
n

Siga gp una altra funcié pertanyent a un altre espai m-

dimensional també estable sota G. Imagineu que 9 pertany a la
base de la representaci6 irreductible j de dit grup. Analogament
tenim que,

Rgﬁ:ZDJ\/B(R)gv

Construim la funcié producte f,g,. Apliquem-hi l'operacié R.

Haura de passar que:

n m i
R(f.9p) = R(f)R@p) =2, . Du(R)DV(R) £, 9y
uov

Considerem l'espai nxm-dimensional la base del qual és el
conjunt de funcions producte {f,g,}. L'expressié anterior demostra
que aquest espai és estable sota G. Pot succeir que la representacioé
de G que expandisca la base producte siga reductible o irreductible.
Aix0 s’haura de comprovar a posteriori. Posat el cas de ser
reductible es podra descompondre, com sabem, en suma directa de
representacions irreductibles.

Anomenem hg, h, els productes f,g,, f,gs. Aquest conveni ens

permet escriure I'element op de la representacié producte en termes
del producte de representacions:

i@' i i
Do, (R)=DuR)DHR)

en conseqiiencia, la traca del producte de representacions sera el
producte de traces. En efecte:

alhora que estem davant d’un conjunt irreductible de
matrius. Es a dir, davant d’una representacid irreductible
del grup.
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- - | | o
X (R)=3Due(R)=3Y D w(R)DW(R) =% (R) L (R).

pov
Concloem, doncs, que el caracter de la representaci6

obtinguda com a producte de dues representacions és igual al
producte dels caracters de dites representacions.

Es un bon exercici la demostracié del segiient teorema:

La descomposicio del producte de dues irreps. conté la representacio
totalment simetrica A1 si ambdues irreps. son identiques (excepte per
conjugacio, en cas de irreps. complexes)2+.

5.8. Usos de les taules de caracters: integrals que s’anul len.

Podem saber que una integral definida estesa a tot l'espai és
zero sense necessitat de calcular-la. Siga la integral definida
seguent,

1= £} (x) dx

Suposem que f, siga la p-essima funci6 de base de la
representacié irreductible T del grup G de simetriazs. Suposem que
I' no siga la representacio totalment simetrica. Aixo significa que f,
no és invariant respecte a alguna operacio del grup ; per que?zs.

Com que una integral definida I és simplement un ntmero,
és a dir, un escalar, és invariant respecte de qualsevol operaci6é de
simetria. Com a conseqiiencia la integral ha de ser zero. (Una

24Ajuda: Hi ha prou en considerar que:
%
ay =g Znelr (©) M@ I =6y
C

25Encara que una funcidé f(x) pogués no pertanyer a cap
representacié irreductible del grup G sempre es podra
expressar com una combinaci® lineal de funcions que
pertanyen a representacions irreductibles de dit grup. La
discussidé que segueix s’aplicaria, en tal cas, a cada una
de les seues components.

26Perqué en cas d’ésser invariant la funcid es comportaria
com a base de la representacid totalment simétrica, en
contra del que se suposa.




definici6 detallada del caracter escalar, wvectorial etc. d’una
magnitud en funcié del comportament de dita magnitud enfront de
les operacions de simetria pot veure’s en A. W. Joshi, Elements of
Group Theory for Physicists, Wiley 1984, p.215 ss).

Abans de demostrar aquesta afirmaci6, dibuixem aquesta
funcio f, (el volum davall de la corba sera el valor de la integral):

La figura ens ajuda a entendre intuitivament el significat de
la invariancia de la integral sota una rotacié. Veiem que malgrat que
fem la rotaci6 de la funci6 de l'integrand, i com que la integral
s’estén a tot l'espai, el volum i, per tant, el valor de la integral, no
varia.

Per demostrar l’afirmacié anterior partim de la mencionada
invariancia de la integral sota les operacions de simetria.

Per ser la integral I un invariant, donada qualsevol operacié R del
grup G s’obté que R 1 =1, i per tant que,

1
gZRI=I

Reescriguem aquesta equacio:

1=1 ¥ RI=1 Y[og fu () dx=1X[¥ Dy (R) fv (x) dx
g R ER vy

> Dy R))] £y (x) dx= Y81 a, 88y | fi (x) dx
R \Y
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com que per a la representacié totalment simetrica, A1, la matriu
representacié de qualsevol operacié coincideix amb el caracter que

val la unitat (D ?’11( R)=1). Tenim, doncs, que

1 =1 8ra, 8y

cosa que és igual a zero, a causa que en I'expressi6 anterior apareix
Sra,, 1, per hipotesi, I' és distinta de la representacié totalment

simetrica, A;. Aixi, doncs, hem demostrat que si l'integrand d’una

integral definida no pertany a la representacié totalment simeétrica,
dita integral ha de ser zero.

5.9 Aplicaci6 del producte directe a la obtenci6 de regles de seleccio.

Com a aplicaci6 directa d’aquest resultat podem determinar les
regles de selecci6 espectroscopiques, que estan determinades per
la segtient integral.

Jw 0 Fy ()dr

Com que es pot comprovar que l'tinica manera d’obtenir
almenys una component en la representacié totalment simetrica, en
fer producte de dues representacions irreductibles, és que ambdues
siguen la mateixa representacid, s'infereix que perque l’anterior
integral siga no nulla (i per tant siga permesa la transicid
espectroscopica) ha de passar que el producte v(r)  w(r) tinga
alguna component de la mateixa simetria que el vector de posicio r.
Aix0 permet fins i tot determinar quina direccié de polaritzaci6 esta
permesa i quina esta prohibida. Noteu que la integral anterior és en
realitat suma de tres integrals, a causa que el vector de posici6 es
pot expressar com una suma: r =x1i+yj+ z k. Segons siga nul 1a o
no la integral que multiplica cada un dels vectors unitaris direm que
I'esmentada direcci6 de polaritzacié esta prohibida o no. Vegem
alguns casos concrets de calcul de regles de seleccio.



* Regles de seleccié de molécules diatomiques en microones.

Anomenem microones a la radiacié electromagnética de ntiimero
d’ones entre 1 i 100 cm1. L’espectroscopia de microones es coneix
també com espectroscopia de rotacié pura, perqué les molecules,
estimulades per aquesta radiacid, efectuen transicions entre estats
rotacionals. Per a estudiar aquesta espectroscopia és habitual
idealitzar la molecula mitjangant I'anomenat model de rotor rigid,
les funcions d’estat del qual son els harmonics esferics Ypv(0¢)27.

Si acudim a la taula de caracters del grup de I'esfera trobem que el
conjunt de (2J+1) funcions {Ypv, M=-],..0,...]} formen base de les
irreps. del grup de I'esferaze . En particular, si J és parell, i.e., ¢(J)=1,
el conjunt de funcions {Yyu} forma base de Dyg. Si | és imparell, i.e.,
¢(J)= -1, aleshores {Yjv} forma base de Dy,

Abordem en primer lloc I'espectroscopia d’absorci6. La probabilitat
de transicié entre els estats |[JM> i |J’'M’> és proporcional al
quadrat de la integral < Yjm | 1| Yyme >.

Com que el moment dipolar forma base de la representacié Dy, per
a estimar si la integral sera nulla per raons de simetria, cal
considerar el producte d'irreps. D j g5y ® D1 ® Dy ¢(J).

El producte de dos irreps. del grup de l'esfera déna lloc a una
representacio reductible, la qual es pot descompondre com a suma
d’irreps. d’aquest grup d’una manera particularment simple (serie
de Clebsch-Gordan). Avancem el resultat de la descomposici6 del
producte de dues irreps. del grup de l'esfera que estudiarem més
detalladament a la 1li¢6 9:

Dy®Dyp =Dy ©Djyy-1 ©Djyyy2 ©.. 0D j

27 L'estudi quantic d'aquest problema és desenvolupat a
l'assignatura de Quimica Quantica. Alli remetem el lector
per a més detalls.

28 A la 11li¢d 9 estudiarem el grup de l'esfera amb cert
deteniment. Ara com ara avancem simplement aquest
resultat. No és gens dificil comprovar-lo en les irreps.
de menor dimensid.
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Per tal de trobar les regles de selecci6 reescrivim el triple producte
anterior de la forma:

(Dy,c0) ® Dy, ¢y ) ®D1

Aquest producte contindra la representacié totalment simetrica Dy
si el parentesi conté la representacié D; (vegeu el teorema de la
secci6 5.7).

Per tal d’estudiar el que pot resultar del producte del parentesi,
particularitzem la serie de Clebsch-Gordan per a diversos casos
concrets: (si J>0)2°

D;®Dj=Dpj@®Dyj1 ©..®D | @&Dy
D;j®Dj1=Doj 1 ®Dyj®...®&D

Dy®Djyik =Dopk ®Dopk-1@...© Dk

Respecte al centre d'inversio:

gR®g=u®u=g ;g®u=u Xg=u
Amb tot acod concloem la coneguda regla de selecci6 rotacional:
AJ=+1

Considerem la regla de selecci6 per a Raman rotacional de
molecules diatomiques. En aquest cas la transicié entre els estats

|JM> i |J'M’> és possible si <Y ol Yom >#0 o 6s 1a
polaritzabilitat.

El tensor de polaritzabilitat és un tensor simeétric, per aixo sols té sis
components independents. Aquestes es transformen entre si sota el
grup de l'esfera com ho fan les funcions x2, xy, xz, y2, yz, z2
Conjuntament generen una representacié reductible d’ordre sis, la
descomposicié de la qual déna lloc a Dgg ® Da,. Es a dir, hi ha una
component (traca del tensor de polaritzabilitat o polaritzabilitat
isotropica ag), combinacié lineal de les sis inicials, que és invariant
sota qualsevol simetria del grup de l'esfera (Dgg). I un segon

29 Si J=O, DIQD()@DO:D().



sumand (Dzg) que és un tensor de cinc components i traca nul.la
(polaritzabilitat anisotropica aa).

Per tal de trobar les regles de selecci6é considerem el producte:

(Dy,:) ® Dy e ) ®(DogaD2g)

Considerem primer la simetria g/u. Cal que la diferéncia |] - J|
siga parell. Aleshores considerem les segtients particularitzacions
de la serie de Clebsch-Gordan:

D;j®Dj=Drj®Dyj_1 ®..®D; ®Dy
Dj®Djy =Dop2 ®Dop1 ©...9 D>

Dj®Dyk =Dojpok @ Dopok-19D..© Dok

Amb tot agd concloem la coneguda regla de selecci6 Raman
rotacional:

AJ=0=%2

* Regles de seleccié en IR.

Anomenem infraroig (IR) a la radiaci6 electromagnetica de namero
d’ones entre 100 i 10.000 cm1. L’espectroscopia de IR es coneix
també com espectroscopia vibracional, perque, estimulades per
aquesta radiacid, les molecules efectuen transicions entre estats
vibracionals.

Per a estudiar aquesta espectroscopia el moviment vibracional es
descompon com a suma de modes normals independents. Cada
mode normal és considerat com un oscil lador harmonic.

A temperatura ambient uUnicament I'estat fonamental de
I'oscil lador harmonic esta apreciablement poblat, perque la
distancia energetica entre 1'estat fonamental vibracional i el primer
estat excitat és apreciable. Aleshores, la espectroscopia d’absorcié IR
és l'espectroscopia de la transicié vibracional ¥Yo—»¥1. La regla de

selecci¢ implica la integral < Yol nl¥r>
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Com que l'estat fonamental és totalment simetric, i el primer estat
excitat té la mateixa simetria que el mode normal:°, hi haura
transicié si la simetria del moment dipolar i el mode normal
coincideixen.

Exercici: les primeres transicions registrades a I'espectre vibracional
del BF3 son:

cm-1 IR Raman
482,0 Fort Mitja
719,5 Fort -
888,0 - Fort

Determineu a partir d’aquestes dades si la molecula és plana o
piramidal.

Per a resoldre I'exercici assumim primer la geometria plana (Dsp) i
calculem l'espectre teoric. A continuacié assumim la geometria
piramidal (Csy) i calculem I'espectre teoric. Finalment comparem
amb les dades experimentals.

a) Geometria piramidal. Els modes normals resulten ser
(comproveu-ho) I'y = 2A; @ 2E. En aquest grup el moment dipolar
pertany a (A; ® E). Aleshores tots els modes son actius en IR. La
polaritzabilitat pertany a (A; @ E). Aleshores tots els modes son
actius en Raman. Definitivament la geometria no pot ser piramidal.

b) Geometria plana. Els modes normals resulten ser (comproveu-
ho) (A’1 ® A", @ 2 E’). En aquest grup el moment dipolar pertany a
(A"2 @ E’). Aleshores els modes actius en IR sén A", i E'. La
polaritzabilitat pertany a (A’1 ® E” ® E"). Aleshores els modes actius
en Raman sén A’y i E'. Es possible la geometria plana. Es poden

300 L'estudi quantic d'aquest problema és desenvolupat a
l’assignatura de Quimica Quantica. Alli remetem el lector
per a la demostracid d'aquestes afirmacions.



aventurar les segilients assignacions: A’y (888 cm-, stretching) A'"2
(719 cm-1, stretching+bending), E' 482 cm-1, bending).

Exercici: Compareu els espectres de la diimida (NH-NH) cis i trans.

6. Desenvolupament de funcions en termes de bases de
representacions irreductibles.

6.1. Operadors de projeccié i intercanvi.

La resposta a molts problemes de fisica es troba després de
resoldre una equaci6 diferencial i imposar les anomenades
condicions de contorn a les seues solucions. Imaginem, com a
exemple, que en resoldre certa equaci6 diferencial hem obtingut un
conjunt de solucions {fj(x,y,z)} i que les condicions de contorn que

s’hagin d'imposar siguen, entre altres, les segtients:

a) f(x,y,z) no varia en efectuar rotacions de 90, 180 i 240° al
voltant de I'eix z.

b) f(x,y,z) canvia de signe en efectuar el canvi x> -x,y >y, z > z
C) f(x,y,z) canvia de signe en efectuar el canvi x—» x,y —» -y, z - z.
d) f(x,y,z) canvia de signe en efectuar el canvi x—»>y,y - x,z > z.

e) f(x,y,z) canvia de signe en efectuar el canvi x—» -y, y - -x,z > z.

Caldra buscar ara combinacions lineals en el conjunt
{ti(x,y,z)} que donen compliment a les condicions anteriors. No
existeix, d’entrada, cap criteri d’eleccid, per la qual cosa la tasca a
realitzar sembla, almenys a priori, bastant enutjosa i entretinguda.

Tanmateix adonem-nos que el conjunt de condicions
indicades més amunt equivalen a dir que les solucions que
busquem s’han de comportar com a pertanyents a la representacioé
Ay del grup de simetria C4y (vegeu la corresponent taula de

caracters). ;Comporta aixo algun avantatge?

Retornem sobre el conjunt inicial de solucions particulars
trobades ({fj(x,y,z)}. Sabem, pel calcul diferencial, que qualsevol

solucié d’una equaci6 diferencial es pot expressar com a combinacié
lineal del conjunt complet de les seues solucions particulars. Aixo
significa que el conjunt {fj(x,y,z)} actua com a base d'un espai
vectorial de funcions. L’esmentat espai expandira, en principi,
alguna representaci6 reductible de qualsevol grup, en particular del
grup de simetria C4y,. Aquesta representacié podra, per la seua

banda, descompondre’s com a suma de representacions
irreductibles, cosa que equival a dividir I'espai vectorial inicial en
una suma directa de subespais base de les distintes representacions
irreductibles de simetria Cgy. D’entre els distints subespais,

finalment, n’hi haura alguns de base d’A,. Aquests i sols aquests

son la soluci6 del problema fisic.

Abans d'imposar-se les condicions de contorn, les funcions-
solucié trobades en resoldre una equaci6é diferencial no tenen
perque pertanyer a algun dels subespais que sén base de
representacions irreductibles. Pero el que sempre podem pensar és
que poden ser escrites, en particular, com a combinacié lineal de
bases de dits subespais. Per consegiient, imposar les condicions
anteriors de contorn sobre dites funcions equival a fer zero entre els
seus components aquelles que no pertanyen als subespais de
simetria adequada i mantenir les altres.

La geometria ens déna un metode senzill per imposar
aquestes condicions de contorn: I's dels operadors de projeccio.

Az

projeccio



Definirem operadors de projeccidé sobre espais base de
representacions irreductibles dels grups de simetria. (En una
primera lectura pot ometre’s tot alldo que ve a continuaci6 referent
als operadors de shift, ja que en la majoria d’aplicacions a qué farem
referéncia al llarg del curs es fara tus dels operadors de projeccié
sobre representacions irreductibles). Vegem aquestes definicions.

Operadors d’intercanvi (shift operators). Aquests operadors no sén
operadors de projeccié en sentit estricte encara que son, fins i tot,
més utils que aquells perqué, com veurem més endavant en algun
exemple, poden proporcionar directament els vectors de base de les
representacions irreductibles a partir de vectors arbitraris, cosa que
no és tan directa si es fa s dels operadors de projeccié propiament
dits. La seua definici6:

*

A
P;=22Dj(R) R
9R

on |, és la dimensi6é de la representacié irreductible p i la resta de
nomenclatura és I'habitual. En particular si i = j, I'operador de shift
és un vertader operador de projeccié:

Demostrem en els segiients exercicis que els operadors
definits anteriorment sén operadors de projeccio.

Exercicis

Al
(a) Demostreu que P;v=c|

subespai base de la representacié irreductible p del vector arbitrari
v

n o a s
vi, ony; ésla i-essima component en el

Al

(b) Demostreu igualment que P; v =c; v{.
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Finalment, 'operador de projeccié sobre una representacio
irreductible és la suma de tots els projectors sobre cada un dels
vectors de la base de I'esmentada representacié. Tenint en compte la
definici6 del caracter d’una representaci6, dita suma condueix a la
segiient férmula, que pot prendre’s com a propia definici6:

*

|
% (R) R
R

~u "
P ==
g

En el segiient exercici veurem com actua aquest operador,
cosa que en justifica la definicid.

Exercici (c). Anomenem V" a la projeccié de v sobre el subespai
corresponent a p. Demostreu que:

~u_,

Heop_ B

P v=>»cjvi=v .
x

La comparacié dels exercicis (a), (b) i (c) posa de manifest
que 'operador de projeccié sobre una representacio irreductible no
ens proporciona directament un element particular de la base de
dita representaci6. Simplement proporciona la projeccié del vector
en dit subespai. Els operadors de shift, com que projecten sobre
elements particulars de dites bases, si que ens ho proporciona de
manera directa.

Hom podria pensar que, com que la utilitat d’ambdés tipus
de projector és similar i com que els operadors shift semblen
mostrar algun avantatge enfront dels projectors sobre
representacions irreductibles, el més comode seria oblidar-nos dels
segons i treballar sempre amb els primers. Desafortunadament,
mentre que en l'expressi6 dels projectors sobre representacions
irreductibles apareixen els caracters de la representacié sobre la
qual s’esta projectant, en la dels operadors de shift apareixen
elements de matriu de les representacions en qtiesti6. Mentre els
caracters son tnics i estan tots recollits en les taules de caracters, les
representacions no ho sén (hi ha infinitat de representacions
equivalents distintes) i, per tant, no hi ha taules. Com a



conseqiiéncia, mentre construir un operador de projeccié és una
tasca trivial, construir els shift implica construir préviament les
representacions irreductibles...

6.2. Aplicaci6 al calcul d’orbitals hibrids.

Com a exemple de 1'ats d’aquests operadors calcularem
'expressié dels orbitals hibrids sp2. El conjunt dels tres orbitals
hibrids forma una representacié reductible del grup Cs,. Es facil

comprovar que els seus caracters son:

Ca | E 2C; 3o,
|3 0 1

Aplicant la férmula deduida en l'apartat 5.3, la
descomponem com a suma directa de representacions irreductibles
(una d’aquestes monodimensional i totalment simetrica de la qual
és base 'orbital 2s, 1 una altra de bidimensional, una de les bases de
la qual la formen el parell d’orbitals p, , Py —vegeu-ho a les

taules—) :
h=A;®E
Adoptem el criteri segiient per a girs i plans de reflexio:

Deixem com a exercici comprovar que, amb aquest criteri, la
representacio irreductible E consta de les matrius segtients:
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173 1 V3
1 2 2 2 T2
10 C= =

= [o1l e | Tl
2 2 2 2

[ 173 1 13

_1-10 |1 2 2 | 2 2
°170 1 %271v3 1 S
2 2 2 2|

En conseqiiéncia, els operadors de shift de les representacions
A11E son, incloent-hi els respectius elements de matriu en les seues

definicions,

Al 1 1 2

Pi1=g (E+C3+Ci+ o +0,+0y)

E_2,. 1.1 1.2 1 1 E_2 V3 .1 V3 .2, V3 V3
P11=5(E-5C3-5C3-04+50,+50y) P g(5-Cs-5-Cst50,-50
E_2,V3 .1 VY3 .2 Y3 V3 E_ 2, 1112 1 1
P21=5 (5 C3s+5-C3+5-0,-5-0y) Pn=F(E-5C3-5C3%04-50,-505)

Prenguem un orbital hibrid qualsevol, per exemple hi, i
apliquem-hi aquests operadors de shift. El resultat que obtenim és el
seguent:

A, 1 E E
Pighi=z(hy+hathy Pyhy=0 Piahy=0
E V3 E 1
P21h1=?(h3'h2) P22h1=§(2h1'h2'h3)

Com que els orbitals s, p,, py son base de les representacions
irreductibles A1 i E que estem considerant, després de normalitzar
les projeccions obtingudes, podem escriure les segtients identitats:

1
py=f6(2 hi-h3z-hj)

que escrites en forma matricial queda com:



[s1| % Vs Vs |1n,]
o, -l %5 - s Vs | | 2
P | o -z Viz | [Ns

La matriu inversa ens dona l'expressi6é dels orbitals hibrids
en funcio dels orbitals atomics:

-h1- 1/1/§ 2/1/3 0 _-S-
ha|=| Y= - Vs~ Viz || Py
ha) | Yz - Vs Yz | LPx

En lloc dels operadors de shift podem fer Gs dels operadors
de projeccid, que per al nostre exemple sén:

A1 1

P = (E+C;+ C§+G1+62+G3)

o|

E
P =%(2E-C;-C§)

A causa que per a representacions monodimensionals els dos tipus
Ar A
d’operadors sén iguals (P~ '= P111 en el nostre exemple), en aplicar el

primer operador sobre h; i comparar amb la base de la
representacio irreductible obtenim, com més amunt:

1
s=—(hy+hy+h
V?(1 2t hy)

En aplicar el PE sobre aquest mateix hibrid obtenim

E 1
P hy=5(2hqy-hy-hy

Ja hem esgotat els projectors i ens falta un vector de base de la
representacié E. Prenem un altre hibrid, per exemple hy i li

apliquem el projector. Obtenim

E 1
P hy=z(2hy-hs-hy)
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Els dos vectors obtinguts son linealment independents per la qual
cosa formen una base d’E. Tanmateix no sén ortogonals entre si. Per
a poder comparar-los amb el parell (py, py) caldria que ho foren. En

conseqiiencia hem d’ortogonalitzar aquesta base previament a fer
I'esmentada comparaci6. L'ortogonalitzacié ens porta al resultat
previzi:

T=@hi-hoehg) ; (hp-hy

La resta és idéntica al que ja haviem vist anteriorment.

Exercicis:

Trobeu els orbitals hibrids sp3 (utilitzeu el grup T).
Trobeu els orbitals hibrids dsp? (utilitzeu el grup Ds).

6.3. Aplicacio al calcul d’orbitals moleculars.

L’aproximacié Hiickel-MO és el metode quimic-quantic d’estudi de
I'estructura m-electronica més simple de tots. En aquest meétode
I'obtencié d’orbitals moleculars i energies orbitals passa per la
soluci6 de I'equacié:
Hijj=a
=0; 0ny Hj =P si(i,])son veins
H j; =0 si (i, j) no sén veins

i - e 53

0ij és el delta de Kronecker. Amb el canvi de variable x=(a—¢)/B, i
particularitzada per al benzé, I'equaci6 anterior queda:

31En  realitat existeixen infinites possibles maneres
d’escollir una base ortogonal en un espai bidimensional
(n-dimensional). El1 que varia és 1l’orientacid dels eixos.
Dita eleccid és arbitraria. Com a conseqléncia existeix
una arbitrarietat en la definicidé dels orbitals hibrids.
L'eleccid d’'una base ortogonal o d’una altra es tradueix
en una o altra orientacid dels orbitals hibrids en
1l'espai.



x 1 0 0 0 1
1 x 1 00 0
01 x 1 0 0
001 x 100
000 1 x 1
1000 1 x

cosa que doéna lloc a una equacié polinomica de grau sis, les
solucions de la qual sén x = +1, +1, £2. La substitucié de cadascuna
de les quals en I'equaci6 de valors propis (H—&xI)Ck =0, ens déna
els coeficients Cy del k-éssim MO.

L’esmentat exemple posa de relleu la dificultat practica en
I'aplicaci6 del metode Hiickel. Fins i tot per a sistemes de pocs
electrons la solucié requereix 1'ts d’ordinadors.

La simetria simplifica el procés (fins i tot de vegades es pot obtenir
directament el resultat final sense fer calculs). En el cas del benze, el
grup de simetria molecular és el grup Dgh. De vegades resulta més
senzill fer as d’algun subgrup. Com a exemple invoquem tot seguit
el grup D¢ en el cas del benze.

El conjunt de 6 orbitals atomics p, situats sobre els nuclis de carboni
constitueixen la base d"una representacié reductible de De.

De | E | 2G| 2G| & | 3¢, | 3¢C%
6 | o | o | o | 2 ] 0

La descomposicié de I com a suma d’irreps. és:
=A@ B, ®@E; ®©E;
Els operadors de projeccio sobre les esmentades irreps. sén:
A, E+Cé+Cg+C§+C§+C2—

P2 =
—C'Hr(1H-C'2(2)-C'2(3)-C" (D-C"2(2)-C"2(3)

By E-Cg-Cp+C3+C3-Cj-
—Ch(D-C2(2)-C203)+C (H+C"2(2)+C"2(3)

P
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etc.

Els MOs {¢; }Jadaptats a la simetria molecular els obtenim projectant
els orbitals atomics AOs {¢; }:

PA2¢1 =2 (91 + 02 +03 + 04 + 05 +06)=01
PP29; =2 (01~ 02+ 03 —04 +05—06)=02
PPlo1 =201 +¢2 —03-204 —ds +06 =93
PP oy =01 +202+03 —04—2 05— 06 =04
P 291 =201 —02-03+2 04 — 5 — b6 =05
P"207 =01 +202 03 —04 +2 5 — b6 =g

Cal dir que el métode de projeccié no ens assegura 1’ortogonalitat
de les projeccions efectuades sobre un mateix subespai. Aixi @3 no
és ortogonal a ¢ 4. Tampoc @5 ho és a ¢6. En general si un vector v
no és ortogonal a un vector w podem definir w'=w - <v|w> v el
qual si que és ortogonal a v (amb <v|w> denotem el producte
escalar dels vectors v i w). Aquest metode d’ortogonalitzacid
s’anomena de Smith. Hi ha també l'anomenada ortogonalitzacié
simetrica que substitueix dos vectors no ortonormals de norma
unitat per la seva semisuma i semidiferencia, que sén ortogonals :

Finalment, cal imposar la normalitzacié6 al MOs. Amb tot ago els
MOs adaptats a la simetria del benze resulten ser:

‘Pl(A2)=ﬁ (d1+02 +03 + 04 + b5 +06)
‘1’2(E1)=ﬁ (01 -02 =203 —da + d5 +206)
W3(E1)=13 (01 +02 — 4 —¢5)

‘1’4(E2)=2—\l/§ (01 +92 —203 +da +d5 —2¢¢)
Ws(Ez) =7 (41 - 62 +d4 —05)

‘P6(Bz)=ﬁ (01— 02+ 03 —ds +d5—0¢)



Aquests MOs diagonalitzen la matriu hamiltoniana, els elements
diagonals de la qual ens proporcionen directament les energies
orbitals. Es proposa com exercici que comproveu que:

Hpp=(¥1| H| ¥1) =0 +2B
Hyp =H33 =(¥3| H| ¥3) =0 +B
Hu4 =Hss =(Ws| H| ¥s)=a-B
Hee =(Ws| H| W) =0 — 2B

Cal assenyalar que, en general, la simetria permet bloquejar la
matriu hamiltoniana en blocs corresponents a les distintes simetries.
La diagonalitzaci6 de la matriu es resumeix, doncs, a la
diagonalitzaci6 dels blocs separadament. El que es un gran
avantatge des del punt de vista computacional.

Exercicis: Feu ts del grup D3 en la obtencié del MOs del cicleprope.

Feu s del grup Cy, en I'obtencié del MOs del radical al 1il.

7. Grup simetric S,,.

El grup simeétric Sp és el grup de les permutacions de n
objectes. La seva importancia en fisica deriva del fet que el grup de
simetria de ’hamiltonia de sistemes de particules identiques conté
el grup Sn com a un subgrup. (Si etiquetem 1,2...n als electrons d’un
sistema atomic o molecular, el conjunt de les seves permutacions
forma un grup finit d’ordre n! que anomenem Sp).

Sn és especialment important (també) des d'un punt de vista
matematic en virtut de I’anomenat teorema de Cayley que diu que
"qualsevol grup finit d’ordre n és isomorf a un subgrup de Sp".
L’esmentat teorema limita enormement la tasca de trobar
estructures independents del grup d’ordre n. Pero no és el nostre
objectiu fer aci matematica formal; per a aix0 remetem el lector
interessat en aquests aspectes matematics a la pagina 16 del
Hamermesh i a les referencies que s’hi indiquen.
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7.1. Permutacions.

Comencem per representar una permutacié de quatre elements
1,2,3,4, on s’intercanvien 1 per 4, 2 per 1i 4 per 2, mitjangant:

1234
4132

Cal notar que (142) (3) podria ser una notaci6 alternativa i més
compacta de la mateixa permutaci6. Per una altra banda sembla
natural simplificar aquesta segona notacié eliminant els indexs que
no permuten (cicles de dimensi6 1). D’aquesta forma escrivim:

1234
(4132) = (142)(3) = (142)

Anomenem transposicié a l'intercanvi de 2 objectes d"un conjunt
de n objectes. Una transposicié es podra, doncs, representar
mitjancant un cicle de dimensi6 2. Aixi, (12) és una transposicid, ja
que canvia 1 per 21 2 per 1 deixant 3,4...n fixos.

Si sobre l'expressié A = x12 xp x3 + 2 xp2 x3* fem actuar la
transposicio (12) resulta:

(12) A =x92 x1 X3 + 2x712 x3%

Considerem ara la permutacié (123) (45). Com que els cicles
que la componen no tenen cap element comu es facil comprovar
que (123) (45) = (45) (123). També podem vore facilment que (123) =
(231) = (312).

Qualsevol cicle pot descompondre’s com a producte de
transposicions. Considerem el producte (23) (12) actuant sobre un
conjunt [a] ap a3 ag...]

(23) (12) [a1 ap a3 a4...] = (23) [ap a1 a3z ag...] = [az a1 ap ag...]
Cosa que equival a fer actuar el cicle (132). En efecte:

(132) [a1 ap a3 a4...] =[az a1 a2 ag...]



Reordenant adequadament s’observa l’equivaléncia:
(23) (12) = (32) (21) = (321) = (132)

El producte de permutacions inverses generen |’element
neutre. Aixi comprovem que:

(12) 21) = e

(123) (321) = (12) (23) (32) 1) = (12) e (21) = &

Altres exemples de permutacions i la seva descomposici6 en cicles:
(12) (23) (12) = (123) (12) = (312) (21) = (31) = (13)

també

(12) (23) (12) = (12) (32) (21) = (12) (321) = (12) (213) = (12) (21) (13)
=(13)

Un cicle d’ordre n es pot descompondre com a producte de (n-1)
transposicions. Aixi:

(12345) = (51234) = (51) (1234) = (15) (4123) = (15) (41) (123)
= (15) (14) (312) = (15) (14) (31) (12) = (15) (14) (13) (12)

En general: (12..n) = (In)....(13) (12).

Aquest conjunt de (n-1) transposicions poden ser considerades com
generadors del grup Sn.

Si existeixen elements repetits en els cicles sempre podrem
reescriure’ls de forma més compacta. Per exemple:

(12) (324) = (12) (243) = (12) (24) (43) = (124) (43) = (1243)

Podriem afegir, per acabar, un parell de definicions relatives a
les permutacions:

- Una permutaci6 s’anomena parell si es pot descompondre
com a producte d"'un nombre parell de transposicions.
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- Una permutacié s’anomena imparell si es pot descompondre
com a producte d"un nombre imparell de transposicions.

Aixi, la identitat és parell: (2) = (121) = (12) (21). També és parell la
permutacio (123) (45) (67) = (12) (13) (45) (67).

7.2 Classes.

La relaci6 d’equivalencia entre elements d'un grup G
s’estableix de la manera segtient: siguen p i g dos elements de
I'esmentat grup. L'element p esta relacionat amb g (és conjugat o
pertany a la mateixa classe) si existeix un element t que pertany
també a G, de manera que es compleix

En aquesta relacié déiem que g és conjugat de p sota . També pot
dir-se que g és el transformat de p per . N'hi ha prou a agafar t com
la identitat per adonar-se que g és el conjugat de si mateix.

L’anterior relacié entre elements compleix, de fet, tots els
requeriments per ser una relacié d’equivalencia:

(1) Reflexiva: a~a
Enefecte: eael=eae=ea=a
(2) Reciproca: Sia ~ b, aleshores, b ~ a

Enefecte: tlat=tltbtlt=b

(3) Transitiva: Sia~bib ~c, aleshores,a~c

Una relacié d’equivalencia permet separar un conjunt en
classes disjuntes d’elements conjugats.

Sabem que en un grup abelia cada element forma una classe per si

mateix, ja que per a qualsevol a, b, succeeix que b a bl= a.
Tanmateix, I’element identitat de qualsevol grup forma classe per si
mateix.



En el cas de Sn pot comprovar-se que totes les permutacions

que pertanyen a una mateixa classe presenten la mateixa estructura
de cicles.

Descomponem una permutacié b en cicles, de manera que en la
descomposicié trobem vq cicles d'1, vy cicles de 2...v, cicles de n.
L’estructura seria:

(v) = (1V1 2¥2..n"n)

Si anomenem Cj els cicles de la permutaci6 b, aleshores

escrivim que:2 b =Cy C..Cyy, onb” = vy + vp +.... vp.

Sabem que una permutacié de Sp opera amb n simbols. Si
escrivim la permutaci6 com a producte de cicles independents
(sense elements comuns), hi haura vq cicles d'1 element, v, cicles de

2 elements, etc., de manera que:
+ 2vo + = e 7t
vi+2vy +..nvy=n. vj €

Les distintes solucions senceres d’aquesta equacié es corresponen
amb les distintes particions del namero n que etiqueten, doncs,
les distintes classes. En efecte, si escrivim:

Vit Vvot..vhp=2M
Vo ..V = A0

Vh = Ap
tenim que A + Ay +.... Ap =1y A € Ap 2.... Ay 2 0. L'explicitaci6 de la
corresponent particié [A] de n, [A] A2... An], és una forma

alternativa i equivalent d’expressar la classe (v) = (1Y1 2Y2..n"n).

Vegem diversos exemples del que hem vist fins ara.

1. Elements conjugats t b t'1 = a:

32Cal remarcar que els indexs 1,2...b' no fan referéncia al
nombre d'elements del cicle, tan sols es compten els
cicles que hi surten: primer, segon, tercer... cicle de la

permutacid.

(12) (23) (21) = (123) (21) = (312) (21) = (31)
tenim que (23) és conjugat de (13)
Un altre exemple més complex:

34512(121453/145123
123451(45123)(12345)_(12345)/12345)_
34512(153214/145123 34512153214

(53214)(12345):(12345

(24135)(12)(345)(53142)=(12345)(12345)(12345)

25431)\53214 25431):(125)(34)
2. Classes [A] d'un grup (S3)

[3]. El neutre és classe per si mateix e: (1) (2) (3) 1 element
[2 1]. Transposicions: (12); (23); (13) 3 elements
[13]. Cicles de tres: (123); (132) 2 elements

total 3 classes

Les classes [A] de Sy son:

[4].- e: (1) (2) 3) (4) 1
[31].- Cicles de 2 : (12); (13); (14); (23); (24); (34) 6
[22].- (12) (34); (13) (24); (14) (23) 3

[212].- (123); (132); (124); (142); (134); (143); (234); (243) 8
[14].- (1234); (1243); (1324); (1342); (1423); (1432) 6
total : 5 classes.

Per calcular el nombre de permutacions d'una classe,
considerem I'estructura de cicles:

V=0 0 V2= () ()l -



Amb 7 elements poden fer-se n! ordenacions.

- Totes les ordenacions (vq!) dels cicles d’ordre 1 sén
equivalents.

- Totes les ordenacions (vp!) dels cicles d’ordre 2 sén
equivalents.

L’ordenaci6 (12) és equivalent a (21). Si hi ha v cicles d’ordre

2, hi haura 2V2 ordenacions equivalents. Per exemple:

/(12)(34)(56) (12)(43)(56) (21)(34)(56) (21)(43)(56)\ 2% x 2= 23
\(12)(34)(65) (12)(43)(65) (21)(34)(65) (21)(43)(65)/

- Totes les ordenacions (v3!) dels cicles d’ordre 3 sén
equivalents.

Cada cicle d’ordre 3 presenta rotacions cicliques equivalents .

(123) ~ (231) ~ (312) 3 equivalents.
Si hi ha nj cicles de 3, hi haura 3 x 3 x 3 ... = 3V3 ordenacions
equivalents. Aixi doncs, el nombre d’elements de cada classe sera:

n! n!

v v v B .V
1Tv1272voln v b T 7 vy!

Per exemple Sy:

En resum:

Partici6 Estructura de cicles Cardinal classe =~ Exemple
[4] (14) 1 e
[14] (41) 6 (1432)
22 (22) 3 (14)(32)
[212] (1131) 8 (132)
[31] (1221) 6 (12)

7.3. Diagrames de Young.

El namero de classes conjugades de Sn és igual al nimero de
particions de n, també és igual al nombre de representaciones
irreductibles del grup. Existeix una construcci6 diagramatica
(tableaux de Young) que permet determinar les dimensions de cada
classe.

En correspondéncia amb cada particié [A] = [A1 Ao.... Ay] pot
construir-se un grafic regular S; consistent en Aq celles en la
primera linia, A, en la segona... fins a A, cel les en I"tGltima. Com és

obvi (per la forma de realitzar la partici) el nombre de cel les en
cada linia ha d’ésser igual o menor a la immediatament superior:

| A, Ex. Particia [2 12]
s |

2
1

1

Si ara escrivim els nameros 1,2..n en les cel les, s'obté un

diagrama TI* de Young estandard. La regla fonamental per a la
seva construccié és que els nameros es col loquen de forma que
s’incrementen en baixar en una columna i en avancar en una fila.

En l'exemple anterior tenim les segiients possibilitats
d’aplicacions regulars:

12 13 1 4



3 2 2
4 4 3

El teorema de Young diu que la dimensié n) de la representacié
irreductible (IR) denotada per la partici6é [A] ve donada pel namero
de diagrames de Young estandard T1[7”],...Tnk[7‘] que poden ser

construits sobre els tableaux Sy..

Sabem que en grups finits, el nombre de classes coincideix amb
el nombre de representacions irreductibles. Els diagrames de Young
etiquetaran les esmentades representaciones irreductibles. Com a
exemple construirem els diagrames del grup Sy.

IR Diagrames de "r'-::ung Dimensia
[4] 11234 1
1 11213 11314 124 5
[ ] | 2 3
1|2 1 (3
22 2
[2%] 314 214
1|2 14 113
[212] 3 Z 2 3
3 4
1
2
4 1
[1%] 3
4

Es important remarcar la connexié que existeix entre particions
associades o conjugades. Dues particions que s’obtenen mitjangant
intercanvi de files i columnes del diagrama de Young, per exemple

[4] i [14], [31] i [2 12], sén conjugades entre si, i tenen identica
dimensi6. La particié com [22] és autoconjugada.
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G W%y 2y A3
parell imparell parell
[3]1 11
[21] | auboon]. conjugades

[1%] %

By W14y Sz® e Han &
parell  imparell parell parell imparell
[4] IT1T11
[31] L] conjugales
[22] autoconjugads
2] [
m H

7.4. Taules de caracters.

Per construir les taules de caracters apliquem les regles que
deriven del teorema d’ortogonalitat (vegeu I'apartat de
representacions de grups i teoremes d’ortogonalitat).

Comencem per Sp: hi ha dues classes — hi haura dues
representacions irreductibles. El nombre d’elements ¢ d"un grup ha
d’ésser igual a la suma dels quadrats de les dimensions de les
representacions irreductibles. Aleshores 2 = o2 +82 s a=p=1.
Tenim dues representacions unidimensionals, la totalment simetrica
[11 = [2] i la totalment antisimétrica E| = [12]. Les ortogonalitats
verticals i horitzontals donen lloc a :

la+1b=0;1(1-a)+1(1-b)=0.



En conseqtiencia la taula que resulta és:

By 1012y Lz

[£] 1 1

[1%] 1 -1

Considerem ara S3:

Desdeg=6= 12 + 12 + 22, inferim que hi ha dues representacions
irreductibles (irreps.) d’ordre 1, i una d’ordre 2.

Sempre hi ha la totalment simeétrica (11 1).
Per ortogonalitat, I’antisimetrica ha de ser (1, -1, 1).

Com que el caracter de la identitat coincideix amb la dimensi6 de la
representacié — la identitat de [2 1] és 2.

Considerem I'ortogonalitat de files i columnes:
1-1+2x+1(-1)=0 —» x=0
1-1+2y+1-1=0 - y=-1

columna 1 - columna 2

columna 1 - columna 3

Amb tot a¢o tenim:

= 1013 2 1 {3

[3] 1 1 1
[=1] = ] -1
[15] 1 -1 1

Dels resultats precedents es pot inferir que:

1. Les representacions d’igual dimensié (conjugades) tenen identics
caracters en las permutacions parelles, i sén de signe oposat en les
imparelles.
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2. Les representacions autoconjugades tenen caracter nul en
permutacions imparelles.

Considerem ara el cas més complex del grup Sy.

2, L4y S21% Fzh sy S
[4] oo
[31] 30w oy oz ok
[22] 2 0 & b 0
[2 ] ooy z K
[14] S B (I

g=24=12+32+22+32+12
2:1+3(@1)+8(-1)=0 > 2+3a+8b=0—> ab<3 > a=2,b=-1
1-1+3y+2a+3y+(1-1)=0>6(1+y)=0 > y=-1
1-1+3z+2b+3z+(1-1)=0 > 6z=0 — z=0

3+6x+3y+8z+6k=0 - 6x+6k=0 —> x=-k

1-1+kx+kx+(-1)(-1)=0 - 2(1+kx)=0 —» |x|=]k]|=1
per exemple. x=1, k=-1

Per tant:



B4 M1ty P2a® YEh fan S
EEEE S TR R LI H
ime 301 -1 0 -
2 0 2 -1 0 T e O
— 3 -1 - 0 1 Conjugades
H R T
- Autoconjugada

El meétode que hem seguit per construir les taules de caracters
resulta cada volta més complex. Al final del tema donem unes
regles per a la construcci6 de las taules basades en l's dels
diagrames de Young. (Per a més detalls vegeu Coleman, A.J. "The
Symmetric Group Made Easy", Advances in Quantum Chemistry,
vol. 4, p.83).

7.5. Producte de representacions irreductibles de S,..

A la secci6 5.7 vam demostrar que per al cas de qualsevol grup finit
amb caracters reals, el producte tensorial de dues irreps. distintes
donen lloc a una representacié reductible, la descomposicié de la
qual conté la representacié totalment simeétrica si i tan sols si es
multiplica tensorialment una representacié per ella mateixa.

Aquest teorema general també s’aplica, obviament, al cas del grup
simetric. Perd0 addicionalment aquest grup respecta un segon
teorema que té, en particular, molta utilitat en mecanica quantica de
sistemes fermionics:

La descomposicio del producte tensorial de dues irreps. del grup simetric
conté la irrep. totalment antisimetrica [1"] si i tan sols si ambdues son
duals. Si aquest és el cas, la multiplicitat en que apareix [1"] és 1.
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Per demostrar-ho recordem que:

-El caracter de la representacié reductible producte tensorial de les
irreps. puiv és: M@y =M ) 1Y (P)

-El caracter de l'irrep. [1"] és: X[ln](P) =(-1)° )

-Les irreps. duals tenen els caraters relacionats: X ") =DM P)

Ago, juntament amb I'equacioé de la secci6 5.3, demostra el teorema:

=LY ey
i P
=Lyt E V@ P
P

=Lt @) 1V (P =54
P

on la darrera igualtat deriva del teorema d’ortogonalitat de
caracters.

7.6. Funcions d’espin com a base de representacions del grup S,.

Per a un electré hi ha dues funcions d’espin {a, B}. Dos electrons
poden estar amb espins parallels (ao (up) i BB (down)), o
antiparal lels (af i Ba). No hi ha més possibilitats. En total hi ha
quatre funcions {ao, of, Pa,pPp} que generen un espai
tetradimensional. Espai construit com la segona poténcia tensorial
de I'espai d’espin monoelectronic generat per {a., 3}.

Podem utilitzar aquest espai com base d"una representaci6 del grup
simetric de permutacions de dues particules S,. Els operadors de
projecci6 sobre la representacié simetrica [2] i antisimetrica [1?]
d’aquest grup ens permeten trobar les funcions adaptades
permutacionalment. Obtenim 3 funcions simetriques (triplet) i una
antisimetrica (singulet):

[2] — {oa, (af +Po), BB} S=1



[1?] > {oB - Bal 5=0
on S representa el moment total d’espin.

Per 3 electrons la base és {aaa,aap,apa,Boc,opB.pap.BRa.BRR}. Els
operadors de projeccio ens permeten adaptar-laa S 3:

B] — {ooa,(aop+apot+Po),(apB+Pap+PPRa),RP} S=3/2
[21] = {Qaap-apa—-Poa),2app-Rap-pRa)} 5=1/2

- {(afoa-Poa),(Bap-PpRo)} 5=1/2
obtenim un quadruplet i dos doblets. Noteu que:

a) Les irreps. representades per tableaux de Young de més de dos
files no han aparegut.

b)El nombre de multiplets ha resultat igual a la dimensi6 de la irrep.

e.g. (3 electrons) simetria [3] hi ha 1 quadruplet (5=3/2).
simetria [21] hi ha 2 doblets (5=1/2).

e.g. (4 electrons)  simetria [4] hi ha 1 quintuplet (5=2).
simetria [31] hi ha 3 triplets (5=1).
simetria [22] hi ha 2 singlets (S=0).

Aquests son dos resultats generals.

Per induccié també podem demostrar que el conjunt de funcions
d’espin {|SMk>, k=1,2...,t} s6n base de la irrep. [a,b] del grup de
permutacions de N electrons, on: f és el nombre de multiplets
d’espin total S, a - b =25, a + b =N (nombre d’electrons).

Per exemple s6n bases de [21] :

{Qoap-apo—Paa), (apoa—Pac)l= {| ‘é ,%, 1>, | %,‘é ,2>} base;

{QapB-Bap-BBa), (Bap-ppa)= {13.-3.1> | 3.-7.2>} base,

Com que resulta que {Osmk(c) = |SMk>, k=1,2...f} és una base
completa a l'espai de funcions d’espin, qualsevol funcié ®sy(r,o)
propia de S2 i S,, podra expressar-se en funcié6 d’aquesta base amb
coeficients que depenen de la posici6 (1):
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f

DM (1,6) =2, Xsm(T)- Oy ()
k

Aquesta conclusié té una conseqiiencia practica interessant: com el
principi de Pauli diu que ®sy(r,0)ha d’ésser antisimetrica, aleshores

les funcions Ospk(o) i Xsmk(r ) han d’ésser duals.

;Que vol dir ago? Considerem el cas de dos electrons i fixem-nos en
la part orbital. Imaginem que tenim una base orbital de funcions
{di(r), 1=1,2..M}.

Els electrons poden ocupar el mateix orbital, ¥ = ¢;(1)d;(2), o estar
en orbitals diferents, ¥ = ¢;(1)$;(2)-

La funci6é ¥, per al cas de dos electrons a un mateix orbital, és
simetrica respecte de l'intercanvi d’electrons. La funcié d’espin
associada ha de ser la dual. En aquest cas, I’antisimeétrica, que per a
dos electrons és la funcio singlet (S = 0). Aquest resultat esta d’acord
amb el fet que dos electrons no poden tenir els quatre ntiimeros
quantics iguals, de la qual cosa inferim que els electrons han d’estar
antiparal lels (i.e., 5=0). La funci6é d’ona completa sera:

Yoo (1,2)=[9i (D9; ()] [(a(DB(2) = B(Dau(2))]

Considerem ara el cas d’electrons en orbitals diferents. Aquesta
funci6 orbital no té simetria permutacional. Amb l'ajuda dels
operadors de projeccié Pl*l=(e) + (12), obtenim les combinacions
simetrica i antisimetrica. El principi de dualitat ens permet escriure
les funcions d’ona completes:

a) singulet:

Foo(1,2)=[0i (D9;(2) + 0 (i (2)]- [((DB(2) — B(1)au(2))]

b) triplet:
a(l)o(2) M =1
Yim (1,2)=[9i(D9j(2) = ¢0;(Di(2)] -1 a(DB2) + B(Do(2) M =0
B(DB(2) M =-1



Com a exemple complementari escrivim les components +1/2 dels
doblets per a un sistema de 3 electrons. (Ometem els factors de
normalitzacié). L'obtencié dels segiients resultats fent as del dels
corresponents operadors de shift és un magnific exercici (els

elements de matriu que fan falta poden trobar-se en Hamermesh p.
224ss.) .

Funcions d’espin:
—; —;‘ 1> = 200B —apa —Poa
O, =| %,%,2> = afa - Poa
Funcions orbitals (ijk representa ¢i(Do;(2)dx (3)):

11 = ijk +jik — 3 ikj — 5 kii - 3 jki — 5 kij
vy =ikj — kji + jki — kij

& =ik — jik + 3 ikj + 2 kji — % jki — 2 kij
&1 —lkj—kjl—]k1+klj

Funcions d’ona total (¥ =) kO ):

‘Pl_ll(l,Z, 3)=(x101 +%202)
‘Pl 12(1 2,3)=(§101 +5207)

7.7. Reducci6 de simetria.

Considerem les permutacions de tres objectes {(abc); (ab) (c) ;
(@) (b) (c)}. Si fixem un objecte generarem les permutacions de dos
tnics objectes. Per exemple fixem c:

(@abc) # en aquest cas, impossible
(ab) (c) — (ab)
(@) (b) (c) — (a) (b)
Es a dir: S3 — So
(3) #
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21 - (2)
S &
operacions que es mantenen

En fixar un objecte, les permutacions de S4 baixen a Ss:

(abcd) #

(abc) (d) — (abc)

(ab) (cd) #

(ab) (c) (d) - (ab) ()

@® @ - (a)b)()
Podem escriure que:

S4 S3

(4) #

31 — ©))

(22) 7

(212 - 21)

(14) - (13)

Vegem com es descompon una representacio irreductible en baixar
en simetria. Considerem el cas de la irrep. ['=[2 12]: per inspecci6
tenim que [2 12] és reductible en Sz, i, sense que calga aplicar les
férmules de descomposicid, és facil vore que:

r=[R21]e[13]

Hi ha una forma rapida de calcular la reduccié de simetria amb
I'ajut dels tableaux de Young. La regla que apliquem és que:

"En reduir simetria, eliminem un quadre, el més baix i més a la
dreta":

L’exemple anteriorment resolt, [2 12] de Sy — S3:



SR Eﬁ

Podem anar baixant successivament de simetria, mitjancant
'aplicaci6 reiterada de la regla:

;0
_'l = L
- | E . H [212134% 2[12]+[2]ens2
2, - B, = 5,

7.8. Productes externs.

Per entendre el significat del producte extern de
representacions considerem que tenim dos sistemes separats. El
primer conté les particules 1,2,3 i el segon les particules 4,5,6. Si els
sistemes son independents, classificarem els estats dels sistemes
separadament, segons les irreps. de S3. Imaginem que tenim un
nivell d’energia degenerat [2,1]. Suposem que els sistemes
interaccionen. Cal classificar els estats del sistema global segons les
irreps. de Se. El producte extern de les bases (bidimensionals) déna
lloc a una nova base (tetradimensional). La base producte inclou sis
coordenades i pertany, doncs, a Sg, perd no hi ha cap radé per ser
base d'una irrep., sin6 que en general l'espai que genera sera
descomponible com a suma directa d’espais estables sota Sg. Cal
adonar-se que el que estem fent aci és un poc l'inrevés de 'apartat
anterior. Per a detalls concrets sobre el producte extern vegeu
Hamermesh p. 249 ss).
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8. Poténcies de representacions irreductibles.

8.1. Segona poténcia. Parts simetrica i antisimeétrica.

En l'apartat 5.6 vam abordar l'estudi del producte de
representacions. Hi vam veure, en particular, que si el conjunt de
funcions {f; i=1,2,..1)} constitueix una base de la representaci6
irreductible p i el conjunt de funcions {gj i=1.2,...\} constitueix una

base de la representacié irreductible v, el conjunt format pels
productes d’aquestes funcions {f; g; i=1,2,...1,, j=1,2,..1} s6n base d'una
representacié a priori reductible que pot ser descomposta com a
suma de representacions irreductibles. ;Perd0 queé passa si
considerem el producte del conjunt de funcions {f; i=1,2,...I,} per si
mateix, és a dir, la seua segona potencia?

Considerem-ne un exemple. Siga el parell de funcions (x,y)
que son base de la representacié irreductible E del grup Czy. Els
seus caracters, juntament amb els de la seua segona potencia, (que,
d’acord amb el que vam veure en l'apartat 16, son simplement el
quadrat dels caracters de la representacié E) vénen donats a
continuacio:

Cs, | E 2C; 3o,
E |2 -1 0
EQE | 4 1 0

Podem descompondre aquesta tltima representacié reductible
—fent Gs de la férmula deduida en l'apartat 53— com a suma
d’irreductibles:

E®E=A1®A2®E

Hem descompost I'espai tetradimensional (vegeu el caracter
de la identitat de la representacié producte E®E) com a suma de dos
espais monodimensionals i un bidimensional estables i
irreductibles.

Vegem ara que succeeix amb les funcions de base. Els
productes ordenats, base de la representacié EQE son els segiients:

{xx, xy, yx, yy}



Si x i y son nameros o en general magnituds el producte de
les quals és commutatiu, es té que x y =y x, per la qual cosa sols tres
d’aquestes funcions sén linealment independents i, per tant, el
conjunt de funcions de la clau anterior expandeix un espai
tridimensional.

Si en lloc de considerar el producte d'un espai per si mateix,
jo hagués considerat el producte de dos espais distints de la mateixa
simetria, (Ey, Ey) i (By, By) 'espai producte seria tetradimensional.

Com veiem existeix una diferencia radical entre la
multiplicaci6 d'una base per si mateixa i la multiplicacié de bases
distintes de la mateixa simetria. Dita diferéncia apareix quan
'ordenaci6 dels factors de la base producte no és significativa, és a
dir, quan es presenta simetria permutacional.

Les operacions de permutacié que afecten dos objectes (hi ha
dos elements en els productes xx, Xy, yx, yy) son la identitat i la
transposicié. El conjunt d’aquestes dues operacions {E, Py}

juntament amb la llei “aplicacié successiva de permutacions” té
estructura de grup. Aquest grup és, a més, isomorf al grup de
simetria puntual C; (format pel neutre i la inversio), cosa per la qual

ambdoés presentaran la mateixa taula de caracters. L’esmentada
taula és la segtient:
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[2] 1 1
A 1 -

On simbolitzem la representacié totalment simetrica com [2] (a
vegades s'usa [+] per referir-se a aquesta representacid) i la

antisimetrica com a [12] (a vegades usarem [-] en el seu lloc).

Assumim de moment que x y #y x (e.g. que segons la seua
posicié en el producte es referisquen a coordenades de mobils
distints: x(1)y(2) # y(1)x(2)). Descomponguem aquest espai en una
part simetrica i en una altra antisimetrica amb ajuda dels operadors
de projecci6 de Sp:
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t_ 1

P =5(ExPy)

El resultat a que arribem és el segtient: I'espai simetric és
expandit per les funcions { x2, xy + yx, y2}. L’espai antisimetric és
expandit per la funci6 {xy - yx}.

o A
Fem ara ts dels operadors de projeccié del grup Cy, P

P Az, p- per subdividir cada un d’aquests subespais. El resultat on

s’arriba és (comproveu-ho):

2, 2
o Xty - A
simetrica
2 2
XYoL E
Xy + yXx
antisimetrica Xy-yx — A,

A manera de resum dels resultats obtinguts escriurem el
seguent:
EQE=A, ®[A] ®F

on tots els subespais inclosos dins de [ | s6n antisimetrics respecte
de la permutaci6 de factors de la base producte. La resta de
subespais (no inclosos entre claudators) son simetrics respecte de
dit intercanvi.

En resum, hem vist un exemple on és possible
descompondre la segona potencia d’una representaci6 irreductible
en dos subespais estables sota la simetria permutacional (simetric i
antisimetric). Cada un d’aquests subespais es descomponible,
alhora, en subespais estables sota simetries espacials. Es a dir,
existeix una doble i simultania descomposicié. A l'apendix 3 de
Herzberg (1966) hi ha taules dels productes de representacions
irreductibles, en particular dels quadrats. Aquests es presenten
separant la seua part simetrica i [antisimeétrica].

En l'apartat segiient (que es pot obviar en una primera
lectura) es demostra que dita partici6 sempre és possible. A més
s'aborda el problema de n-ésimes potencies de representacions
irreductibles.



8.2. Poténcies superiors de representacions irreductibles.

Segona poténcia

Siga {¢ ﬁ } una base de la representaci6 irreductible p del grup (G,*) i

siga R € G, Anomenarem (¢4, ¢*,) al producte tensorial>* dels vectors

¢fi¢’k',

Si (¢ :J (0] E) és un tensor, el resultat d"aplicar-li I'operador R,2 sera:
R (6%0,) = (6]} )o5 0D, (R

i al seu simetric
R (o 00) =26 07Ol TR

ja que R, és lineal, la igualtat es manté per a la suma i la resta de les

expressions:

R (0500 = (00D ]=X(e]07) { DfRp 0 = DD (R |

= 2(07.07){ Py RO LR £ Dy RIDTR |
(ja que els indexs 1,j sén mdexs muts).

Sumant les dues expressions i reordenant:

zfeuz[(¢?,¢i) +(¢.0") ] jZl{(¢:i¢*f) £ (4.0°) H{ D\ mpy R £ D (RIDYR)

>3gi es tracta de funcions d’ona monoelectrdniques, (%, o) =

M(2), el producte tensorial representard el producte de les

dues funcions aplicades sobre la particula 1 i

respectivament. Es clar que aquest producte en general no és

commutatiu.

L’expressi6 ens demostra que el subespai generat pels tensors
del tipus (¢%, " )+(94,, ¢%) —simetrics a les permutacions de
subindexs— resulta invariant a les operacions del grup, aixi com
aquell generat pels (¢4, oH)-(0%, ¢o*) —antisimetrics. Cada un
d’aquests subespais correspon a una representacio irreductible de
Sp. Aixo vol dir que hi ha una base de u2=px (segona potencia
tensorial de la representacié p) els elements de la qual sén també
base de les representacions irreductibles de S,. La representacié u2
quedara partida en dues representacions adaptades a Sy.

Recordant la taula de caracters, a partir de I'expressi6é anterior,
obtindrem els caracters per a cada una de les representacions
adaptades:

v ®)= %{ 4 (R)Dh (R)= DY (R)DY (R)}z% [Xﬁ(R)J_rXH(I@ﬂ

d’on obtenim el segtient resultat

Ew)= 2 [z () (®2)]
L2 [2@- w()]

Cas general

L’expressi6 general per a la potencia n-eéssima d’una
representaci¢ irreductible p adaptada a S, sera :

M- s Hoyme 110(R)

CeS,



on n és la potencia.
[A] representacio irreductible de S,.
l[k] dimensio de [2].
C classes de S,,.
mc nombre d’elements de la classe C.

«[M(C) traces de representacio irreductible [x] de S -
AR) traca de la representacié p del grup puntual.
Vi nombre de cicles de i elements de C.

Exemple de I'aplicaci6é d’aquesta férmula en un cas particular:

@)= 12 @)0(R) () w03 260w ()
2 @R AR

LI)-L b2 ®)-24(w)}

La demostracié6 d’aquesta féormula general pot trobar-se en ].
Planelles and C. Zicovich-Wilson, Int. |. Quantum Chem. 47 (1993)
319. L’aplicacié d’aquesta férmula pot arribar a ser enutjosa, per la
qual cosa és util disposar dels resultats de potencies de grups
tabulats (Taules molt completes de poténcies de grups poden
trobar-se en L.L. Boyle, Int. . Quantum Chem. 6 (1972) 725 ).

9. Grups de Lie.
9.1. Grup de la linia (C,). Grup SO(2). Generador infinitesimal.

Fins ara hem considerat grups amb un nombre finit
d’operacions de simetria. Hi ha objectes pero, com per exemple la
molecula de CO, que presenten una col leccié infinita d’operacions
de simetria. Al grup de simetria d’aquesta molecula lineal se
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o _¢/2

'anomena Cooy?¢ . Les operacions d’aquest grup sén {E, Cz, oy ~,
on ¢ € [0,2m)}.

Com que ¢ pot assumir el valor de qualsevol ntiimero real
de I'interval [0,2n), és immediat que a Cooy hi ha infinites operacions
de simetria. Ens trobem, doncs, enfront d'un grup infinit. Aquests
grups presenten algunes particularitats que caldria breument
comentar. En primer lloc subratllem l'estructura de grup que
'operacié * "aplicacié successiva d’operacions de simetria" dota la
col leccié d’elements de Cooy.

A més a més hi ha implicites unes certes relacions de veinat
entre els elements de Cooy. Més enlla de precisions matematiques, és
indubtable que intuim com veines dues rotacions C(¢1), C(¢2)
sempre que ¢1, ¢ siguen veins a [0,2rn), és a dir, sempre que ¢
pertanya a un interval de radi infinitesimal centrat en ¢;. Pero cal
també remarcar que mentre que 0 i (2n-¢)*s no sén veines a [0,27),
"intuim" que la rotacié C(¢p=0) és veina de la rotacié6 C(¢=2n-¢). En
altres paraules, a partir de relacions de veinat a la recta real
(topologia dels intervals de l'esmentada recta) i de certes
identificacions que assumim (0#2m, en aquest cas) construim unes
noves relacions de veinat per als elements del nostre grup. Es a dir,
dotem el grup d'una determinada topologia3s.

Aquest és el motiu pel qual anomenem grups topologics a
aquest tipus de grups. Sovint a la bibliografia hom pot trobar
'apel.latiu de grups continus per a referir-se a aquests grups de la
linia, l'esfera, etc. I és que una volta establerta la topologia podem
parlar de continuitat de la llei * entesa aquesta llei com una
aplicaci6, *: G * G —> G, la qual assigna un element c € G a cada
parell d’elements a,b € G. Es a dir: *(a,b)=a*b = ¢ € G. De la mateixa
forma podem parlar de continuitat de la inversi6 i, entenent per
inversi6 l'aplicaci6 i: G — G, que li assigna l'invers a cada element
del grupG:i(a) =a'l e G

34 A aquest grup se 1l’anomena també O(2), encara gue, com
veurem més tard, 0O(2) fa referéncia en realitat a un grup
isomorf al grup de la linia Coov.

35 ¢ é&s un infinitésim.
36 Deixem a banda de moment la formalitzacid matematica de
tots aquests conceptes.



Doncs bé, si un grup topologic presenta continuitat en » i

en i se 'anomena grup continu o grup de Lie.

Una formalitzaci6 matematica del que hem comentat
escapa als objectius d’aquestes notes. Tan sols indicarem aci que els
grups que ara estudiarem de la linia i I'esfera son grups de Lie. I
sense més preambuls tornem al fil inicial de la qiiesti6 que és

I'estudi del grup Cooy = {E, Ci), CZ_¢, 03, ¢ € [0,m)}.

Per tal de realitzar un estudi d’aquest grup ara el
representarem, (com hem fet habitualment al llarg dels temes
anteriors), fent ts de les transformacions de vectors de l'espai
euclidia tridimensional.

AK

-
—>

De seguida veiem que el vector k és estable sota Cooy, ja que,

~ ~

clk=0cdk=k

El vector k és, doncs, base d"una irrep. unidimensional de
Coov (representaci6 trivial, en la qual la matriu unidimensional (1)

representa totes i cadascuna de les operacions del grup).

Podem ara representar el grup sobre la base bidimensional
de vectors { 7, j }. Es immediat constatar I'isomorfisme:

. 1 Oj C¢ cos ¢ singd) 4 cos 20 —sin 20
Zlo 1) "7 —sin ¢ cos ¢ OV {_sin20 —cos 20

(Com hem establert les correspondéncies? Les grafiques segtients
ens ajudaran a veure-ho:
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a) rotacio:

tenim que:

1 cos ¢
M {O}Z{Sindj Ly - (coscl) sin(l)j

—sin¢ cos ¢

b) reflexio:

Tenim ara que:

1 cos 20
M ol | sin26 cos 20 —sin 26
, M = .
" |:O:|_ |:— sin 29:| - —sin 20 —cos 20
1] [ -cos26
Pot ser interessant comprovar que la correspondencia

respecta la llei de multiplicar del grup, i ens trobem, doncs, enfront
d’un isomorfisme entre grups.



. y o o_ (04D
Com a il lustraci6 efectuem el producte C, oy = o

operacio6 pot visualitzar-se facilment al segtient grafic:

. Aquesta

(0+9/2)

La imatge d’aco mateix pero en llenguatge de matrius és:

( cos ¢ sin (I)j ( cos 20 —sin 29) ( cos(20 +¢) —sin (20 + (I))j ~
—sin ¢ cos ¢) \—sin 20 —cos 20) \—sin(20 + ) —cos(20 + d) N
Hem establert, doncs, un isomorfisme entre els elements del grup
Cooy 1 el grup O(2) de matrius ortogonals 2x2. Queda sols per
demostrar que qualsevol matriu ortogonal 2x2 és de la forma de les

escrites adés. Proposem al lector que efectue la demostracié com un
exercici, abans de consultar el peu de planaz".

Es interessant notar que podem fer una partici6 d’O(2)
entre la classe de matrius amb determinant +1 (a que pertanyen el
neutre i les rotacions propies) i la classe de matrius amb

b
dj és ortogonal si les seves

columnes (files) considerades com vectors sbén ortogonals.
Es a dir, si succeeix que la suma de productes ab + cd =
ac + bd = 0. Si considerem vectors de norma unitat tenim,
addicionalment, a%+c? = b?+d? - a2+ b2 - c?+d? =1. A causa de

elements de

a
37 Recordem que la matriu (c

les darreres equacions, els la matriu o4

satisfan -1 < ai < 1, cosa que permet proposar el canvi de
variable

seglient: a= cos #. Hi ha (comproveu-ho) dues

solucions no equivalents compatibles amb el conjunt
anterior d’equacions.

Solucid 1: a = cos 6, b = sin 0, ¢ = - sin 6, d = cos 6.
Solucid 2: a = cos 6 b = - sin 0, ¢ = - sin 08, d = - cos 6.

Amb ac¢d queda demostrada la darrera afirmacidé 1 confirmat
l’establiment de 1’isomorfisme Cepy ~ O(2).

(6+2)
Vv
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determinant -1 (a que pertanyen els planols de simetria). La primera
de les classes,

cos ¢ sin ¢
{(— sin ¢ cos (1)}’ ¢ <10, 27:)}

7

conjuntament amb 1’operacié de multiplicacié6 de matrius, presenta
estructura de grup. A aquest subgrup d’O(2) se I'anomena SO(2)
(Special Orthogonal 2-dimensional group) i és obviament isomorf a Coo

= (E, C?, ¢ € [0,2n)).

La segona de les classes no conté 1’element neutre, per aixo
no presenta estructura de grup:s.

El grup SO(2) (Cxo) és el més simple dels grups de Lie.
Presenta unes interessants propietats topologiques com per exemple
la infinita multiconnexié. Remetem el lector interessat en aspectes
matematics al Joshi p. 177ss i referéncies alli citades. No és objecte
de les notes presents aprofundir aquests aspectes matematics.

Ara abordarem l'estudi de Coo = SO(2) a partir de la
determinaci6 del seu generador infinitesimal:°. Considerem oporta,
per raons didactiques, abordar l'estudi d’aquest grup després
d’efectuar la seva representacié sobre les transformacions d’espais
de funcions. Representaci6é que assolirem des de dos punts de
partida diferents: (a) representant Coo (b) representant SO(2).
L’espai de funcions que considerem és el de funcions f(x,y,z). Per
motiu de simplicitat, assumirem un canvi de variables a
coordenades esferiques f(r,0,4) per a la realitzaci6 de la primera
representacio.

Recordem 1’equaci6 basica que utilitzem per definir 1'accié
de les operacions de simetria sobre funcions:

-1-

Or f(x)=f(R x)

38 Cal remarcar que la relacid d’equivaléncia aci implicita
és "tenir el mateix determinant que" (no es tracta de la
relacié de conjugacid, la qual fa que el neutre forme
classe per ell mateix) .

32 S0(2) és un cas particularment simple on hi ha prou amb
un sol generador infinitesimal per a determinar el grup.
En general calen diversos generadors per a determinar un
grup de Lie (un per cada parametre continu del grup) .



Considerem la representacié de Coo sobre transformacions
de les funcions f(r, 6,¢) . L’equaci6 anterior es tradueix en:

0f(r)=0¢ £(r,0,9)=£(Cy' ) =£(r, 0, (- )

Considerem ara una rotacié infinitesimal d¢. Desenvolupant per
serie de Taylor fins a primer ordre tenim:

Odp f(r,0,9) = £(r, 0, (¢ - d9)) = £(r, 6, 9) - (%] dé

Aleshores podem escriure que:

0d¢f=(l—d¢ g—d)] f

A¢0 ho podem reescriure, amb 1’ajut de la férmula de la component

~ ., O
z del moment angular, L, =—-i# —, com:

o0

Od¢ :(l—l%d) IA_Z)

Ara trobarem una expressié per a una rotacié finita en
termes de la component z del moment angular. Per a aixo tindrem
en compte que l'aplicacié successiva de dues rotacions equival a
una Unica rotaci6 d’angle igual a la suma d’angles,

b2 _ 1+
CrCz =C; i que, formalment, podem escriure [linfinitesim

d¢ com do = ¢/N on ¢ és un namero finit i N un infinit ( N — ).

Tenim en primer lloc,
¢ N
0! :(og} :(og¢j“

Si substitutm l'expressié de la rotacié infinitesimal en termes de
moment angular, tenim,

N . N
N o) o)
oiz(()?b) =[1—id—¢LZ) :(l_ill—zj
h N7
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N
. . 1 .
Recordant la definicié del numero e, e = lim (1 + Ej , escrivimso:

N-ow
~i¢L,
i —NAh_ 7
N 1L ¢
R —1<L
oiz(l—ﬂle) =|| 1+ 1 = N7
i¢pL,
A —i%f_z
d’on trobem: |0; =€ .

Representarem ara SO(2), grup de matrius (2x2) ortogonals
de determinant +1, que consta d’elements M que satisfan I'equaci6

M-MT=I. Imaginem que M represente una rotaci6 infinitesimal.
Escriurem:

y _(Cos(dd)) sin(d(l))j { 1 d(l)j
- ~sin(d¢) cos(dd)) \-dp 1

v (xj_(l d(l)j (xj_(x+dx]_(x+yd¢j
dly)"\dd 1) \y) y+dy) y—xdo
dx =ydo
dy =—xdof

és a dir:

Per tal de construir la representacié de SO(2) considerem
ara les funcions f(x,y) i el conjunt de les seves transformacions,

Ogd) f(x,y) = f(M_d¢ (X,y))= f(x +dx, y + dy)=

40 Cal dir que 1’'expressid exponencial que havem "deduit"
heuristicament no és altra cosa gue una representacid
compacta de la N-éssima poténcia del binomi, la qual esta

ben definida (sabem que el 1limit (N—w®) existeix, ja que la

férmula Or f(f)=f(R_1f) ens garanteix 1’existéncia) .



=f(x,y)+(ﬁj dx +(ﬁJ dy =
ox y oy N

=f(x,y)+do +y[a—)y - x[a—] f=

=f(x,y)—dé —y(%) + X(s_y] f=
y
i .
:(1—%d¢LZ)f

oy
1hL

Es a dir,

Y4

0?=¢

que és el que haviem determinat just adés.

Determinarem ara les representacions irreductibles de
SO(2), per a la qual cosa comengarem escrivint 'equacié de valors

propis de I'operador L,

I:Z‘P:k‘l’ = A= mh; VY= eim(l), m=0x1+£2%..

Considerem ara I'accié de 07 sobre les funcions propies de Lz

_i®y _:0
0° Y =0%'m®=¢ hLZ ®—¢ 1;-lrmklei”r“t’

L 00w =glMey

Veiem que les funcions propies de L, sén estables sota Cco.
En conseqiiéncia sén base d’irreps. unidimensionals de Coo. Els

caracters respectius soén eim¢. Hi trobem infinites irreps.
unidimensionals etiquetades pel valor m=0+1+2+ ... Per una altra

banda tenim que Co és abelia (C(ZPC =C, C(P C E)ﬂp) Aixo vol dir

59

que, efectivament, totes les irreps. sén unidimensionals. La taula de
caracters sera doncs:

Co E C,

m=0 )y 1 1
M, 1 ¢io

m ==1 .
M. 1 oi®
A+ 1 e2i(p
A1 e—21(p

9.2. Grup de simetria Cov-

El grup Cooy pot considerar-se com el producte del planol de
simetria oy pel grup Coo, Cooy = oy ® Coo. La pregunta que se suscita

és com realitzem el "producte" de taules de caracters. Abans de
contestar aquesta pregunta acudim a un cas semblant pero més
senzill: el producte Cny = oy ® Cn. Considerem en particular el

producte C3y = oy ® Cs.

La taula de caracters de C3 és, amb € = exp (2mi/3), la segiient:

+ J—

Cs E C; Cj3
A 1 1 1 z,R,
+ 1 & g* ,Li©
— 1 g* € e-i(p

Les operacions de Cay, agrupades en classes, son {E,
2C3,30vy}. Per a construir la taula de caracters de C3y comencarem
utilitzant com a base de representacio les funcions que sén estables
sota C3 (cosa que no vol dir que ho seran també sota Czy). La
maxima atenci6 caldra centrar-la en les noves operacions, és a dir,
en els planols de simetria oy. Com estem interessats a calcular els

caracters i sabem que tots el elements d’una mateixa classe tenen el
mateix caracter, triarem un qualsevol dels planols (de fet triarem
aquell planol amb qué ens siga més facil treballar). La figura



segiient mostra el planol triat, que és aquell que, actuant sobre la
coordenada ¢, la fa canviar de signe, oy ¢=-¢:

e

N\

e

Comencem considerant 1'accié de oy sobre la coordenada z.
Tenim que oy z = z. Com que z és base de la irrep. unidimensional
trivial de C3 i també és estable sota oy, concloem que z és estable
sota C3y, constituint la base de la irrep. trivial d’aquest altre grup.
En efecte, a causa que {E z =z ; C3 z = z; oy z = z} els caracters de les
representacions del grup C3y sobre z sén la unitat en tots els casos.

L’acci6 del planol de simetria inverteix el sentit de la
rotacié de Rz, és a dir la canvia de signe, oy Rz = -R;. El caracter de
oy és, doncs, -1. Aleshores concloem que R és base d’una irrep.
monodimensional de C3zy, els caracters de la qual son {1,1,-1}.

D’acord amb la notacié6 de Mulliken aquesta irrep. és anomenada
Ao.

Considerem ara l’acci6é de oy sobre les funcions e#i¢ :

o et = it

Veiem que oy mescla les dues funcions. A¢o implica la no
estabilitat dels espais monodimensionals expandits respectivament
per cadascuna d’aquestes funcions i la consegiient presencia de
irreps. bidimensionals en C3y. Considerem 1’accié de les operacions

del grup C3y (una operaci6 de cada classe) sobre la base
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bidimensional formada per aquestes dues funcions. Podem
facilment construir la segiient representacié matricial:

E10C+80 0 1
o 1) 737 o e Tl o

Els caracters son, respectivament, {2; 2cos(2n/3); 0}. Com que
I'ordre del grup C3y és 6, i sabem que la suma de quadrats de les
dimensions de les irreps. ha de ser igual a l'ordre del grup,
concloem que hem exhaurit totes les representacions del grup, per
la qual cosa el nou grup presenta la segtient taula de caracters:

C3V E 2C3 3GV
LA 1 1
Ay, 1 1 -1

E{" E 2 2cos2n/3 0

Veiem que la representaci6 trivial de C3 doéna lloc a dues
representacions en C3y que difereixen tnicament en el signe del
caracter dels planols de simetria, mentre que les dues
representacions complex-conjugades donen lloc a una irrep.
bidimensional real.

Els mateixos trets els trobem en altres induccions de Cny a
partir de Cp. Concloem, doncs, que la taula de caracters de Coy

sera:
Cov | E 2C, 0G0 |,
R 1 1
T |1 1 -1
I1 2 2cos¢ 0
A 2 2cos 20 0

De manera semblant podem trobar la taula de caracters del
grup de la molecula de COp, Doh. Aquest grup pot considerar-se

com el segiient producte: Dooh= Cooy® Cj. La seva taula de caracters
resulta ser:



¢ ¢ '

th E 2C o, i 25 wC2
z; 1 1 1 1 1 1 22x2+y2
>t 1 1 1 —1 —1 -1z

u
DI 1 1 -1 1 1 -1 R

g Z
2= 1 1 -1 -1 -1 1 z+-R

u Z
Hg 2 2 cosd 0 2 —2cosd 0 GKWRY)(X%Y@
I, 2 2 cosd 0 -2 2cosh 0 (x,y)
Ag 2 2cos2¢ 0 2 2co0s2¢ 0 (x2 - y2xy)
Ay 2 2cos2¢ 0 -2 =2cos2¢ O

Cal afegir per a finalitzar, que els teoremes d’ortogonalitat
que hem demostrat per a grups finits (i tot el que se'n deriva), no
poden aplicar-se "tal qual" a grups de Lie. Notem que el simple fet
que aquests grups presenten un nombre infinit d’operacions ja
impossibilita, d’entrada, la realitzaci6 practica dels sumatoris que
apareixen en aquelles férmules. Hi ha diverses propostes de com
abordar 'estudi d’aquests aspectes matematics en el cas de grups
de Lie tot defugint un formalisme matematic complex (Alvarifio* ,
Flurry+2, Lies: , Alvarifio i Chamorro4¢ ). Cal dir, pero, que si volem
treballar de manera "no heuristica" cal acudir a conceptes genuins
dels grups topologics, distingir entre les operacions del grup i els
parametres dels quals aquestes operacions depenen, introduir el
concepte de pes o densitat d’operacions, etc. (Tel i Pérez-Romeros).
No és aquest un dels objectius que volem cobrir en aquest curs
introductori, per aix0 remetem el lector interessat a obres
especialitzades com ara Hamermesh, Joshi, Chisholm, etc.

41 J.M. Alvarifio, J. Chem. Educat. 55 (1978) 307.

42 R.L. Flurry Jr., J. Chem. Educat. 56 (1979) 638.

43 G.C. Lie, J. Chem. Educat. 56 (1979) 636.

44 J .M. Alvarifo& A. Chamorro, J. Chem. Educat. 57 (1980)
785.

45 I, M. Tel & E. Pérez-Romero, J. Chem. Educat. 65 (1988)
585.

61

9.3. Grup K. Angles d’Euler. Rotacions infinitesimals. Generadors.

El grup de 'esfera és el grup de les rotacions d’angle v, OZL’B, al

voltant de I'eix de rotaci6 definit per (a,p).

Un conjunt de tres parametres (a.,f,y), defineixen tots i cadascun
dels elements de K. Direm que K és un grup triparametric.

Hi ha, pero, infinites maneres de triar tres parametres que,
conjuntament, defineixen una rotaci6. Les dues més comunament
emprades sén l'esmentada just adés i la determinada pels tres
angles d’Euler (0,¢,%):

El criteri usual de definicié d’angles d’Euler és el segtient

R(0,9,%) = R3'(x) R1'(8) R3(¢9)

Per a efectes de calcul és més convenient reexpressar
R(0,4,x) en termes de rotacions efectuades al voltant d’eixos fixos.
Per a fer el pas a eixos fixos cal, previament, adonar-se que si Ry(y),



Rw(y) sén dues rotacions d’angle y al voltant d’eixos definits pels _
vectors polars 1, w, tals que Rw = 4, aleshores, cos¢ -sind O
R3(dp)=|sind cosd O
Ru(x) =R Rw(x) R 0 0 1

és a dir, primer ens traslladem amb R-1 des d’a fins w, sobre w
realitzem una rotacié d’angle y i tornem a G des de W amb
"operaci6 R«s .

Representem K sobre el grup de les transformacions dels
vectors de l'espai euclidia tridimensional. Una operaci6 OL,B

provoca una rotacié des de la base ortogonal (i ] l;) fins una altra

Aleshores podem escriure: base ortogonal (i' K ):

-1 A A A

R3(x)= Rpr®)R3(x) Ry (0)=R 1 (0) R3(x) Ry (-6) : i ay; ap ap )i

Y A 2, A

-1 0 = =lap; a a
R1(0)= R3(4) Ri(O) Ry (9)=R3(6) R (0) R3(~) IR N i B
k k' az3] a3y azz/lk
Aleshores per substitucié directa, i tenint en compte que R(0)=1, M

R(6,9,%) = R37(x) R17(6) R3(p)= Estudiem la forma més general de la matriu M. Com que fem un

canvi des de base ortogonal fins a base ortogonal, ha de succeir que

(relacions d’ortonormalitat):
R3(@)R1(O)R3 (= +x + ) R1(=0) R3(=¢ + ) R1(0) R3(=¢ + ¢)

<i | i>=<j |j>=<k | k>=<i’ | j’>=<j’ |j’>=<k’ | k'>=1
N R(6,9,0) =R3(9) R1(0) R3(x)

<i |j>=<i | k>=<j | k>=<i’ |j/>=<i/ | k/>=<j, | K>=0

amb una representaci6 de Rj en l'espai euclidia tridimensional ) ) » Lo L .
A més a més, una rotacié no canvia I'orientacié intrinseca d’eixos.

(X/Y/Z): < . . N . R .
Es a dir, no canvia el caracter "dextrogir" de la base (i j k), reflectida
1 0 0 pel determinant:
R =10 cos -sin
10 o -sin ¢ Lo o
0 sin oS X5
¢ ¢ det{ijk}=10 1 0O]=+1
cos¢ O sin ¢ 0 0 1
R =l 0 1 0 A nn
2(0) _ En altres paraules: det{i' j' k'}=detM =+ 1.
-sin ¢ 0 cos ¢
Des de les relacions d’ortonormalitat tenim que M Mt = —
M1 = Mt. A partir de M Mt = | tenim que detM detMf= 1. Pero com
46E]1 que l’equacid anterior indica, per una altra banda, és que detM = detMt concloem que detM = +1.
que les dues rotacions Ry(y), Rw(y) sbén equivalents
mitjangant una relacié de conjugacidé. AgS immediatament Unicament les matrius de determinant positiu representen
implica la igualtat de caracters de les seves . s R . . . . .
representacions. En altres paraules, hem trobat que per al rotacions propies. Rotacions impropies, inversio, etc. presenten
grup de rotacions en tres dimensions, K, els caracters de determinant -1.

les representacions seran funcidé de 1l’angle girat perd no
de 1l’eix al voltant del qual es realitza la rotacib.
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Val la pena dir que mentre el grup SO(3) de matrius M(3x3)
tals que (M = Mt , det M = +1} és isomorf al grup K de rotacions
sobre una esfera, el grup O(3), que inclou també les rotacions
impropies, és isomorf a Kn. Notem que O(3) = SO(3)®C;.

Finalment el conjunt {M(3x3)/M1 = Mf, detM = -1} no
presenta estructura de grup per no incloure I’element neutre.

Angles d’Euler vs. rotacions al voltant d"un eix.

Considerem el grup SO(3). Considerem el problema de trobar
autovalors i autovectors d’una matriu arbitraria M de SO(3).
EscrivimM G =Ad = [M -21|=0. Com M és unitaria tenim que,

<O|G>=<MG|MG>=<Aa|A 0> = |A]2<0]|0>

de manera que |A|=1, on A és qualsevol autovalor de qualsevol
matriu de SO(3). Com que l'equacié d’autovalors condueix a una
equaci6 cubica, hi haura tres solucions per a A, totes tres de modul
unitat. Es a dir: A= 1; eit; e-i¢,

Triem 'autovector u() associat amb A=1. Per ser u(l) vector
propi de la matriu M amb valor propi 1, concloem que u() no es veu
afectat per la rotaci6 M. Consegiientment, aquesta rotaci6 ha

d’efectuar-se obligatoriament al voltant de 1'eix que conté el vector
u®).

Tenim simultaniament que

M a®d=gd , o
MM a® = gD =y Tgd :(V' - M)u =0

amb la qual cosa,

(ajp —ag)iy) +(@3 —a3iy) =0
M _,
) =0

~ (1 ~

= (321—312)U§)+(323—a32)u3
. (1 (1

(a3 —a13)a () +(azy —a3)af) =
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Uy’ iuy’ = (ap3 —aszp):(azr —az):(agp —azy)

equacié que determina la direccié de 'eix de rotacié en termes dels
elements de la matriu de transformacio.

L’angle de rotaci6 ¢ el derivem de la condicié d’invariancia
de la traca de la matriu:

aj] +ajpy +a33 =suma d'autovalors —lt+e'? re0 o +2cos

Per a més detalls remetem el lector a Hamermesh p.326 ss.

Rotacions infinitesimals. Generadors. Representacié de K en una
base de funcions.

Considerem una rotacié infinitesimal M = I+B, on
considerem que B és una matriu infinitesimal. Tenim:

MM =1 =i1=a+Bya+B)=1+B+BT+BB T

rebutjant I'infinitesim d’ordre superior tenim que B = -B tl, cosa que
equival a dir que B ha de ser antisimeétrica. Escrivim:

0 ¢ =
B=|-¢ 0 ¢ on ¢, n, & son infinitésims.
n -5 0

La rotacié infinitesimal és M = I+B. De l'apartat anterior
veiem que M representa una rotacié (infinitesimal) al voltant d’un
eix que conté al vector infinitesimal 2(§, n, £) i també, doncs, al
també vector infinitesimal 4= (&, n, ).

Considerem l'accié de M sobre les coordenades:

dx =Cy - nz
(+B)f=1+df = B r=drydy =-({x+ £z
dz=nx- &y



Considerem ara l"accié sobre funcions. La diferencial de F(x,y,z) és:

dF :(@) dx+(a—F] dy +(@j dz =
0x /)y, Y/, 0z xy

e i e
_%Lx hLy _%Lz
i . i N i
=L 00 F=—L1dg(l L L, |u, [F=-LdgLlaF
n ; n ) n
3

:>dF=—%d¢I:GF:>O

F=F+dF =(1—ld¢£a)|:
R h

dg

Per analogia amb el que es va fer amb SO(2), concloem que:

0 = exp(-ig La/n)

On hem representat SO(3) o K en l'espai d’automorfismes de
funcions de tres variables.

Els components del moment angular s’anomenen
generadors de rotacions i constitueixen una algebra amb la regla de
commutacié ciclica [Lx,Ly]=Lz, etc. Deixem al lector interessat la
referencia de Hamermesh o Joshi per a un major aprofundiment
matematic.

La férmula anterior pot ser obtinguda d’'una manera
relativament senzilla com una generalitzacié del resultat que
obtinguérem amb el grup SO(2).
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¢

La rotaci6 al voltant de I'eix definit pel vector unitari @t ve donat per
la component del moment angular en eixe eix Ly :

o . =expl-igl,/n)

on Ly =—1h—

Notem que si elegim els eixos de manera que 0 estiga ubicat sobre
'eix z (i remarquem aci 'arbitrarietat que suposa l'elecci6 dels eixos

de coordenades) tenim que Ly =L, i retrobem el que demostrarem
per a SO(2).

La component L de L en la direccié del vector unitari @

és precisament la seva projeccié sobre l'esmentat vector,Ly =L u.
En conseqiiencia redemostrem la férmula abans demostrada:

o . =expl-igLu/n)
Ry

Els harmonics esferics Yim base de representaci6 del grup K.

AN
Les funcions propies de L2 , {Yim, 1=0,1,2,...; m=-1,...(1-1),1},
son bones candidates per a representar el grup SO(3) perque
enfront dels operadors de moment angular es comporten de la
seglient manera+”:

47 Aquestes equacions poden trobar-se en qualsevol llibre
elemental de Mecanica Quantica.



~

LzYlm :thlm
( L_)=LxYm = h(Ylm+1 + Yim-1)
( ):>LyY1m == zh(Y1m+l _Ylm—l)

t\.)|~ NI»-

Concloem de seguida que el conjunt {Yim, m=-1,-(1-1)...(I-1),1} és base
d'una irrep. de K.

Per al calcul de caracters tenim en compte que Ry(¢) = R Rw(¢) R-1L.
Es a dir, que el caracter és independent de I’eix de rotaci6 i sols
depén de l'angle rotat. Aleshores elegim l'eix z per al calcul de
caracters. Des de I'equaci6 de valors propis de L; concloem que:

ORZ Y, = exp(— oL, /h)Ylm =e ™y,

o
aleshores,
Y11 e Til0 0 o 0| Yu
0 Yi-n| | o 7D o o || Yiao
Re | - 0 0 w0
Y11 0 0 0 ¢ Y-

amb la qual cosa el caracter és, simplement,:

m=]

1) = Z e'

Ara particularitzarem aquesta equacié per a diversos valors del
namero quantic I:

=0 y@)=1
1=1 $(0) =1+ el +eid =1+ 2 cos ¢
1=2 $(0) =1 + ei2¢ + eld+ g0 + €120 =1 + 2 cos ¢ + 2 cos 2¢

etc.
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Amb tot aco la taula de caracters queda:

K E 0 COO¢ bases
Dy 1 1 s, escalar
D, 3 1+ 2 cosd (P Py Py, (X, Y, z)

D, 5 1+ 2cosd + 2 cos2¢ (5 AOs d), (xy, yz,...)

9.4. Producte directe. Séries de Clebsch-Gordan.

Considerem el producte directe D1 ® D'2 de dues irreps. Dl1i D2,
Sabem que el caracter del producte directe és el producte dels
caracters de les dues representacions que es multipliquen.
Aleshores:

11,12

11®12(¢)_ Zl eiml(I) i 1m2¢ Z 1(m +m,)¢

m,= l1
m=1, m=-1> m,= -1,

si fem un canvi en la variable sobre la qual se suma, M = mq + myp,

tenim que:
|L+12 [11+12]

@)= 2 Ze S 1)

= Li-12] M= 3= 1- 12

11®12

ja que el terme entre parentesis és el caracter en la representacio J.

A partir d’aquest resultat podem establir una férmula general
denominada serie de Clebsch-Gordon,

p'@p:-p'""ep e @D




9.4.2. Part simeétrica i antisimeétrica de segones poténcies de K

A la subsecci6 8.2 s’ha demostrat que:

0= fh ®2 . @)

La particularitzacié d’aquesta equacié per al cas del producte

1 1
D" ® D" del grup K resulta ser:

D1®D1 ( ¢)_ ) [Xlz)l (C¢ )i Lp! (C2¢ )}

Amb les identitats segiients (comproveu-les):

1 1
> Yelmrmat o Z Zequ’ Zx 4)

m, =1 m,=-1 J=0 M=-]J J=0
1 21 J 21
im?2 J M J_J
XM= et Y™ =TT )
m=-1 J=0 M=-]J J=0
tenim que:

+ 1 21
) o) JZo(x KOETG PR,

és a dir:
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{ pll -p?ep??ep?He..

D{®]1 D2-lep2-3 gp2l-Sg

o, el que és el mateix:

21-2 21-3 21-4

p'@p!=p? @p? @D

®MD* 1D

9.5. El grup Ky, (O3).

O@3) és el producte directe de SO(3)®Cj. La inclusié de la
inversid, de la mateixa manera que succeia amb SO(2), dobla el
nombre de representacions irreductibles. Aixi tenim: Do — Dog ®
Doy, D1 — D1g @ D1y, etc. Es important fer notar que els harmonics
esferics formen bases de Dog ,D1u ,D2g , D3u...

10. Funcions de moment angular fraccionari. Grups dobles.

Quan estudiarem el grup de I'estera vam demostrar que el
conjunt d’harmonics esferics {Yim, m=-1,-(1-1)...(I-1),1} constitueixen
base de la irrep Dj de I'esmentat grup. La funcié Yim és un producte
de dues funcions, Oy (0) i Pm(9). En particular, dm(d) = exp(-imd).
Una rotacié d’angle 21 al voltant de I'eix z, deixa @, (¢) invariant si
el namero quantic m és sencer, cosa que succeeix amb les funcions
de moment angular orbital. Al contrari, si considerem la funci6 de
moment angular d’espin electronic, 1 = 1/2, m = + 1/2, observem
que una rotacié d’angle 2 no és la identitat si no que canvia la
funcié de signe. Podem imaginar una operacié R de manera que R?
siga precisament la identitat E. Tenim que la identitat és una rotacio6
d’angle 41, mentre que R representa una rotaci6 d’angle 2m. Si
considerem el producte de totes les operacions del grup de l'esfera
per 'esmentada "nova" operacié R, doblem el nimero d’operacions
del grup. El nou grup format s’anomena grup doble de l'esfera i la
seva taula de caracters quedara ampliada respecte de la taula de
caracters del grup de 'esfera, essent les funcions d’espin base de les
representacions Dj amb 1 fraccionari.



identitat si no a multiplicar per -1, dues rotacions consecutives de 1

K |E . wCd wCZ® AR wRCY wRC 2 ] ) , .. ]

5T ; ; — ; ; radians equivalen a l'operacié R¢SO(3) i no al neutre EeSO(3).

D, |3 1+2c0s ¢ w1+ 2c0s2¢ 3 1+2c08 ¢ ~ l+2c0s2 Aleshores la collecci6 d’elements de SO(3) no és tancada sota

D2 |5 1+2cosdp+2cos2¢p .. 1+2cos2dp+2cosdd .| 5 1+2cos ¢+ 2cos 2¢ .. 14+2cos2¢p+2cos4d .. y ., . ’ ., ,

T I'operacié * i concloem que l'esmentada col lecci6 d’elements de
Dija |2 2c0s ¢/ 2 -] 2 “2eos ¢/ 2 SO(3) conjuntament amb la llei * no presenta estructura de grup.
D3/ o |4 ... 2cos¢/2+2cos3¢/2 .. | 4 —2cos¢/ 2—-2cos3¢/ 2 .. . . .

Dg/y | Per una altra banda, una rotacié de 2 radians equival a fer no res (la

Veiem que el concepte de grup doble s’origina del fet que
certs sistemes no tornen al seu estat original després de realitzada
una rotacié d’angle 2m al voltant de qualsevol eix. Cal distingir,
pero, entre l'efecte d'una rotacié d’angle 2m en un sistema de
coordenades i l'efecte sobre una funcié d’ona. El sistema de
coordenades si que retroba l'estat original després d’una rotaci6
d’angle 2m al voltant de qualsevol eix que passe per 1'origen.
Tanmateix, una funcié d’ona espinorial corresponent a una particula
de moment angular d’espin fraccionari, com ara l'electr6, queda
canviada de signe després d’efectuada una rotacié6 d’angle 2m .
Aleshores, torna a assolir el seu valor original després de repetir
'operacid, és a dir, després de rotar un angle total de 4m radians.
Contemplada com una operaci6 sobre les funcions d’ona espinorials,
'operaci6 R de rotacié d’angle 2m al voltant d'un eix no és I’element
identitat.

El mateix que hem fet amb el grup de 'esfera podem fer
amb qualsevol altre grup puntual i aconseguir aixi el seu grup doble
(cal no oblidar que els harmonics esferics poden usar-se com base
de representacié d’aquests grups, per la qual cosa el procediment a
seguir seria formalment idéntic al seguit abans amb el grup de
l'esfera).

Remarcarem ara l'artificialitat del concepte de grup doble
G’ del grup G. Cal dir, en primer lloc, que G no és un subgrup de
G'. De fet els elements de G no constitueixen un grup perque els
seus elements no son tancats sota I'operacié del grup.

Podem pensar que estem enfront d'un contrasentit. No és
aixi. Per tal de fixar idees ens referirem a continuaci6 al grup K o
SO(3) de l'esfera, encara que el raonament siga de caire general aixi
com també ho sén les conclusions a qué s’arribara. El raonament és
simple: en la mesura que una rotacié de 2m radians no equival a la
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identitat), per la qual cosa la colleccié6 d’elements de SO(3) és
tancada sota l'operaci6 * i presenta estructura de grup. No hi ha

contrasentit.

(On rau la clau de la qiiesti6? Rau en el fet que C(¢) de
SO(3) i I'element C(¢) de SO(3)" no sén la mateixa cosa. Les funcions
de moment angular sén funcions de variable complexa F(8,i¢).
Parlar de les simetries de 'espai de coordenades és parlar de les
transformacions unitaries de I'espai de vectors bidimensionals sobre
el cos de numeros complexos. Aquestes transformacions vénen
representades per matrius unitaries complexes de 2x2.

Les matrius esmentades juntament amb la llei de multiplicar
matrius constitueixen 1'anomenat grup SU(2) (Special Unitary two-
dimentional group). Aquest, SU(2), és el grup doble de SO(3). O, si
volem, SU(2), és isomorf al grup doble de SO(3).

(Que és el que passa si meZ? Passa (vegeu la taula de
caracters del grup doble de l'esfera) que els caracters apareixen
repetits dues voltes, i ens cal tan sols "mig grup doble" per a poder
treballar. Es a dir, podem acudir al grup simple.

Podriem oblidar el concepte de grup doble i considerar
SO(3) per a moments angulars orbitals i SU(2) per a moments
angulars fraccionaris. I de manera semblant amb altres grups. De
fet, la introduccié dels grups dobles ens permet, d’'una manera un
tant artificial si es vol, pensar en transformacions d’espais reals pero
treballar en transformacions complexes. Val la pena, doncs,
mantenir aquest concepte de grup doble.

Vegem alguns exemples d’utilitzacié dels grups dobles.
Considerem el calcul dels termes de la configuracié p2 de I'atom
carboni, dins d'un acoblament espin-orbita deébil (Russell-
Saunders).



part espacial: D1®D1= D2®[D1] @Dg —-S,P,D

part d’espin D1/2®D1 /2= D1®[Do] -3,1

Com la funcié d’ona ha de ser antisimeétrica els termes
espectroscopics son 1D, 3P, 1S, El desdoblament per acoblament
espin-orbita debil (Russell-Saunders):

D>®Dp= D> 1Dy

D1®D1= Dy@D1®Dg 3Py, 3Pq, 3Pg

Do®Do= Dg 15,

Amb la qual cosa els valors possibles de ] sén: 0,0,1,2,2.

Considerem el calcul dels termes de la configuracié p2 de 1'atom
plom, dins d"un acoblament espin-orbita fort (j-):

1) acoblament LS de cada electro:
D1®D1/2= D3 /2@D1/2

2) acoblament jj, [(D3/2©D1/2)®(D3/2©D1/2)]as:
[D3/28D3/2]as = D2@Do
D1/2®D3/2 = D2@D1
[D1/28D1/2]as = Do

Per la qual cosa els valors possibles de ] son: 0,0,1,2,2, resultat, per a
J, identic al que s’obté amb 'acoblament LS, com calia que fos.

11. Reduccid de simetria.

Un dels teoremes basics sobre operadors, que podem
trobar pels primers capitols de qualsevol llibre que parle de teoria
quantica diu que sempre que dos operadors commuten és possible trobar
un conjunt de funcions propies comunes. Si les funcions d’aquest conjunt
satisfan, a més a més, les condicions de contorn del sistema, les magnituds
associades a aquests operadors son compatibles, és a dir, poden ser
conegudes de manera exacta i simultania.
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Si un sistema de particules és invariant sota un grup de
simetria ha de succeir que també les equacions que descriuen el seu
moviment ho siguen. En particular ho sera el seu hamiltonia. El
teorema adés esmentat es tradueix en el fet que les funcions propies
de 'hamiltonia (els estats estacionaris) formaran bases d’irreps. del
grup en qiiestio.

Moltes voltes acudim a la teoria de pertorbacions per a
resoldre, de manera aproximada, equacions d’autovalors. I aixd ho
fem quan és possible fer una partici6é de I’hamiltonia:

H = HO (no pertorbat) + H" (pertorbacio)

de manera que H" << H0 i, a més a més, les solucions de HO siguen
conegudes.

Imaginem que hem resolt HO i que els estats trobats formen
bases d’irreps. d'un determinat grup sota el qual HO és estable. La
qliestié és que passa si H no és estable sota totes les operacions
d’aquest grup i tan sols ho és sota un subgrup (o sota cap operacio,
és a dir que sols siga estable sota el subgrup trivial format tan sols
pel neutre).

Considerem per exemple que HO siga estable sota Czy i que
H siga estable sols sota el subgrup Cs. Les respectives taules de
caracters son:

C;y |E 2C; 3o,
Ay [T 1 1 Cs |E oy
Ay, |11 -1 A1
E [2 -1 0 A1 -1

La pura inspecci6 de les taules anteriors ens permet
afirmar que si una funci6 és base d” A1 ho sera d’A’; si una funci6 és
base d” Az ho sera d’A". Si un parell de funcions sén base d’E seran
base d'una representaci6 bidimensional I' del subgrup amb
caracters (2, 0). Aquesta ha de ser reductible. De fet la seva
descomposicié en termes d’irreps. del subgrup és: ' = A" @ A".



Arribem doncs a la segiient taula de correlacié:s:

Cay Cs
A A

A, A"
E |A'@A"

Des d'un punt de vista fisic el que concloem és que
"existencia de pertorbacions pot provocar el desdoblament (spliting)
dels estats degenerats d'un sistema. Vegem alguns exemples de
pertorbacions sobre un atom lliure.

a) Efecte Stark (Aplicacié d'un camp eléctric uniforme).

@EE

Passem de l'esfera a la linia i dins de la linia conservem les

operacions { E, Cﬂg, © Ovy}. Es a dir passem a Cooy.

Considerem els tres orbitals p que formen base de la irrep.
D1u de Kh. La taula de caracters ens diu que els tres orbitals p

formen base de dues irreps. de Coy: =* @ []. L'efecte Stark produeix

un desdoblament del tres estats p de I'hidrogen (el que no ens diu la
teoria de grups es 1'ordenaci6 per energies):

_2+
— I1

b) Efecte Zeeman (Aplicacié dun camp magnetic).

Passem de l'esfera a la linia i dins de la linia conservem les
operacions { E, Cﬂ)o} =Cwx (Notem que el camp B no és invariant sota
el planol oy). Com Cx és abelia, totes les seves irreps. so6n

48Una col-leccid completa de taules de correlacid de tots
el subgrups de l’esfera pot trobar-se a 1l’apéndix 4 de
"Molecular Spectra and Molecular Structure. III Electronic
Spectra and Electronic Structure of Poliatomic Molecules"
de G. Herzberg. Van Nostrand Reinhold Company NY 1966.
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unidimensionals. L’efecte Zeeman provoca un desdoblament total
d’estats.

c) Camp cristal i.

El camp electric de simetria octaédrica o tetraédrica suposa
una reducci6é de simetria des de 1'esfera al grup On o Tgq. Els cinc

orbitals d formen base de la representaci6 D2g de Kn perod també
(vegeu les taules de caracters) de les representacions (T2g ® Eg)
d’On o de les representacions (I2 © E) de T4, conseqiiencia de la
qual cosa és 'anomenat desdoblament del camp cristal i

12. Altres aplicacions de la teoria de representacions lineals de
grups de simetria.

12.1 Termes electronics.

Quan estudiarem el grup simetric vam demostrar que el conjunt de
funcions d’espin d'un sistema de N electrons acoblats a un espin
total S, {®Osmk, k=1,2,...f}, constitueixen una base de la representacié
irreductible [ab] del grup Sy, amb (a+b) = N; (a-b)= 2S. Cal dir que
de vegades el nimero quantic S s’utilitza com etiqueta d’irreps.

Ao vol dir que qualsevol funcié N-electronica amb espin total S i
component M segons l'eix z, Zgqy, pot expandir-se com una
combinaci6 lineal d’aquesta base amb coeficients y,,

[1]

f
sM = 2%k © g
k

L’acci6 d’una permutaci6 de les coordenades d’espin P o sobre Zgy
resulta,

[1]

f f
A ~ S A
Ps SM:%Xk PGG)SMk:kZle le(PG)®SM1



on Dlsk (|56) ?s I'element (1k) de la S-irrep. de Sy corresponent a la
permutacio p_.

Podriem considerar una funcié d’ona Wqy(r,5) corresponent a un
sistema de N electrons acoblats a un espin total S. Si fixem el valor

=T,
de r=r,, aleshores, Yg\~ (0) és, en realitat, una funcioé d’espin que
podra expandir-se en termes de la base {Ospri}:

f
Yo (@)= %0 ©
k

Podriem fixar ara r=ry, amb la qual cosa tindriem una nova funcié

d’espin:
Ir=r f r
Yom' () =27 O g
k

Si col leccionem tots els possibles valors de la variable r obtenim la
segtient expansi6 de la funcié d’ona:

f

Psm (r,6) =2 xk (@©) O, (o)
K

Ara el principi de Pauli ens diu que la funcié d’ona ha d’ésser
antisimetrica. Aleshores si Ogyx pertany a la irrep. S,

necessariament y, (r) ha de pertanyer a la irrep. dual S, d’acord amb
el teorema de la secci6 7.5.

Aquests raonaments ens aprofiten en el calcul dels termes associats
a una configuracio electronica. Comencem considerant els termes de
la configuraci6 p2.

Hi ha tres funcions p (pxpy,p-) base de la representacié D1 del grup
de l'esfera. Les funcions bielectroniques es construeixen com
potencia tensorial d’aquesta base. Tenim:

Px(1) Px(2); Px(1) Py(2); Px(1) P2(2);--- P2(1) P(2))

Podem adaptar aquestes funcions a S, (simétrica/antisimetrica):
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DieD1 | 21} = {px(1) Px(2); (px(1) Py(2)+py(1) Px(2))/V2;
(px(1) P22)*+p2(1) Px(2))/N2; py(1) Py(2);
+p.(1) p

z (
(Py(1) P~2)+P=(1) Py(2))/N2; p(1) p2(2)}

D1 D1 | [12} = {(px(1) py(@-Py(1) Px(2))/V2;
(Px(1) P2(2)-P2(1) px(2))/2;
(Py(1) P2(2)-p(1) Py(2))/ 2}

Hom pot comprovar que les funcions [2] formen base de la
representacié (D ® Do) i que les funcions [12] formen base de la
representacié D;. Cosa que esta d’acord amb la descomposicio:

D1®D1=D2®[D1]®Do

Les dues funcions d’espin {a.,B} formen base de la irrep. Dy, del
grup doble de I'esfera. Les funcions d’espin de dos electrons podem
construir-les com segona potencia tensorial d’aquesta base i després
adaptar-les a S, (vegeu la seci6 7.6). Tenim que:

{D1/2® D1y2| [21} = {a(D)a(2) ; (a(1)B2) +B(1)ou(2))/V2 ; BL)B(2)}
{D1/2® D12 | [12]} = {a(1)B(2) - B(D)ex(2))/ 2}

Cosa que esta d’acord amb: Dy, ® Dy 2 = D1 @ [Dy]

Com la funcié ha d’ésser antisimétrica I'espai ha d’ésser dual de

'espin:
orbital spin

D, ®Dg|[2]} & Dol [1°]}
Di1° < Di[2)

En la part orbital la nomenclatura és,

Dg Dy D, Dj3 ..
U
S P D F

En la part d’eespin la nomenclatura és la multiplicitat (25+1):



Do Dy Dy D3 ...Ds
y U U U U
1 2 3 4 ... 2S+1

Amb tot ago, els termes 25*1X de la configuracié p2 son: P, 1D, 1S.

De manera semblant, calculem els termes de la configuracié p. La
part orbital és Dy ila part d’espin és D1 /». Hi ha un sol terme: 2P.

Les taules de Boyle (Int. . Quantum Chem. VI (1972) 725) ens
proporcionen les distintes poténcies de representacions del grup de
I'esfera descompostes per simetria permutacional (aquestes taules
podrien, en principi, obtenir-se per aplicacié de la férmula de
Planelles & Zicovich (Int. |. Quantum Chem. 47, (1993) 319). Amb
aquestes taules resulta obvi calcular els termes espectroscopics.

Calculem, per exemple, la configuracié p3. De les taules tenim que:
D} =D, ®D3| 3}® Dol [1°’1}© D, & D, 211}
3
Dy, ,=1D3/2/B1}® Dy 2f [21]}

La dual de [3] és [13], i la dual de [21] és ella mateixa. Amb aco els
termes sén: 2P, 2D, 4S.

Comptem el nombre d’estats que hi ha: 2P (2x3), 2D(2x5), 45(4X1).
Total: hi ha 20 estats.

U podria efectuar els productes:
D1 ® D1 ® D1= D3 @ 2D, @ 3D1 @ Dy
D1/2® D1/2® D1/2=D3/2 ® 2D 2

i comparar en les dades de la taula de Boyle escrita mes amunt.
(Falta D1 @ D,? ;Falta D1/,? NO. El que passa és que |” irrep. [21] és
bidimensional i, amb {D; |[21]}, representem, en realitat, un conjunt

de 2 funcions {{(1(D (11));)(2(D (12))}. De la mateixa manera amb

{D1/2]|[21]} representem, en realitat, també un conjunt de 2 funcions
(1) (2)

D ;05 (D . , ’ .
010} %020y, Y La funci6 d’ona corresponent a 2P s’escriu:
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IP:XI @1 +X2 ®2

En efecte, sols aquesta funcié ¥, i no cadascuna de les seves parts,
és antisimetrica respecte a la permutacié d’electrons.

Si anomenem b, ps , p, als operadors que permuten,

respectivament, les coordenades d'un grup d’electrons, les
coordenades d’espin d'un grup d’electrons i les coordenades
orbitals d'un grup d’electrons, tenim que:

2
p¥=2p, %ips O =2 Vi) Ukils) xiOk
i ik

amb Vi U duals, és a dir: Vijj (P)=(-DP Uj (P). Aleshores:

2 2 2
p¥=YVie)-D" Vi @xi®k =(-1)" X (X ViiVi)1iOk
ijk ki

Com V és unitaria, V V*=1,

2 2
p¥=(-DP Y 8jxj®Ok =(-DP X %i®; =(-1)P° ¥
Ik ]

Enresum: p ¥ =(-1)° ¥, com voliem demostrar.

Finalment considerem la determinacié dels termes
corresponents a configuracions amb electrons no equivalents
(pertanyents a capes o subcapes diferents). Per exemple Ila
configuracié sp3d. La novetat a ser considerada aci és que el
principi de Pauli (o d’antisimetria) no té cap efecte sobre electrons
no equivalents. Aleshores, considerem primer l'acoblament entre
electrons equivalents (on el principi de Pauli hi juga un paper) per a
realitzar després els reacoblaments sense cap restricci6 més. A
'exemple sp3d tenim que: s - 25 ; p3 > 2P @ 2D @ 4S5 ;d — 2D.
Aleshores, els termes de la configuracié sp3d son:

S®(2P@2D ®4S)®2D =6D @ 4G @ 4F(2) @ 4D(4) @ 4P(2) ® 4S

@ 2G(2) ® 2F(4) ® 2D(5) @ 2P(4) @ 25(2).



12.2 Diagrames de Tanabe Sugano.

Son diagrames de correlacié d’estats atomics sotmesos a un camp
electric creixent, des d'un camp debil on hom pot reconeixer els
termes electronics, fins a un camp tan fort que les interaccions
interelectroniques poden ser rebutjades enfront del camp extern.

Desenvoluparem en primer lloc un cas senzill, els estats
corresponents a la configuracié d? en presencia d'un camp de
simetria octaedrica.

a) Camp extern nul. Calculem els termes electronics:
])2®132=114@[Eh]@l)z@[th]@])o
D1/2® D1/2 =D1 @ [Do].

Els termes electronics sén doncs: G, 1D, 1S, 3F, 3P. L’ordenacio
energetica dels termes NO pot ser determinada a partir de
consideracions de simetria. Cal fer calculs. El resultat per a d? resulta
ser: SF<ID<3P<IG<IS,

b) Camp octaédric debil: en abséncia de camp la simetria dels atoms
és esferica. La presencia del camp provoca una reduccié de simetria.
Les corresponents taules de reduccié de simetria Kp—Oy, ens donen
el resultat dels desdoblaments d’estats per efecte del camp extern.
Dins de cada grup d’estats desdoblats hi ha una ordenaci6
energetica que segueix generalment la regla segtient#®

Dins dels estats de la mateixa multiplicitat d’espin, son més estables
aquells que presenten major moment angular orbital.

Per al cas considerat, hi ha els segtients desdoblaments pel camp
electric:

F - T1<T)<Ay;D - Th<E;P - T;

G > Ti<Th <E<Ay1;S > Ay

49 Aquesta regla és similar a la més coneguda regla de
maxima multiplicitat (de Hund) que diu gque sén més
estables els estats de major multiplicitat d’espin, és a
dir, aquells que presenten major moment angular total
d’espin.
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c) Camp extern molt fort (aproximacié d’ordre zero).

Com haviem dit abans, si el camp és molt fort, podem considerar
com a aproximacié d’ordre zero que els termes de repulsid
interelectronica sén completament rebutjables en front del camp
extern. A¢o vol dir que estem davant d'un problema de particules
independents sotmeses a un camp octaedric. Considerem 1’efecte
del camp sobre un electr6 que ocupava inicialment un orbital
atomic d (recordeu que hi ha 5 orbitals d degenerats). La reduccié
de simetria Kp—>Oy, ens diu que els 5 AOs d dénen lloc a 2 AOs de
simetria e i 3 de simetria #;. L'ordenaci6 f, < e (per a un camp
octaedric) escapa de nou a consideracions de simetriasc. El resultat
és:

%]

Si hi ha 2 electrons, hi ha 3 configuracions electroniques possibles:

—C -0 -
—_— O
e’ ety t3

* 7z Y . /7 2 2
L’ordenaci6 energetica de les quals és: t; <e-t; <e”,

50E]1 model de camp cristal-1i format per carregues puntuals
situades en els vértexs d’un octaedre, juntament amb la
consideracié de la posicid dels ntGvols de carrega derivats
dels AOs, donen una interpretacid® qualitativa senzilla
d’aquesta ordenacid.



d) Camp extern fort (els termes de repulsi6 no sén exactament
Zero).

Els electrons no s6n completament independents. Hi ha un
acoblament debil (tipus Rusell-Saunders). Considerem, d’acord amb
aquest esquema d’acoblament, acoblament orbital i acoblament
d’espin separadament. Els moments angulars totals orbital i d’espin
finalment s’acoblarien entre ells.

part orbital:
HhOth=A1®E®[T1] ®T
e®Re=A10[Ay] ®E
bhbee=T1@T>

part d’espin: Dy,2® Dy,2 =D1 @ [Dy].

L’obtencié dels termes passa per la consideracié simultania de les
parts orbitals i d’espin més el principi d’antisimetria de Pauli. Fem
I'ordenaci6 energetica dels termes d’acord amb les regles de
maxima multiplicitat i maxim moment angular orbital:

tHh®th > ST1<ITH<1E< 1A
th®e 53T <33T, < 1Ty < 1T,
e®e=3A, <1E< 1A,

Tots aquests resultats parcials ens permeten dibuixar el diagrama
de correlaci6. Les versions quantitatives d’aquest tipus de
diagrames de correlaci6é s’anomenen diagrames de Tanabe-Sugano i
ens proporcionen una racionalitzacié dels espectres visibles dels
complexos dels elements de transici6 enllacats a diferents tipus de
lligands(s2).

Desenvoluparem per a finalitzar un cas un poc més complex: la
construcci6 del diagrama de correlacié dels termes corresponents a
una configuraci6 d3 en preséncia d’un camp octaédric.

51Hi ha una correlacid entre els lligands i la intensitat
de camp eléctric a qué 1’id6 central es veu sotmés (série
espectroquimica) .
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a) Camp extern nul.

DS = D@D, ®D3 ®Dy4 ®Dgl [3]}
®D;®D2(2)®D3 ®Dy ®D 5| [21]}
@D ®D;| [1°])

D? = D32 BI® Dy, o] 211}

Els termes electronics (ordenats per energies) son: 4F < 4P < 2G < 2H
< 2P < 2D(a) < 2F < ?D(b). (Cal recordar que 1'ordenaci6 energetica
dels termes NO pot ser determinada a partir de consideracions de
simetria i que cal fer calculs mecanoquantics per a determinar-lo).

b) Camp octaedric debil: Les taules de reducci6 de simetria Kp—Op
ens proporcionen els segiients desdoblaments:

“F > %A +4T1 +4T2

4P 4Ty

2G - 2A1 + 2E + 2T+ 2Ty
2F - 2Ap + 2T1+ 2T

’D - 2E +2T»

2P —2Tq

A les taules de reducci6é de Herzberg no hi apareix el desdoblament
d'irreps de dimensié6 major que 9. No obstant aix0, podem, en
aquest cas, determinar els termes que resulten de la reduccié de la
representaci6 H (dim=11) per comparaci6 amb els termes que
apareixen a camp fort (Més endavant, a l'apartat d, trobarem la
reducci6 de simetria 2H — 2E + 2T1(2)+ 2T?).

c) Camp extern molt fort (aproximacié d’ordre zero).

Si hi ha 3 electrons, hi ha 4 configuracions electroniques possibles:



— = X
_O-
o= o= ©

d) Camp extern fort. Acoblament de Rusell-Saunders.
d.1) configuracio t%:
5 = (A1 + Ty +2T2 BRO A [IPT® E+ Ty + To| [21]}

D3, =D3 2| B Dy | 211}

. . 4 2 2 2
Els termes electronics sén, doncs: Az + "E+ "T1+ “Tp,
; L2
d.2) configuracio t,€:

t% =A1+E+[T]+ T,
2
3 1 1 1
Acoblament intermedi: " Ty + T + E+ Ay

. . . . ., 2
L’altre acoblament intermedi deriva de la subconfiguraci6 e: = E

Termes de la configuraci6 t%e: (3T1 + 1T2 + B+ 1A1)® °E=
YT M+ 2T+ PT(2)+ 2A+ 2A, + 2EQ)

. . 2
d.3) configuraci6 t2¢€:

e’ =A|+[Ar]+E
2
D1/2 =D ®[Dy]

) .3 1 1
Acoblament intermedi: “ A2 + E+ "Aj

. . . . . 2
L’altre acoblament intermedi deriva de la subconfiguraci6 tp: ~ T2

Termes de la configuracio t, e’: 4T1 + 2T1(2) + 2T2 (2).
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d.4) configuraci6 € 3,

* ={A1+ Ay +E| [3]}® {E [21]}
D3, =32 B Dy | 211}

. ., .32
Termes de la configuracié ¢ : "E.

La comparacié d’aquests resultats amb els de l'apartat b ens

. 2 .
permeten determinar el desdoblament del terme “H en preséncia
d"un camp debil.

Estem ara en condicions de dibuixar el diagrama de correlacio.
Hi ha prou a unir els termes de la mateixa simetria, tot respectant la
regla de no creuament de termes amb la mateixa simetria. A
continuaci6 s’explicita el diagrama corresponent a la configuracié d?
en un camp octaedric.




12.3 Estudi del complex Co(NH 3 )23.

a)Teoria del camp cristal i

Es un model simple de complex en el qual es considera per una
banda els 5 orbitals d de 1'i6 central els quals estan ocupats per un
nombre d’electrons d’acord amb el seu index d’oxidaci6. Els
lligands sén substituits per carregues puntuals. Es considera I'efecte
del camp electric que trancant la degeneracié orbital. Per al cas

considerat,Co (NH 3 )g3, el model de camp cristal 1i mostra doble
ocupacio6 orbital dels 3 orbitals degenerats més baixos i, separats per

un gap d’energia A, els dos orbitals vacants. Aleshores prediu un
comportament diamagnetic per al complex:

b) Construcci6 del diagrama de MOs

Els orbitals moleculars, MOs, son combinacions lineals d’orbitals
atomics, AOs, que, en particular, constitueixen bases d’irreps del
grup de simetria puntual molecular.

Considerarem el conjunt d’orbitals dels lligands i formarem
combinacions adaptades a la simetria molecular. Considerarem
‘atom central i classificarem els seus orbitals segons la simetria
molecular. Els MOs hauran d’ésser necessariament combinacions
lineals d’orbitals d'un i d’altre conjunt amb idéntica simetria.
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- Obtenci6 dels orbitals adaptats a la simetria dels lligands

El grup puntual de simetria del complex és Oy. Aleshores és aquest
grup el que cal considerar. Per tal de simplificar el procés, i ates que
On = O ® G, considerarem separadament les operacions de simetria
d'un grup i d'un altre (instem el lector, pero, a seguir pel seu
compte el cami O més costds perd instructiu). Esquematitzem
orbitals i eixos de simetria al segiient esquema:

Les operacions del grup O sén {E, 8Cz, 6C,,6C4, 3C’5}. El conjunt del
6 orbitals dels lligands formen una representacié reductible I" del
grup amb caracters {6,0,0,2,2} respectivament. L’aplicaci6 de la
férmula de descomposicié de representacions reductibles en termes
d’irreps, secci6 5.3, ens diuque: I'= Aj® T; ® E.

Les operacions del grup C; son {E,i}. El conjunt del 6 orbitals dels
lligands formen una representacié reductible I' del grup amb
caracters {6,0} respectivament. L’aplicaci6 de la férmula de
descomposicié de representacions reductibles en termes d’irreps,
secci6 5.3, ens diu que: I" = 3g + 3u.

A la vista dels dos resultats anteriors, podem intentar classificar els
orbitals segons Oy. Compatible amb aquests resultats sén les dues

solucions segtients: I' = Ag®@T1y @ Egil' = A1y @ T1g® Ey.



En projectar sobre A; obtenim necessariament un orbital que a la
vegada és de simetria g, per la qual cosa descartem la segona
soluci6 amb el resultat de que sota Op, I' = A1; @ T1, ® Eg.

Per a obtenir les férmules dels orbitals de simetria del lligand fem
us dels operadors de projeccio:

d1 F;A1X1:>(X1+X2+X3+X4+X5+x6)/\/g
2 FSEXZ = @x, +2%, — X, _X6_X3_X5)/m
3 F;EX3 :>(2X3+2X5_X1_X2_X4_X6)/\/E
b P X, =00 — 1) 2

b5 PT X, = (0, —x,) V2

b6 PT Xy =y —xs)/ V2

Per inspecci6 ens adonem que les tres projeccions sobre la
representacié T son ortogonals, pero les dues projeccions sobre E
no ho sénsz, per aixo considerem la seva semisuma i semidiferencia:

b2 PEX, +PEX, = (=20, 2%, +%, %, +%, Tx) V12
b3 PEX, —PEBYL, =0, %5 —%, —%,) 2

La representacié d’aquests orbitals:

2 Hi ha implicita la consideracid® que els orbitals dels
lligands sén ortogonals.
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4 s s

- Orbitals adaptats a la simetria de I’atom central

La taula de caracters del grup Oy ens proporciona directament
aquesta informacio: {5d—Eg ®Tag; 3p — T1y;, s—>Aqg}.

- Orbitals moleculars: combinem orbitals de la mateixa simetria.
Representem pictoricament la combinacio:

La combinaci6é (+) és 'orbital enllagant a1g i la combinaci6 (-) és
*
l'orbital antienllagant aj,. Analogament amb les altres simetries.

Orbitals de simetria Eg (2 enllacants (+) i 2 antienllagants (-)) i de
simetria T1u (3 enllacants(+) i 3 antienllacants (-)).



Presentem finalment el diagrama d’energies d’orbitals moleculars
(I'ordenacié energetica dels orbitals dels lligands s’ha fet d’acord
amb un augment en el nombre de nodes).

*

alg
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12.4 Reaccions de cicle-addicio.

Es conegut de la quimica organica que les reaccions térmiques i
fotoquimiques electrocicliques (aquelles en les que un compost no
saturat es converteix en un die aciclic conjugat) donen lloc a
productes isomers:

R
= H
\/H
_—~—~R hv
g R
— R H
., N
H P R
\/H
R

Les reaccions quimiques implicades sén processos concertats
d’obertura conrotatoria (en aquest cas un eix binari de simetria
persisteix al llarg de tot el procés) o disrotatoria (en aquest cas un
planol de simetria persisteix al llarg de tot el procés). Segons tinga
lloc d"una manera o d"un altra obtenim un isomer o un altre.

0

;-
[

ce:

La pregunta és ;per qué un procés d’obertura o un altre ? La
construcci6é dels diagrames de correlaci6 de simetria dels orbitals
directament implicats en el procés ens permet donar una
interpretacio senzilla a aquest fet.



Podem classificar els MOs 11 del producte (butadié) en simetric, s, i
antisimetric, a, segons la simetria que es conserva en cada procés (Ca

0 O):

o N S Ty

Podem fer el mateix amb els orbitals implicats del reactiu
(ciclebuté):

5ot o9l
9 o o ¥
G n T o
G a S a s
o} a a S S

conrotatori disrotatori
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El diagrama ens diu que l'obertura conrotatoria és facil per la via
termica. En la via disrotatoria l'estat fonamental del cicle
correlaciona amb un estat excitat del butadie, per aquesta ra6 el
cami és dificil. Pero si abans de comencgar el procés d’obertura
promocionem els dos electrons que ocupen I'orbital 1 fins a I’orbital
n* (via fotoquimica), 1'obertura disrotatoria per a donar l'estat
fonamental del butadie és facil.

El mateix tipus d’analisi ens permet comprendre perquée 'hexatrie
es comporta de manera oposada: obertura disrotatoria facil per via
termica i obertura conrotatoria facil per via fotoquimica.

En general, quan una olefina conjugada ciclica amb N electrons it
sofreix una obertura per a donar lloc a una poliolefina de cadena
lineal amb N+2 electrons m succeeix que (regla de Woodward i
Hoffman): si N=4n+2 (n= 0,1,2,..) l'obertura de l’anell és
termicament conrotatoria i fotoquimicament disrotatoria (cas del
butadié estudiat). Si N= 4n (n=1,2,...) I'obertura de l'anell és
termicament disrotatoria i fotoquimicament conrotatoria (cas de
I"hexatrie).

12.5 Efecte Jahn-Teller.

Fins ara hem partit del coneixement de la simetria molecular i hem
aplicat la maquinaria de la teoria de representacions lineals de
grups a 1'obtencié de propietats fisiques de molécules. Hi ha coses,
pero, en que la teoria de grups ens déna fins i tot informacié sobre
la propia simetria que una molecula necessariament ha de tenir.

Podem contestar preguntes com ara ;per que el benze presenta una
geometria regular a l'estat fonamental mentre que el radical
ciclepentadié no té forma de pentagon regular?

La resposta a aquest tipus de preguntes es fonamenta en I’anomenat
Teorema de Jahn-Teller

Una molecula simeétrica no lineal en un estat electronic degenerat es
distorsiona, reduint la seva simetria, fins a trencar la degeneracio.

El teorema és consequiencia del fet que l'aproximacié de Born-
Oppenheimer resulta especialment burda en alguns casos. Per tal



d’aconseguir una descripci6 satisfactoria del comportament
molecular en aquests casos, cal considerar l'existencia de
I"acoblament vibronic.

L’hamiltonia electronic depen parametricament de les coordenades
nuclears. Si els nuclis estan fora de la seva posici6é d’equilibri perque
estan efectuant una vibraci6é seguint un mode normal Q, podem
escriure una primera aproximacié (fins al terme lineal) a aquest
hamiltonia H:

_ 0 aH_e}
He He+|:aQ L

On HQ és I'hamiltonia electronic corresponent als nuclis en la
posicié d’equilibri (Q=0) i Q és el mode normal actiu.

Ates que H, és invariant a les transformacions de simetria existents,
[0He/0Q ]0 ha de tenir la mateixa simetria que el mode normal Q.

Si la molécula esta en un estat aproximat |i>, propi de
'hamiltonia aproximat Hg, i considerem que el terme [0 He/0Q ]OQ

com un operador de pertorbaci6, la correccié a I'energia electronica
sera (fins a primer ordre)s:

(1 _ ,[8He} ,
E'V'/ = <1 1>.

El lector s’haura fet, en llegir 'enunciat del teorema de Jahn-Teller,
la segiient pregunta ;per queé el teorema exclou especificament el
cas de molecules lineals?

Com deiem, l'efecte Jahn-Teller (per a ser més precisos, la
inestabilitat Jahn-Teller de primer ordre) va associat amb un valor
no nul de la integral que defineix en I'energia E(1). Aquesta integral
podra ser diferent de zero si la representaci6 I' de [0 He/0Q ]O (que,

pel que hem dit adés, és precisament la del mode normal Q) esta
inclosa en la descomposicié del producte de les representacions de

53 Cal notar que l’estat vibronic d’ordre zero (electrdnic
+ vibracional) seria, en realitat, |[i>|v>, i que la
integral implica les coordenades dels electrons, perd no
les dels nuclis, per la qual cosa Q pot eixir fora de
1’integrand.
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les funcions |i> que hi ha a la integral. Hi ha, pero, un detall
addicional. Resulta que les dues funcions que hi ha a la integral s6n
la mateixa funci6. A¢o introdueix la simetria de permutacié
(simetric/antisimetric) addicionalment a la simetria puntual. Cal
que la integral siga totalment simetrica. En altres paraules, cal que
la representacié6 I' del mode normal Q estiga inclosa en la part

simetrica de la segona potencia de la irrep. a que pertany la funcié
|i>.

En el cas del grup de la linia, tnicament les irreps ¥ sén no
degenerades, la resta I, A, ® etc. son doblement degenerades. El
producte de les irreps degenerades per elles mateixes son:

neMn=x"e[z 1A
AR A= " @®[z7]®T
PRO=3"O[Z]DI
etc.

Per una altra banda, en una molécula lineal tots els modes normals
de vibraci6 son de simetria X i IT5¢. Resulta que els modes tipus X no
trenquen la linealitat de la molécula i que la simetria IT no apareix
en la segona potencia de les irreps. Aleshores, la simetria de la
integral que defineix E(1) per al cas de molécules lineals, mai pot ser
Y (totalment simetrica). Vol dir que sera sempre zero i que les
molecules lineals no presenten efecte Jahn-Teller de primer ordre.
Aco no vol dir, pero, que els estats electronics degenerats de
molecules poliatomiques lineals siguen necessariament estables. El
singlet del CH, amb una configuraci6 (11,)? a la geometria lineal té
una geometria angular originada per un efecte Jahn-Teller de segon
ordre. La molécula d’aigua, que no presenta un estat electronic
degenerat en la geometria lineal, també és angular pel mateix
motiu.

5¢ Els caracters de la representacid reductible d’una

molécula lineal de K atoms sén { y(E)= 3K ; x(C¢) = K + 2K
cos ¢}. Si restem els caracters de les 3 translacions i
les 2 rotacions (£Z@® 2 II), ens queda una representacid
reductible amb caracters: I'={y(E)= 3K -5 ; x(C¢) = K-1 +

2(K-2) cos ¢} per la qual cosa és immediata la seva
descomposicidé com I'=(K-1) £ @ (K-2) II.



Vegem l'efecte Jahn-Teller del radical cicle-CsHs. L'aplicacié del
meétode Hiickel-MO ens déna els segtients orbitals que ordenem per
energies creixents: a"y < e"1(2) < e"(2). La configuracié de 1'estat
fonamental (doblet) és: (a"2)%(e"1)3. Acudint a les taules de potencies
de representacions tenim que:

(e"1)3 = {e"1@e"2 | [3]} + {e"1| [21]}
(D1/2)3 = {D3/2| [3]} + {D1/2| [21]}

La simetria dels doblets és, doncs, 2E";. Com es tracta d'un estat
degenerat és segur que hi haura efecte Jahn-Teller (comproveu que
E"; és la simetria d"un mode normal del cicle-CsHs). La reduccié de
simetria Dsp — Cp, implica I'eliminacié de la degeneracio:

2E" — 2A, @ 2B,

Un exemple arquetipic d'un Jahn Teller de segon ordre és el cas del
cicle-butadie (D4p). Els Hiickel-MOs ordenats per energia son: : ap, <
eg(2) < boy. La configuraci6 de I'estat fonamental és (azy)?(eg)2. Les
taules de potencies d’irreps ens diu que:

(eg)2 = aig ® [azg] ® b1g ® bzg
(D1/2)2=D1 @ [Do]

Els estats son, doncs, 3Azg ;1A141B1g;1Bog . Algun d’aquests és I'estat
fonamental. No hi ha degeneracié. No hi ha, doncs, Jahn-Teller de
primer ordre.

La distorsi6 Jahn-Teller de segon ordre afecta estats provinents
d’una mateixa configuracio electronica (estats energeticament molt
proxims), sempre que, conjuntament amb el mode normal de
vibraci6 que distorsiona la molécula, tinguen les simetries
adequades per a poder interaccionar entre ells.

Considerem la possible reduccié D4y — Don (quadrat — rectangle)
causada pel mode normal Byg:

3
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Aquest mode permet acoblar Ajg amb Byg per una banda i Ay amb
Byg per una altra, ja que A1g ® Big = Agg ® By = Byg. En altres
paraules, hi haura distorsié Jahn-Teller de segon ordre causada pel
mode normal By,

Ara veurem ac¢o mateix d'un altre punt de vista. Considerem de cap
nou la reducci6 Dy — Don (quadrat — rectangle). La taula de
reducci6 de simetria ens déna les segtients correlacions:

Estats energeticament proxims i de simetria distinta passen a tenir
la mateixa simetria com a conseqtiencia de la distorsié. Es produeix,
aleshores, una quasidegeneracié accidental que la més minima
pertorbacié por trencar (i trenca de fet).



APENDIXS

1. Espai de funcions.

Ara farem un breu repas dels espais de funcions distingint
conceptes que de vegades es mesclen i confonen, per exemple:

Espai meétric. Un espai metric és un conjunt on s’ha introduit la
noci6 de distancia que verifica unes propietats inspirades en les que
son intuitives de la distancia habitual de I’espai ordinari.

Espai vectorial. Aquest concepte deriva del de vectors lliures
en el pla ordinari. Un espai vectorial és un conjunt d’elements que
anomenem vectors. En aquests s’ha definit 'operaci6é interna de
suma de vectors amb tota una serie de propietats que deriven de les
propietats intuitives de suma de vectors lliures del pla ordinari. A
més, s’ha definit una operacié externa, la multiplicacié d"un vector
per un escalar.

Espai normat. La possibilitat de definir el concepte de distancia
entre els elements d’'un espai vectorial fa derivar la nocié de norma
o "longitud d'un vector" i, per tant, la d’espai normat. Un espai
normat és un espai vectorial on s’ha definit la norma o longitud dels
seus vectors.

Espai de Hilbert. Finalment, la introducci6 en un espai
vectorial de la noci6 d’angle de vectors, cosa que va lligat al
concepte de producte escalar, condueix a la nocié6 d’espai de
Hilbert.

Aixi doncs, en parlar de funcions considerarem en primer lloc
la possibilitat de sumar funcions i multiplicar-les per niimeros, és a
dir, intentar estructurar el conjunt de funcions com a un espai
vectorial. Després veurem si té sentit parlar de distancia i com
definir aquesta sense ambigtiitat i parlar aixi de I'espai metric de les
funcions. Finalment farem el mateix amb el concepte d’angle fins
arribar al concepte d’espai de Hilbert de funcions.

Considerem I’exemple dels polinomis de grau menor o igual a
n. Coneixem les operacions de suma de polinomis i producte de
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polinomis per numeros reals. ;Presenten els polinomis de grau
menor o igual a n estructura d’espai vectorial sobre els nameros
reals amb el concurs d’aquestes dues operacions? Particularitzem,
per exemple n < 3. Escriguem dos polinomis qualsevol P{(x) = aj +

byx + c¢1xZ; P5(x) = ay + byx + cr,x% Notem que cada polinomi queda
perfectament determinat sols especificant els coeficients de cada un
dels monomis. Aixi podem escriure que P;(x) #(a;,by,cq) 1 Py(x) #
(ay,byc,). La suma de polinomis i el producte de polinomis per

nameros reals queden reflectits per sumes d’aquests coeficients i
per productes d’aquests coeficients per ntmeros reals. Es a dir,
veiem que els coeficients dels polinomis actuen a manera de
coordenades. D’altra banda, treballant amb coordenades no trobem
cap diferéncia entre els polinomis de grau menor o igual a 3 i els
vectors de 'espai ordinari de tres dimensions. La diferencia rau en
el fet que la base que implicitament usem en R3 és {i,j k} (els tres
vectors unitaris segons els eixos) mentre que la base que
implicitament usem en I'espai de polinomis de grau menor o igual a
tres son els monomis {1,x,x?}. En conseqiiéncia no necessitem
comprovar que els polinomis, juntament amb les operacions de
suma de polinomis i el producte d"un polinomi per un ntimero real,
compleixen totes les propietats que defineixen un espai vectorial.
De segur que les compleixen, ja que la seua representacié matricial
ho fa. D’altra banda la comprovacié és molt senzilla.

Provem d’introduir el concepte de distancia entre polinomis i,
en general, entre funcions. La idea consisteix a traduir la idea de
“major o menor proximitat entre funcions” a nameros reals, és a dir,
en alguna cosa quantitativa. ; Tenim alguna idea intuitiva de major
o menor proximitat entre funcions? Vegem la figura segiient on
representem tres funcions d’una variable.
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D’una banda tenim que f, és més proxima a f; queafyenx =a

mentre que succeeix el contrari en x=b. En realitat, la idea intuitiva
de major o menor proximitat global entre les corbes ens la
proporciona l'area que existeix entre aquestes. Es obvi que, malgrat
que per a alguns valors de x, f; és més proxima a f3 que a f{, no és

menys cert que és intuitiu expressar que globalment en l'interval
[a,b], f; és més proxima a f; que a f3. Aixi, doncs, hem trobat una

manera de traduir la nostra idea intuitiva de proximitat entre
funcions en un criteri quantitatiu, és a dir, en nameros. Pero hem de
concretar més la nostra definici6 de distancia entre funcions.
Assumim intuitivament que la distancia és sempre positiva, per tant
hem d’atendre que no apareguen signes negatius. Per aquesta rad
definirem el quadrat de la distancia com el quadrat de I'area.

b
d(f, ;1) = j (f, - £,)° dx
a

I la distancia com l'arrel quadrada positiva d’aquesta. D’aquesta
manera comptem sempre arees positives encara que dues corbes
s’encreuen.

Hem definit aixi 'espai metric de funcions. Deiem que la
distancia ens indueix el mode de normar 'espai vectorial. Per a aixo
anomenem h a la funcié que resulta de restar f; i f,. En perfecta

analogia amb la connexié que existeix entre 'espai de punts (metric)
i I'espai de vectors (vectorial normat) anomenem norma de h, i la
representem com ||h||, 'arrel quadrada positiva de la corresponent
integral.

b
h|* = _[ h? dx
a

Si tractem amb funcions de variable complexa, considerem
nimeros complexos en lloc de numeros reals. Com que els
conceptes de distancia i norma els intuim com a niimeros reals (;qui
pot imaginar una distancia entre dos punts de (3+4i) metres?) hem
de generalitzar un poc les nostres definicions de distancia i norma
per tal d’englobar funcions de variable complexa. Aixi diem que la
norma de h ve donada per:
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b
HhHZ:J.h* hdx
a

i procedim de manera analoga amb el concepte de distancia.

Finalment desitgem definir I'espai de Hilbert de funcions.
Aquest tipus d’estructura preveu 1'existencia d’angles entre vectors
i lligat al concepte d’angle entre vectors, la definicié de producte

escalar. En R el concepte de producte escalar i angle entre vectors
és conseqtiiencia de la segtient desigualtat:

2 2. 2
(. a; b)) <D ai X bj
i i i

Vegem-ne un exemple en R%:

ol

La trigonometria ens defineix cose = a /||al| i sing = a/llall. A la vista de
'esquema anterior tenim que:

(a,b, +ayb )? = (acose b +asine 0)? = a%b? cos?p < a’h?
ja que la funcié cosinus és sempre menor o igual que la unitat.

La quantitat a? és el quadrat de la norma del vector a, de la
mateixa manera b2 ho és de b. Veiem que 1'angle entre dos vectors
es pot expressar per la relacié entre la suma del producte ordenat
dels seus components i les seues normes. El parentesi (a,b, + ayby),

I’'anomenem producte escalar dels vectors a i b i el representem per
(a-b). Generalitzem de seguida aquest resultat a R™:

- 2 a; b;

ab i
- 2 2
b~ 37 oo
i i




Hom es pregunta si en 'espai de funcions pot trobar-se un
tipus de desigualtat similar al considerat. La resposta és afirmativa.
En efecte desenvolupem la quantitat definida positiva (1.7).

bb
[ 109 250 - 1) €091 [f06) &3) - fiy) T dxdy = 0

desenvolupant els productes i simplificant arribem a
b b b b
jyfyzdxfyg\zdy ; Jf*g de. fg dy >0
a a a a
* 2 2 2
[feat<[iefafier ay

Aixi, doncs, definim l’angle entre funcions i, per tant, el seu
producte escalar de forma analoga al cas de vectors cartesians:

J.f*g dx

-V/f|ffd§ \/I|g|2d§

(o) = [ g ax

cos ¢ =

i amb tot aix0o hem arribat a la nocié d’espai de funcions de Hilbert.

Realment, quan parlem d’espai de funcions existeixen certes
condicions de convergéncia que han de tenir-se en compte
(convergencia de les series de Cauchy) pero que no entrarem a
discutir. El nostre objectiu va ser arribar des d'un punt de vista
intuitiu a I'espai de funcions de Hilbert i ho continua sent. Per a més
detalls matematics seria aconsellable la consulta d'un text de
matematiques. Hi ha un llibret (les mides del qual no corresponen a
I'ampli i rigorés contingut) que esta traduit al castella per editorial
Teide, titulat “Introduccion a l'espacio de Hilbert” de S. K.
Berberian, on es pot trobar resposta a la majoria de les preguntes
que es poden formular sobre |'espai de Hilbert.
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2.  Canvi de variable de I'’element de volum.

Ara desplegarem el cas de dues variables, encara que el
procediment i les conclusions a queé arribarem so6n aplicables a
qualsevol nombre de variables.

Comencarem considerant el valor dels elements d’area de la
figura adjunta. Anomenem (e;, e;) els vectors unitat segons els eixos

perpendiculars de la primera figura i (e’;, e’,) els no ortogonals de
la segona, els quals formen un angle 6.
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Els elements d’area sé6n dA = dx dy ; dA” = dx’ dy’ sin6,
respectivament. Si escrivim dx = dx e; ; dy =dy e, ; dx" =dx e’y ; dy’
= dy e’,; podem reescriure que dA = |dxady| ; dA” = |dx'Ady’|.
Expandint els elements d’area tenim que:

dA = |dxady| = |dxdy (ejrey) | = dx dy |es| =dxdy.
dA” = |dx'Ady’ | = |dX dy’ (e'14€’,) | = dx dy’ | (e’1ne’)) |

Anomenem J a la matriu de transformacié o de canvi de

Per diferenciacié obtenim,



[dX'] B [J']'] J12j[de
dy’)  \Ja1 Jpp/\dy
D’altra banda, especificant la transformacié per al cas (x=1, y=0)

obtenim el vector transformat e’; del vector columna e; =

e'y= [J” J12]£1] = (J1j = J11(1j + J21[0] =Jyre+ ey
Dy I\ Ty, 0 1

Analogament s’obté e’, en el cas (x=0, y=1), de manera que podem
escriure també que:

(e'1j _ (JH J12J(e1]
e's Jog Jp/\ e
Amb tot aix0 reescrivim dA’:

dA’= dx dy’ |(e'1ne’p)l = dX'dy’ [(Jqq€q + J12€2) A (J21€1 + o) =
dx’ dy’ [J11d21(€1 A1) + J12da1(E2 AE1)FIqqd00(€4 A€+ 1od0a(E) AEY)| =
dx’ dy’ [(J11d22 = J12d21) (€1 A€p)[ = dX' dy’ detJ |es]

Per tant concloem que:
dA’= dx' dy’ det]

I, en general, si I’element de volum és dt = dx,dx,...dx,, i la matriu de
transformaci6 entre les coordenades x i X" és J, tindrem que,

dv' = dx’4dx’...dx', detJ.

3. L’orbital dz2.

L’expressi6 de la part angular de I'orbital dz2 en coordenades

esferiques resulta ser (3 cos? 0 - 1). Si utilitzem coordenades
cartesianes aquesta expressio se’ns converteix en:
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2
dzz=32—2 -1=12(222-x2-y2)
r r

on r és el modul d'un vector, per la qual cosa és invariant sota
qualsevol operaci6 de simetria. En conseqiiencia, l'orbital dj2

s’hauria d’escriure:
d2z2-x2- ¥2)

Tanmateix, en la major part de grups z2 i (x2 + y2?) es
transformen de la mateixa manera, per la qual cosa z21 (2 z2 - x2 - y2)
es transformaran de la mateixa manera. Per aixo és habitual usar la
notaci6 “curta” dz2 enlloc de dp 22«2 y2) malgrat no ser rigords

en alguns grups (T4, Op, per exemple).

4. Regla de Young per a construir les taules de caracters de S,,.

Associem a cada quadre del diagrama un namero igual al
nombre de quadres de la seva dreta més els que té davall, més 1.

2 1
T £+1=3  HY t+r+1=3
1 2
]
1 1+1+1=73 e 2+24+1=5

Aquests diagrames construits sobre els tableaux de Young d’aquesta
manera s’anomenen "hams" ("hook"). Hi ha un primer teorema que
presentem sense demostracié: "La dimensié d’una representacid
irreductible de Sn és igual a n! dividit pel producte dels hams".



Comprovacio en S3:

31
=1
ré 2|1 3.2-1
301 3!
=2
1 31-1
3 31
z =1
3.2-1
1

Per al calcul de caracters definim la "longitud principal de
I’'ham" com els ntimeros de la seva primera columna. Vegem un
exemple del procés per calcular el caracter classe (31) a la
representacio [22]:

3
= 11 M1ameros de la prmera colmmna
i 'escrivim com un "determinant": | 32 | =- | 23 |. Aleshores fem

us del segiient procediment: "apliquem" primer el "3" de la classe (3
1) que vol dir restar 3 de cada ntimero de la longitud:

3132|=]02|+|3-1]=|02]|=-]20|

En apareixer un ntmero negatiu (o repetit), el "determinant"
s'anul la. Ara apliquem 1’1 de classe (3 1) que vol dir restar 1 de
cada namero de la longitud dels determinants resultants de
"operaci6 anterior:

T102]+]3-1]]=1[-]20]]=-]10]=(1)]10]|

Cal notar que al final hi ha sols determinants del tipus | 10 |; diem
que el nimero que el multiplica és el caracter. En aquest cas el
caracter és -1.

De manera resumida simplement escrivim tot aquest procés com:

31) |32 =1[|02]|+|3-1|]=1[-]20]] »%=-1

Vegem-ne un altre exemple per a la classe (14) de la irrep. [3 1]:

41

4

14141 =13 31|+ |40 |]=12[|30 |+ |21 |+ |30+ |4-1|]=
=12[ |21 +2-[30|]=1[|11 ]|+ [20]+2-][20|+2-]3-1]]
=10+ |2-1|+2-]10|+2-|2-1] =3 |10| »>%x=3

Caracter en la classe (212 ) de la irrep. [2 12]]:

4|1 E
z s oz o 42 1]
1 1

(212) | 421 | =12[ | 401 | +]221|+0]=1[]400]|+|301]]
=300+ |201]|=-|210] »X=-1
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5. Poténcies simetritzades de representacions irreductibles de

SO3).

Abans d’atacar el grup SO(3) farem alguns exemples amb
grups finits. En primer lloc presentem, en la figura adjunta, un
esquema mnemotécnic per a construir el caracter de la n-essima
potencia d’una representacié irreductible pd'un grup qualsevol
adaptada a la simetria definida per la representacié irreductibles del
grup simetric (o grup de permutacions) Sy (vegeu la secci6 8.2). En
particular, es presenta l'adaptaci6 a la tercera potencia de la
representaci6 1 a la simetria definida per la representacid
irreductible bidimensional [2 1] de Ss:

DIM=@ | CARDINAL (DO —& @
- crasse /@t _@@% ®1
Dim, irrep

@ ([21] @

i

e L2 2w +F0AR %R
H

Per al cas de segones potencies cal acudir al grup simetric S, i la
férmula que s’obté és simplement:

5 R) == [x2R) £ 1(R3)]
" 2

Considerem ara la segona poténcia de la representacid
bidimensional "e" de Csy. Tenim que:

Xy *,(E)= [x (E) £ y(E* )]——[x (BE) + x(E)]= 2[ +2]

15 =3 A CH £ ECH N =3 ACh)E (CI=5 (14 (-1)
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1 1 1
1o2(0v) =51 (0% woV)]=5 [ (0v) £ x(B) =5 [0+2]

Amb tot aco obtenim:

Ciy E 2Cs3 3oy
e®e), |3 0 1
e®e)_ |1 1 -1

La descomposici6é d’aquestes representacions reductibles com a
sumes d’irreductibles (irreps) de Csy (amb I'ajut de la férmula de la
secci6 5.3) dénalloca: (e ® e), =A| ®e,i(e®e)_ = A,.Esadir

e®e=A, @[Az](ﬁe,

on amb [ | representem la part antisimétrica del producte.

Considerem ara la tercera poténcia d'aquesta mateixa irrep
bidimensional de Csy . Ara cal considerar el grup simeétric Ss. Grup
que presenta tres irreps: [3], [21] i [13]. Els caracters de les potencies
adaptades a la simetria permutacional es calculen amb la férmula
general de la secci6 8.2 o amb I'ajut d'un esquema mnemotécnic
com el de la figura anterior:

(DI R) =10 (R)+ 3 1(R) 1(R?) +2 y(R7)]

oxl»—

2 Llw) ——[x3(R)— 3 %(R) x(R*)+2 x(R?)]

IR =300 ®)- 2®)

Substituint adientment els caracters de Cs, arribem a:

C3V E 2C; 3o,
[3] 4 1T 0 oA @A, e
ehnl4 2 0 |=2e

0

3
[13] 0 0

Amb tot a¢o escrivim:



e’ (A @A, @e | [3]}+{e |21}

Cal notar que la nomenclatura utilitzada (Boyle) sobreentén que
[21] és bidimiensional i que hi ha, doncs, una irrep e per cada

component de [21]. Per aquest motiu escrivim {€ || [21]} en lloc

d’escriure {2€ || [21]}, tot i que hem trobat que e apareix dues
voltes.

Exercici: Considereu el grup de I'octaedre. Calculeu €3 .

Resultat:
O |B 8C3; 6C, 6C4 3C5(C3)
e [2 -1 0 0 2
3
9[3] 4 1 0 0 4 =>A|1 DA, De
e[313] 0O 0 0 0 0 = 2e
3
e (4 2 0 0 4

Abordem ara el grup de I'esfera SO(3):

K |E ©C®

D, 1 - 1

D; |3 1+ 2cos ¢

D, 5 1+2cos ¢ +2cos2¢
Dy, |2 - 2cos0
D3/ | 4 2cosO +2cos 36
Ds/ o

on 6=¢/2.

La notacié exponencial complexa és altament simplificadora a
I'hora de calcular potencies, atés que evita la trigonometria. D'ara
endavant substituirem, doncs, 2cos o per (e'* +¢7'%).

Comencem calculant segones potencies de Dy,>. Aquest és un
problema del qual sabem la solucié (vegeu la subseccié 9.4.2).
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Tenim que D/ ® Dy =D ®[Dg]. Comprovem, per exemple,
els caracters de Ci :

1 1 — i 95
/2 %[Xz(ci)i X(Cc%o(b)]:E[(e R i R

[(e2ie 420 +2)i(e2ie +e_2ie)]: 1 +%[(ei¢ +e_i¢)i(ei¢ + e_i(l))]

X % (Cg):

Do I— O

Aleshores, ¥y =1+2cos¢ (= D) ix =1(=Dy), d’acord amb el

que calia esperar.

Exercici: Calculeu XIJ_Sz (C 2) ).
1

Resultat: 25 (C4)=1 + ([ + (e +¢ 7)1+ (2 1+ o 2i0))
1

\

X2 (Co)= (1" +e ™))

Esadir: D;®D;=D, ®[D;]®Dy.

21
Abordem ara el calcul de terceres potencies, e.g., X][)3] (C i ):
1/ 2

xo (€C2)=300 (Ch) - uC =31 +e7) (" +e 7))
1/ 2

zg[(eﬁe+e—3i9)+3(ei9+e—i6)_(e3i9 be 3020?40

:4003% (=2Dy1p).

Exercici: Calculeu Xl[)3 % (Ci)
1/2

[3] oy _ 0]
Resultat: XD?/z (Cx)= XD (Ce)

3/2

Cal notar que (Secci6 9.4) D1 ®D1p ®Dyp =D3p @2Dqp .

Els resultats anteriors permeten precisar que:

D}, =D |BI3+ D1 211}



on tornem a fer notar que quan una irrep p d'un grup de simetria
apareix en la descomposicié d"una poténcia adaptada a la irrep s del
grup simetric Sy, la seua multiplicitat sera multiple de la dimensi6
de s. L'equacié anterior utilitza la nomenclatura de Boyle la qual
sobreentén, atesa la bidimensionalitat de [21], que hi ha dues Dy».

Moltes voltes el caracter del neutre juntament amb la serie de
Clebsch-Gordan sén prou per a determinar la descomposicié de la
potencia d’una irrep adaptada a Sy i no cal acudir al caracter de la

rotacio Cﬂzj . Per exemple:
Di/2®Dy/2®Dy2=D32®2Dy/>

dimensions 4 2-2

Bl (By=l(8+3.-4+2.2]=4
XDf/z( 6[ ]

XD?/z
21 2

Xps (B)=5[8-21=4
1/ 2

Com resulta que D3, sols apareix una volta (multiplicitat 1) no

pot pertanyer a [21]. Podria pertanyer a [13], pero el caracter del
neutre calculat per a [13] és zero, cosa que vol dir que no hi ha
component totalment antisimetricass. Aleshores, concloem que
D3, pertany a [3]. Com a conseqiiéncia, D, (que presenta

multiplicitat 2) pertany a [21], d’acord amb el resultat anterior
derivat de I’analisi del caracter de ng :

3 . .
Com un darrer exemple calcularem D 7. Tenim en primer lloc
que:

S5Aquest és un resultat esperable: A partir d’una base
bidimensional (a,f) no es pot construir cap funcid tercera poténcia
(e.g. oaof) totalment antisimétrica. En altres paraules, no pot
haver un tensor totalment antisimétric que presente Iindexs
repetits. Si projectem aof sobre [13] de S;3 comprovareu que dona
lloc a zero.

88

3 x3 x3 =7+2-5+3-3 +1 = 27

Calculem el caracter del neutre:

BlE) =Lp7+3.942.31=10
D’ 6

I E)=127-3.942.3]=1
D; 6

21 oy _ 2197 a7
XDi(E)_3[27 3]=16

Com que D, és I'tinica irrep monodimensional que hi apareix,

. 3 3 . .
aleshores, necessariament, {Dj || [17]}=Dy. Com que la dimensio

de la part simeétrica és 10 i la dimensié6 de D3 és 7, queden 3
dimensions per a assignar a [3] que cal que es corresponguen amb
D . D’aquesta manera ens queda per assignar 2 (D, @ D). Aco té

dimensié 16 i presenta una multiplicitat concordant amb [21]. En
efecte, podem comprovar que:

ng](Cd) zg[(l-" el +e_i¢)3 _(1+e3i¢ +e_3i¢)]
1

=2{E + (eid) + e_i¢)]+ [1+ (eid) + e—id) )+ (eZid) + e_2i¢)]}

:>2(D1 @Dz).
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