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El grup GL(n) de les transformacions lineals

Una transformacio lineal és una funcio F que té un rang i un domini que son
espais vectorials.

Flu+v)=F(u)+ F(v) Yu,veV
F(Av) = AF(v) YoeV,AeC

Exemple: F :R> — R?/F(z.y.2) = (v + 22, —y)
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En general, considerem V, W espais vectorials complexos ().

Siv=Ww:

IF és una matriu quadrada.

Les transformacions [F sén automorfismes (canvis de base)
S’assegura l'existéncia d'inverses

Es garanteix l'estructura de grup de tots aquests canvis de base.

Anomenem GL(n) a aquest grup.

Les transformacions lineals que no alteren la longitud (o norma)
d'un vector s'anomenen transformacions unitaries &{n).

El grup U(n) de les transformacions lineals unitaries

Ulu) = |w)

. — (uUUu) = (wjw) — UU=1 — |Ut=0-!
o~

U = ¢~ amb A hermitica (A*= A):

— st i . . ,
En efecte: 1t = ¢—i8" = =& _, It — plhp—ik _ 0 _

El grup U/(2) de les transformacions unitaries en 2 dimensions

(

U = ¢iA A:(?jil;' Zi’g ) a,bye,d e R, i = /—1

a+b c—id B 1 0 i 1 0 . 0 1 / 0 —i ol +1 . ’
cvid a—b ) =N o 1 )T o —1 )Tl o )T o ) T Ak TbOe Aot doy

U = expli(al + bo. + co, + doy)]




Sib=c=d=0 > U=expli Al =explial]

-> U equival a multiplicar per la fase expli a]

El grup SU(2) unitari de fase unitat

. [ . .
U= ( _‘;)* ”’,, ) amb |a|2 + b2 = 1

En efecte: UTU = (|u.|2 + |b|2) [2x0 =Ioxo amb a,b € C.

En general SU(n) son exponencials de matrius hermitiques de traca zero

b

El subgrup de matrius reals ( ”f
-0«

) amb a*+ b?= 1 s’anomena SO(2)

costl  sinf
Coma’<1->a=cosf >

—sinf  cos#

Generadors X, del grup

Una matriu hermitica A combinacid lineal d’una base: A=5a, X a,[JR

n“*n 7/ n

> U = (—‘Xl)[!’ Z ”nax‘ﬂ}

T

X , , 4 1
Ulan) = €' 2n X =140 Y anXn + 91 Do n Gm@nXm Xy - . .

>  Ulda,)=T1+i}%", X,da,

-y au Els generadors son les tangents
9 l -XJI = a. 1
0 al grup sobre I'element neutre

day,

Ometem la demostracio de que per a qualsevol subgrup de GL(n),

[-X—p s -Xu] = Z ('.urz/\-X/\




Representacions lineals d’U(n)

mn
Una matriu U d’U(n) també pot ser escrita: ] — pxp[j E i ('l'i]
i.j

Amb a; = a;”, (ey);=9 G

Els generadors ey presenten la relacié de commutacio:||€ij . € .kl] = ()J,U il — (),1(,!,}

Gelfand i Tsetlin (GT):

Una irrep d’U(n) ve etiquetada per (m;, m,, ...m,,), m;,[JN

Els elements de la base per n(n-1)/2 enters addlczonals tals que: my=m;;;>m; .,

(my, my, ... m,,) es pot representar per un tableux de Young on my; indica el nombre de caixes.
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Generacié de la base canonica [210%] de U(4) relacié entre els esquemes GT i Weyl.




Relacio etiquetes GT i Weyl (Young tableaux) ‘

(2100) » [2,1.07] = [2.1] =

2 1 0 0 _
2 0 0 (200) 5 2,0=[2 =@ €=
2 . 0 (20) > 2,0]=[2 = ¢> 3
(1) > 1l =0 &>
2[4]  ©@100) -
y 2 1 0 0
2 4 (100) ] 6 b
4 ' L0
(10} 0
| (0)
Calcul de la dimensio de Iirrep ‘
dimensi6 de [32,2,1%] de U(7)
7]8]9] 8]4]2]
6/7[8] 713][1]
2 5|6 ) 5|1
Num = i) Den = E}—
3 12]
2 1]
7-8-9.-6-7-8:5.6-4-3-2
- —7.9.8.6= 3024
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— creix .
_ | nombre de caixes
L | de I'ham

decreix




‘ Reduccio de simetria U(n) = U(n-1)

(2100) de U(4) > U(3)
mij = mi—1; = m; j+1 permeten definir totes les segones files

(2100) 5 (210) (200) (110) (100)

(2100) = (210) & (200) & (110) & (100)

.

%[D@H@D

1[20] = [8] & [6] & [3] & [3]

‘ Descomposicio del producte de representacions en U(n) H]\Hj‘

alal

| &
(xh

Pero en U(2) no poden haver tableaux de més de dues files, per tant, en U(2):

o[ T[T T T e

2@ 2 =3 e[1]




‘ SU(2), funcions d'espin i branching diagram

Example 1: Different representations of the 5 spin states for N=5and S = %

¥
1
Branching diagram 1/2 1
Fa
0 1
Spin paths ++4++-—- +4 -+ i o
Young 123 62J 125 134 135
tableaux 45 35 34 25 24
14 13 13 12 12
dual 25 25 24 35 34
3 4 5 4 5
22100 22100 22100 22100 22100
Gelfand 21 110 2 11100 2221000 2211100 ol
1
tableaux 111 11 11 20 20
1

U(n) i la part espacial de les funcions d'ona ‘

2n

2n
H = Z(idh\i‘_))nflu,,‘, +3 Z (ili_)|1'|i;;i‘l)uflrrf_,a,lu,_i

11,22 11,12.13,14

—

. , _
Definim: €, j, = (g, Ay
Es immediat comprovar que: [()i1<1"2' €isig) = (’,-1“5,'2_13 — (’,-3.1-__,(‘5,-1.,-4

... ergo son generadors d’U(2n)

Calculem les traces parcials: EL_.IQ = E Cliolae | Eﬂl-f’z = Z €lo,.Ioy
a T -
[]E[l.[;z*EIg.Id} - E[1.145i2.i3 - ]Eis.iz{sil.u

[EO'1.O'-3' EO’3.O’4] - EO'1.O’4{SI'2.1'3 - Edg.az(si

1,84

... ergo son generadors d’U(n) i U(2) o SU(2), respectivament.




Com I’Hamiltonia no depen de les coordenades d’espin, podem integrar aquest:

X n l n ) )
H=> (hhLEy,+5 Y. (LWLVI|LY)(Er, 1,Er1, — 6r,.0,E1,)
Iida

IR INENS
Els productes orbitals |(I)l.1_1‘2““l‘_\,> = “:’il("”iz ce r_‘)f;\,> = |'N_|_H-2 ce nn)

expandeixen 'espai n-dimensional de funcions N-electroniques, que descomponen
com una suma d’espais adaptats a les irreps d’U(n)

El principi de Pauli obliga a que la funcio completa (espai x espin) siga totalment antisimetrica
en U(2n).

caldra que les irreps d'U(n) i SU(2) siguen duals.
... les irreps de SU(2) tenen maxim dues files ...

... 2 les duals de U(n) hauran de tenir maxim dues columnes.

Bases tensorials d’U(2) ‘

Espai vectorial 2D, la base: dos orbitals {1,2} = a,5}

- base de l'irrep fonamental O = (1,0) delgrup U(2) {m.m} «* . °).(" & ° )

. . oeO=r0s
Segon potencia tensorial :
®

22

—@e
Basede oD {aa,aB,fa,pB} ={11, 12 21, 22
Base irrep To:{mm mz ) =4( % o °).(F . C) (% o )

Base irrep [ E{(‘ Lt

Bo=¢+(12) [T = {11,(12421),22} = {aa,aB + fa, 86}
Projectors S,

9
Fy=e- (12) E{ o {2-21) = {af - fBa}




Tercera potencia tensorial DS = (ED@E) @O = DZD@(Q)EP
2le2]e[2] = [4]e(2)[2]

Base de CenOen {111,112, 121, 211,221,212,122, 222}

Projectors ~ Fry=e+(12)+(13)4+(23)+(123) 4 (132)
Rp, = e+(2)- 1(13) — 1(23) — 1(123) — 1(132)
Bn, = 0.4-0.—23012) . ¥5(93) 1B (108) — Y3(139)

T — {[0, OnmE, 0eEl, B} = {111, (112 4+ 121 + 211), (122 + 212 + 221),222}

IR, — {(2)112 — 121 — 211, (2)221 — 212 — 122}

I, — {121 — 211,212 — 122}

Bases tensorials d’U(3)

Espai vectorial 3D, la base: dos orbitals {1,2,3}
- base de l'irrep fonamental O del grup U(3)

1 1] o 1 0 [1] 1 0 0
{,=}O(( 1 0 )( 1 0 )( 0 0 )}

1 0

O®Od=I[<

Segon potencia tensorial e 12,
Ble B = [6e 3

Base de O®0 {11,22331221,13 31,23 32}

Ro— e+t (12) [0 - {11,22,33,(12 + 21), (13 + 31), (23 + 32)}

Projectors 5, H=c- (12 K H - {12-21).13-31),@23-32)

D@00 = (MeH) 20 = oos(2)H S
Tercera potencia tensorial = ( )@ &( )EP%H

etc.
B]®[3]®[3] = [10]@(2)[8]@[1]




‘ SU(3) i l'oscil-lador harmonic tridimensional ‘

Escrivim I’hamiltonia:

,}:{ Z h2 (.)2 + ‘I”f.dg 2 Z ].V_) + J.E_) :[1 + 1(2
= _—— —_— — —_— —_ — —_
, dmogZ | 2 H) T V& TN TAET RS
=Ty, =Y,z
Tant l'operador d'energia cinetica com el d'energia potencial son invariant sota les operacions
del grup O(3) de rotacions en tres dimensions - les dimensions (1,3,5,7,9....) de les irreps
d'O(3) determinaran la degeneracio dels nivells d'energia.

- - 1 E=34v,4+v,4v,
H=> Hi= > (a.ja@—}—g 2 Ty
i—x,y,2 P v; =0.1,2,3. ...
La degeneracio resulta 1,3,6,10,15..... (?)
Cii = (Ij_u, weight generators d’U(3)

Els oscil-ladors son bosons = la funcio d'ona ha de ser totalment simetrica - irreps totalment

simetriques d'U(3):
o LT L] [ [ 1]

1 3 6 10 15

SU(3) i les particules nuclears

En 1930 sols se coneixien dos barions: el proto i neutro, i tenen una massa molt semblant

Heisemberg ( per analogia amb els estats a'i fd'espin):
proto i neutro: dos estats amb diferent component z d’ isospin.

(I'isospin no té cap relacio amb l'espin, pero té les mateixes relacions matematiques).

En absencia de forces depenent de la carrega (forca electro-debil) l'isospin es conserva hi
ha una doble degeneracio (proto i neutro tenen la mateixa massa).

Particula | Massa (MeV)
1321.30
1314.90
1197.41
1192.54
1189.47
1115.50
939.550
938.256

... Pels voltants de 1960 se troben pero més particules....

. [:Jr l\f:j M‘ [y 1]

~—
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Octuplet de SU(3) 2

La reduccié a SU(2): ( 2 .)(-_-

4t

Per tant, a mes de l'isospin hi havia
un altre invariant (hipercarrega).

El grup de simetria =2 supergrup de SU(2)

SU(3)?

En termes de tableaux de Young:

= —— —
Bl=1
[i1)

/- /AP T g/

D’acord amb el model Standard de fisica: barions sistemes de tres quarks (per aixo SU3)
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