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1 El grup GL(n) de les transformacions lineals

Una transformacio lineal és una funcié F' que té un rang i un domini que soén espais vectorials, F': V. — W de manera
que:

Flu+v)=F(u)+ F(v) Yu,veV 1
F(Aw) = AF(v) YoeV,AeC (1)

Per tant, fixades les bases de V' i W, és immediat trobar la seua representacié matricial F. Per exemple, considerem
F:R3 = R%/F(z,y,2) = (v + 2z, —y).

F sera una matriu 2 x 3. Per trobar els seus elements F;; = (vg§2|F|v]]R3> en la base natural de R? {|1) = < (1) >,
|2) = < (1) )}7 ila de R3 (la base analoga en tres dimensions, que representem {|i), |5}, |k)} o {|1),]2),]3)}), calcularem

l’accié de F sobre la base de R?:

Pl = P é :(1+_20><0>:<(1)>
Flj) F(z (3) 2)
Ao-ro)-( %)

1

i multiplicarem escalarment per la base {|1),|2)} de R2. Per exemple,

Fiu=(1F1)=(1 0)-F(1,0,00=(1 0)-

Fio=(1|F|2) = (1 0)-F(0,1,0)=(1 0)-

Foz = (2|F|3) = (0 1)-F(0,0,1)
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Amb la qual cosa tenim que F = ( 1 ) Efectivament:

(vegeu, pero, apéndix 1).

El cas més interessant és aquell en que V' i W tenen la mateixa dimensié (o sén el mateix espai). En tal cas, les
matrius sén quadrades i les transformacions automorfismes (canvis de base), cosa que assegura 'existéncia d’inverses
(tornar a la base original) i, per tant, garanteix l'estructura de grup al conjunt de tots els canvis de base d’un espai
vectorial n-dimensional que, en general, considerem complex (C). Anomenem GL(n) a aquest grup.



2 El grup U(n) de les transformacions unitaries

Entre les transformacions lineals, aquelles que no alteren la longitud (o norma) d’un vector tenen una especial rellevan-
cia. S’anomenen transformacions unitaries U. Si representem per |u) un vector columna i per (u| el seu traspost conju-
gat, tenim que si Ulu) = |w) aleshores, (u|U' = (w|, on UT és la trasposta conjugada de U. Per tant, (u|UTU|u) = (w|w).
Si volem que |u) i |w) tinguen la mateixa norma haurem d’obligar que UTU = I, on I és la matriu unitat. Ara, de la
identitat U = U(UTU) = (UUT)U, trobem que UUT = U'TU, cosa que juntament amb UTU = I, permeten concloure que
Ut =U"L

Les matrius unitaries poden ser expressades com l’exponencial de matrius hermitiques (una matriu hermitica és aquella
que és igual a la seua trasposta conjugada, A = A, aquestes matrius tenen una especial rellevancia en mecanica
quantica per ser la representacié matricial d’operadors associats a magnituds fisiques). En efecte, si U = ™ i A és

hermitica, aleshores Ut = e=iA" = =4, Per tant, UUT = ethe=ih = 0 = 1.
2.1 El grup U(2) de les transformacions unitaries en dos dimensions
Una matriu U(2) és I'exponencial d’una matriu hermitica A(2 x 2). Com A = A' A ha de ser de la forma

c+id as
triu en la seua base natural:

(ca—:—zz 2—23):“<o (1))+b(0 _01>+C<(1) 0>+d<(; Ol>zaﬂ+baz+cax+day (4)

on 0,0y, 0, son les anomenades matrius de Pauli. Per tant,

ai c—id .. . ..
( ,on ay,as,c,d € Rii=+—1. Siescrivim ay = a+ b, as = a — b, podem expressar la ma-

U = expli (al + bo, + co, + doy)]. (5)
Les matrius unitaries U conserven la norma del vector pero poden introduir-li una fase complexa. En efecte,

(u|UTUJu) = (ulu) = (ule™*e"|u) (6)
Per exemple, si b = ¢ = d = 0, aleshores, U = explial] = €, és a dir, U equival a multiplicar per la fase .

En general, detU = e'?. En efecte, tenint en compte les dues primeres de les segiients propietats general del determi-
nants,

det(A - B) = det(A) - det(B)
det(A") = det(A*) = det(A)* (7)
det(e?) = et

i el fet que UTU = I, tenim que det(UT) det(U) = 1 i.e., det(U)* det(U) = 1 — det(U) = e'®.

El subgrup de U(2) que inclou les transformacions unitaries de fase unitat s’anomena SU(2). A partir de les propietats
anteriors (7.1) i (7.3) trobem que det(U) = det (&) - det(elbo=Fc0=+dou])  Ara be, com les matriu de Puli tenen traga
zero, el segon determinant val la unitat, demanera que queda: det(U) = e‘®det(I) = e'®. Per tant, les matrius de SU(2)
tenen el coeficient a = 0, de manera que:

U = exp[i (bo, + coy + doy)]. (8)

En general, les matrius de SU(n) sén 'exponencial de matrius hermitiques de traga zero. La matriu SU(2) general la

a b ) amb |a|? + [b]> = 1. En efecte: UTU = (|a|? + |b|?) Laxa = Iax2 amb a,b € C.

podem escriure U = < b gt

El subgrup de matrius reals ( _ab Z > amb a? + b? = 1 s’anomenen SO(2). Tanmateix, com a? < 1 podem fer el
cosf) sinf )

canvi a = cos# i, aleshores escrivim les matrius SO(2) en la seua forma més familiar: ( sinf cosf



2.2 Relacié entre grup SU(2) i el grup ortogonal SO(3)

La forma en que actuen les transformacions unitaries de SU(2) sobre una matriu M generant una matriu M’ és:
M' =UMUT, on U € SU(2). Considerem que M és la matriu hermitica de traca nul-la

z T —1
sza¢+yay+zazz<x+iy —zy>

La transformacié unitaria no canvia la seua hermiticitat (se tracta d’un canvi de base) ni el valor de la traca (per ser
un invariant). Per tant, M’ se podra escriure de manera semblant a M:

M Z ' — iy
1,/ + Zyl _ZI
Finalment, com que det(M') = det(U)det(M)det(U') = det(M), trobem que també el determinant és un invariant.
Per tant, la magnitud,
det(M) = 2* + 2* +y> =12

és un invariant sota les operacions de SU(2), just com ho és sota rotacions en R®. Ac¢d suggereix un homomorfisme

SU(2)-SO(3).

Per una altra banda, les matrius unitaries de SU(2) poden ser escrites en la forma e on #* = (z,v, z) és un vector de
R3 i & és un vector amb les matrius de Pauli de components, matrius que sén la representacié maﬁzicial del operadors
de moment angular d’espin. Per tant, els autovectors del quadrat del moment angular d’espin, S2, fOI‘HleB\ bases de
les representacions de SU(2). Sabem també que els autovectors del quadrat del moment angular orbital, L2, formen
bases de les representacions de SO(3). El moment angular orbital esta lligat a un nombre quantic ¢ enter (associat
amb ¢ hi ha un nombre senar de funcions amb diferent my) , mentre que l'espin esta lligat a un nombre quantic s enter
(associat amb un nombre senar de funcions amb diferent mg)o semienter (associat amb un nombre parell de funcions
amb diferent ms). En conseqiiéncia, hi ha una correspondéncia biunivoca entre les irreps de dimensié senar de SU(2)
i totes les irreps de SO(3). Podem establir doncs un homomorfisme entre SU(2) i SO(3). Diem que SU(2) és el grup
doble o covering group de SO(3).

3 Generadors del grup

Hem vist que el grup U(n) de matrius unitaries (i per tant, els seus subgrups, SU(n), O(n), SO(n),...) poden expressar-se
com ’exponencial d’una matriu hermitica, la qual la podem escriure com una combinacié lineal d’una base de matrius
hermitiques (aquestes matrius unitaries constitueixen la representacié matricial de transformacions unitaries escrites
com exponencial d’operadors hermitics):

U = expli Z anXy)]. (9)

amb a,, parametres reals que varien continuament i X, les matrius hermitiques. Per exemple, hem vist que les matrius
de SU(2) sén de la forma U(z,y, z) = €™, les de SO(2) sabem que sén M(¢) = e!?L= etc.

Fixem-nos que si fem igual a zero tots els parametres a,, trobem la matriu identitat (el neutre del grup). En efecte:

Ulan) = et XnaXn =144 Y a, X, + > > Gmn Xm X ...

—U(0) =1 (10)

en el cas de parametres infinitesimals tallem la serie al terme lineal:
U(da,) = 1+1i Y, Xpday (11)

Per tant, U(da,) —U(0) =dU =i ), X,da,, de manera que:

ixﬁ:(aU>
dan )

Els generadors son les tangents al grup sobre I’element neutre.



Cal dir que, a més de la suma i el producte, I’analogia del generadors amb les components del moment angular permet
introduir una tercerra operacié, la commutacié. En el cas de SU(2) i SO(3) tenim [J,, Jy] = iJ, i permutacions
cicliques. Ometem la demostracié de que per a qualsevol subgrup de GL(n),

[X,LMXV] = Zcuu/\X}\

4 Operadors de Casimir

El conjunt de generadors, amb les tres operacions esmentades, té estructura d’algebra (algebra de Lie del grup).!

Hi ha un teorema anomenat de Casimir, la demostracié del qual ometem, que diu que per al cas de grups semisimples
(GL(n) i els seues subgrups ho sén) se poden construir operadors, anomenats de Casimir de la forma:

O = Zginin

i,J

és a dir, operadors bilineals dels generadors Xy, que tenen la propietat de commutar amb tots els generadors del grup.
Per tant, sén invariants (multiples de la matriu unitat) i els seus autovalors poden ser utilitzats per etiquetar les irreps.

Un grup pot tenir més d’un operador de Casimir i no hi ha una manera general de construir-los tots per a qualsevol
grup (Tanmateix, Gelfand[1] proporciona un procediment en el cas dels grups unitaris U(n), del qual parlarem més
endavant).

2, és a dir, és el quadrat del moment
angular i els seus autovalors etiqueten les irreps d’aquests grups. El nombre d’operadors de Casimir d’un grup és igual
al rang de la seua algebra que podem definir com el nombre maxim de conjunts de generadors que commuten entre
ells.[3] Per exemple, el grup abelia de translacions té tres generadors, p, = —id/0x, que commuten entre si (les tres
components del moment lineal). Per tant, el rang és tres. En el cas de SO(3) cap generador commuta amb cap altre.
Per tant, el rang és u. En O(4) el rang és dos, etc.

En el cas de SU(2) o O(3), l'operador bilineal de Casimir és C' = J2 + J2 + J?

5 Representacions de U(n)

Una matriu U de U(n) pot ser també escrita en la forma:

U= exp[i Z aijeij] (12)
,J

"

ji

Efectivament, és immediat comprovar que ;" ;e és una matriu hermitica i, per tant, la seua exponencial unitaria.
:

on a;; sén nombres complexos amb la condicié a;; = af; 1 e;; és una matriu de zeros excepte un 1 en la posicié (i,j).

Els generadors e;; que hem definit presenten la relacié de commutacio:

leij, exnt] = Ojnei — Oiten; (13)

En el cas U(2) tenim: e;; = ( (1) 8 ), e1a = < 8 (1) ), €21 = ( (1) 8 > ieyp = < 8 (1) ) Comprovem immedi-

atament que e11 +eo =1= N2 e11 —eon = 0;, €19+ €91 = 0y, 1 i (e21 + e12) = o,. Veiem doncs que 'eleccié de la
base de I'algebra és arbitraria.

Els operadors e;; de U(2) actuen sobre la base {|1) = < (1) ) ,2) = < (1) )} de la seguent manera:

€11|1> = |1> 611|2> =0 622‘1> =0 622|2> = ‘2>
=0

e1al1) el2) = 1) enll) = [2) en[2) =0 (14)

LGrups diferents poden tenir la mateixa algebra. Per exemple, SU(2) i SO(3) tenen la mateixa algebra[2], ’algebra del moment angular.
2N és I'operdor niimero de particules.



Anomenem weight generators a les matrius e;;, rising generators a e;; amb i < j (lowering generators a e;; amb j < 7).

Per poder identificar les irreps d’U(n) definim un conjunt complet d’invariants (operadors de Casimir):

n
(n) _ } : —
Ik: = €i1i0Cigig - - - Cipiy k= 1,2,...7’L
i1,k

per exemple: Ifl) =>" e

Es facil comprovar en qualsevol cas particular que I,in) és un invariant, i.e., que [Ilgn), ei;] =0,Vi,j =1,2,...n. Per

exemple, en U(2) tenim:
10 00
11(2)_611 622_<0 O) (O 1)_]I (15)

() 1(.2 2 2
I, = e11e11 + e1ze21 + ea1€12 + exnenn = 21 = 5(0; + 0y +07)

Els dos invariants sén multiples de la matriu unitat i, per tant, la seua commutacié amb els e;; és immediata.

L’irrep fonamental de U(2) té els pesos (autovalors dels invariants) {I§2) = 27I2(1) = 1} que poden ser usats per

etiquetar aquesta irrep bidimensional. Cadasciun dels dos elements de la base presenta diferent autovalor de [ fl) =
enn =3(I+0.) = (1) 8 ) Els autovalors son els elements de la diagonal: 1,0. Per tant, les ternes (2,1,1),(2,1,0)

etiqueten completament les funcions.
L’algebra de SU(n) sén elements amb traga igual a zero, per aixo cal definir una nova base de generadors:

I — .. et S
eij—e”—l—ézj m

En el cas SU(2) tenim:

o
€11 = €11 —

1 (1 0 _ ;L
2 ( 0 —1)=7 cz=en (16)
—Jz 6/21 = €21

N[= N[

]I:
’ _1l1=
€92 = €22 =

Aleshores, amb els nous generadors i les mateixes férmules calculem els invariants de SU(2): Ifz) = el + ey =0,

12(2) :%L 11(1) _Jz_;< (1) _01 )

Gelfand i Tsetlin (GT) van trobar una alternativa simple i equivalent per etiquetar els autovectors dels invariants
(amb etiquetes diferents dels autovalors, perd relacionades amb ells matematicament[1]). D’acord amb ’esquema
GT, una irrep de U(n) ve etiquetada per un conjunt de n enters m;, tal que mi, < mo, < ...My,. Tanmateix,
la base de funcions s’etiqueten amb n(n — 1)/2 enters addicionals que donen compliment a la condicié de veinatge
My 5 2 Mi—1,j = M j41.

Equivalentment, se pot etiquetar Iirrep amb els tableaux de Young amb my,, caixes en la k-éssima fila (k = 1,2,...n).
El nombre de caixes iguala el nombre de particules presents en les funcions de l'irrep: Z? Min = N.

La representaci6 irreductible fonamental de U(2) i SU(2), la base de la qual sén el parell de funcions {|1) = «, |2) = 8}
de ’espin d’una particula, se representa mitjancant un tableaux de Young, que en aquest cas és una caixa [J o també
mitjancant el vector [m] = [1,0]. La base de 'irrep Petiquetem construint els tableaux de Weyl a partir del de Young,
i.e. afegint, en aquest cas, els vectors a les caixes de totes les maneres possibles: {i,z}. En general, un tableaux de
Weyl és un tableaux de Young amb indexs no decreixents en les files i creixents en les columnes.

De manera paral-lela, podem trobar I'etiquetatge GT d’aquesta base, a partir del vector [m], aplicant les relacions de

veinat ms j Z mi—1,5 Z Mg j4+1:
1 0 1 0
1 ’ 0 '
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Figure 1: Generacié de la base canonica [210%] de U(4) i relacié entre els esquemes d’etiquetatge basats en tableaux de Gelfand-Tsetlin
GT i Weyl.[4]

A la figura 1, part superior s’exemplifica la generacié ordenada de la base de lirrep [m] = [2100] de U(4) fent s
de les relacions de veinatge m; ; > m;_1; > m; j+1. A la part inferior trobem els corresponents tableaux de Weyl
relacionats. Per veure aquesta relacié considerem 1’exemple de I’element,

2 1 0 0

2 0 0
, ' 7 a7
1
La primera fila (2 1 0 0) d’aquest element defineix el tableaux de Young: [2,1,0%] = H:‘ de U(4). La segon
fila, (2 0 0), que correspon als invariants d’U(3), té un patré [2] = 17, cosa que mdlca que lethueta 4 ocupava

la caixa eliminada de la segon fila del tableaux de Young. La tercera fila, (2 0), que correspon a U(2), manté el
patré, cosa que vol dir que no hi ha etiqueta ’3’. Finalment, la quarta fila, (1), que correspon a U(1), té el patré
[1] = O, cosa que indica que hi havia un ’2’ en la caixa que hem eliminat en el pas U(2) — U(1). Finalment, en la
caixa que queda, que correspon a U (1), afegim la base '1’. Hem trobat doncs el tableaux de Weyl 42 que indica la taula.

De manera semblant, ara partirem d’un tableux de Weyl i trobarem el corresponent element GT. Per exemple, consid-
erem ZY d’U(4). La primera fila de letiqueta GT és el patrd [2,1] del diagrama de Weyl, completat amb zeros fins a
4 indexs (per tractar-se d'U(4)): (210 0). Si ara eliminem el vector ’4’ ens queda un tableau & en U(3). Per tant, la
segon fila sera (1 0 0). Ara toca eliminar el ’3’. Com no hi ha ’3’ ens quedem com estavem [ pero en U(2), la tercera
fila és doncs (1 0). En eliminar '2’ no queda cap caixa per a U(1), pel que la quarta fila és (0) i 'element GT complet
queda:

(18)



5.1 Calcul de la dimensié de les irreps d’U(n) i SU(n)

Exemplificarem el metode calculant la dimensié d'una irrep, per exemple [23] de U(6), que en la notacié GT escrivim
[222000] i que té un tableaux de Young associat @ Aleshores, emplenem la caixa superior esquerra amb un 6’ (per
tractar-se del grup U(6)), i ara ens movem a dretes fent créixer el digit d’unitat en unitat, i cap avall fent-lo decréixer,

.
de manera que obtenim Num = gl
4[5

Independentment, en un altre tableaux idéntic, calculem els "hams” (hook), que consisteix a associar a cada quadre
del diagrama un numero igual al nombre de caixes de la seva dreta més les que té davall, més un. En aquest cas,

.
obtenim Den = .

La dimensi6é de l'irrep és la ratio de les dues magnituds:® D = %’Z’;

Analogament, calculem la dimensié de [3%,2,1%] de U(7). Tenim:

718]9 3412
6]7]8 71311
Num:iG Denzgl 9
3 2]
2] 1]
7-8:9.6-7-8-5-6-4-3-2
_>D_8~4~2-7.3.1.5.1.3,2,1—7'9'8-6—3024 (20)

5.2 Reduccié de simetria U(n) — U(n-1)

La primera fila de la Figura (1) ens déna la clau de com efectuar aquesta reduccié fent ts dels tableaux GT: Allf
partim de l'irrep (2100) de U(4), les relacions de veinat m; ; > m;_1,; > m; j+1 permeten definir totes les segones files:
(210) (200) (110) (100) que corresponen a irreps de U(3). Per tant podem escriure:

(2100) = (210) & (200) & (110) & (100)

En termes del tableaux de Young :

S ‘@Dj@H@D

En termes de les dimensions: [20] = [8] & [6] & [3] & [3].

5.3 Descomposicié del producte de representacions en U(n)

En termes de tableaux de Young segueix les mateixes regles que el grup simetric (veure seccié 7.12 de [5]). Considerem
el producte Bj@) B:‘ Escrivim el primer tableau buit i en el segon especifiquem etiquetes (a en la primera fila, b en la
segon, ¢ en la tercera etc.)

| lald]
O

Aleshores completem el primer diagrama afegint les etiquetes a de totes les maneres possibles, evitant dues en la
mateixa columna:*

la]

la]a] a
a -
— a a

3Les irreps del grup simeétric S, de permutacions de n elements s’etiqueten també amb diagrames de Young, perd en quest cas, la
dimensié és D = 7, veure e.g. apendix 4 de [7].
4Recordem que en el grup simetric, les columnes impliquen antisimetria i les files simetria. La part antisimétrica de axa és axa—axa = 0.



ara afegim el simbol b, evitant ficar b en la primera fila.> A partir del primer patré anterior, del segon etc., anem
obtenint:

a‘a‘ \a\a\
k 0
a)
a
alb a
a‘ \a\
b [
K
= b
a
a
alb i
Amb tot ago tenim:
e [T |
® = o | o o 2 e @ o

Es interessant notar que no he especificat el grup U(n). Imaginem que se tracta de U(2). En tal cas, no poden haver
tableaux de més de dues files. Per tant, cal eliminar tots els de tres o més files, de manera que queda:

o T _[TT T

Comprovem les dimensions: [2] ® [2] = [3] @ [1].
Cas de ser U(n) amb n> 4 entren tots els tableaux. Comprovem les dimensions en el cas U(4):

[20] ® [20] = [126] & [70] @ [50] & [128] & [10] & [10] & [6].

6 SU(2), funcions d’espin i branching diagram

Les funcions polielectroniques d’espin sén poténcies tensorials d’una base de n = 2 funcions: {a, f}. Aquest conjunt
{a, B} és base de la representacié fonamental (00) de SU(2). Si tenim, e.g., un nombre N electrons, la corresponent
N-eéssima potencia tensorial general una base de dimensié 2%. Per exemple, N = 2 déna lloc a un espai de dimensié
D=2=4npeo0=moH ([2]®[2] = [3] ® [1]). Si anomenem o = [1), B = |2), la base producte cartesia queda
{ac, af, Ba, BB} = {|11),12),]21),]21)}. La base adaptada a SU(2) és el triplet (CT7 i el singulet (H):

|11)
[12) +]21) [
|22) (21)
12) — |21y H
Per al cas N = 3:

OeD 0= (e[ e0-Te2[] @@

5En general, el procediment per descartar un tableau incorrecte consisteix a llegir les etiquetes afegides per files, de dreta a esquerra
i de dalt a baix. Per exemple7 se llegeix aab. Aleshores ha de succeir que ng > np > ne > .... Per exemple, el tableau = se

. . . . Lo [ ]o]
llegeix baa, que no déna compliment a la condicié anterior i se descarta. De manera semblant descartem [Ja|  etc.

a



EePR)e2=@lel)e2 =422 el
Hi ha una contradiccié aparent en les dimensions: a Iesquerra la dimensi6 és 2% = 8 a la dreta és 4 +2x 2+1=09.
El motiu és que E no té realitzacid fisica (no hi ha una funcié totalment antisimetrica realitzable amb tinicament dues

funcions de base). En altres paraules, SU(2) no pot tenir irreps amb més de dues files. Aleshores, hem d’eliminar E =
[1] del producte: [2]> = [4] +2[2].

En quimica quantica, les funcions d’espin s’etiqueten en funcié del seu path o cami en el branching diagram. En la
figura (2) mostrem tots el possibles camins (5 en aquest cas) per a arribar al doblet S = 1/2 amb N = 5 electrons.
Es a dir, tenim N = 5 electrons, cadasci ocupant un orbital diferent, per tant n =5 i el grup unitari orbital és U(5).
Els electrons poden tenir dos funcions d’espin («, 3), per tant, el grup unitari d’espin és SU(2) o U(2). El diagrama
ens indica que tenim 5 doblets, és a dir, hi ha 5 funcions diferents en U(5), cadascuna associada a dos espins diferents
(doblet) d’U(2). Tanmateix, podem considerar que hi ha 2 funcions diferents d’U(2) associades amb 5 funcions espa-
cials diferents d’U(5) (quintuplet). Les irreps d’U(2) i U(5) sén duals una de laltra.

En efecte, si considerem el grup U(2) o SU(2), la cinquena poténcia %% sols pot contenir irreps de dues files. Per
tant, amb 5 quadres O sols podem formar les irreps (TT11J,H- i Hf). En particular, podem comprovar que
0%° = @ 4HHe 5H (en dimensions: [32] = [6] +4 [4] +5 [2]). Per tant, el doblet de SU(2) és [2] =, En
conseqiiéncia, el quintuplet de U(5) sera el dual Eﬂ Ara be, en U(5), ﬁ té una dimensié de 75. De les 75 funcions,

perd, tinicament cinc (quintuplet) no tenen orbitals repetits.’

Example 1: Different representations of the 5 spin states for N =5 and S = %

3/2_
1 L
Branching diagram 1/6’ 1
r
0 1
Spinpaths +++-- +4+-—-+- G ol he
Young 123 124 125 134 135
tableaux 45 35 34 25 24
14 13 13 12 12
dual 25 25 2 4 35 34
3 4 5 1 5
22100 22100 22100 22100 22100
Gelfand 21 11 110 22 11 100 2221000 2211100 222 000
1
tableaux 11 11 11 20 20
1 1 1 1 1

Figure 2: Diferent etiquetatge de les funcions d’espin amb S = % corresponent a N = 5 particules.[6]

6 . . . . . . . .
Funcions sense orbitals repetits serien e.g. , , etc. Funcions amb orbitals repetits serien e.g. , , etc.
5] [5 3] [5



Considerem, per exemple, el cami (+ + + — —) del branching diagram, que vol dir que partir de l'origen cal pujar tres
vegades seguides i baixar-ne dos. Aquest cami també podem etiquetar-lo amb les coordenades (N;, S;) de cadascun
dels seus nodes (vegeu Figura (2)): {(1,3),(2,1),(3,2),(4,1),(5,3)}, i pot ficar-se també en correspondéncia amb
els tableaux de Weyl i GT de d’U(5) i U(2). Pujar inicialment tres vegades seguides significa que les tres primeres
funcions sén « (situen 1,2,3 en les tres caixes de la primera fila en el diagrama de Weyl). Baixar-ne dos, significa que
la quarta i cinquena sén (3 (situen 4,5 en les dues caixes de la segon fila del diagrama de Weyl): . Per calcular el

seu dual, canviem files per columnes: . Aquesta és l'etiqueta de la funcié orbital d’U(5) associada a (+ + + — —).

2 2 1 0 0
1 1 0
1 1 1
1 1
1

A la figura (2) hi ha les solucions per a la primera component (o la segona) de cadascun dels cinc doblets que podem
formar amb cinc electrons amb simple ocupacié de cada orbital.”

Equivalentment, la seua etiqueta GT és:

L’obtencié de funcions adaptades d’espin fent us del grup simetric Sy de permutacions pot trobar-se en el cap.
7.6 dels apunts.[7] i més extensament al llibre de Pauncz.[8] Wormer va demostrar que les bases adaptades a la
cadena Sy D Sy—1 D ... D S2 D 51 (bases de Yamanouchi-Kotani) estan simultaniament adaptades a la cadena
U, DUp-1D...D Uz DU; (bases GT). Atencid! la reciproca no és certa (veure e.g. Cap. 8.9 de Pauncz[9]).

7 U(n) i la part espacial de les funcions d’ona

L’Hamiltonia d’un sistema N-electronic, escrit en termes de les integrals mono i bielectroniques, calculades sobre una
base de 2n espin-orbitals 'escrivim[10]:

2n 2n

- s A 1 e

H = g <21|h|22>a11ai2 + 5 g (zlzg|V|13Z4>a;a12ai4ai3 (22)
1,02 11,12,13,14

on h és la part monoelectronica i V la part Coulombica (bielectronica) de 'Hamiltonia. Els operadors d;(l, a;, son els
creadors i anihiladors de particules de la segon quantificacié.

Si definim 'operador e;, ;, = a;aiz, tenint en compté les propietats de commutacié de creadors i anihiladors, és
immediat trobar que:

[ei17i2a ei37i4] = ei1,i45i2,i3 - €i3,i25i1,i4

per tant, aquests operadors sén generadors de U(2n).

Si calculem les traces parcials (integrem espin o integrem espai) podem definir nous operadors,

Enn = E €lo.Is0
o

E01,02 = E :61017102
I

Podem comprovar que aquests operadors tenen relacions semblants de commutacié:
[E117127E13,I4] = E117I46i27i3 - Ei37i26i1,i4

[E017027E03’04] = E01,045i27i3 - EU3,02§i1,i4
per tant, sén generadors de U(n) i U(2) o SU(2), respectivament.

Com I’Hamiltonia no conté variables d’espin podem integrar l'espin i expressar-lo en termes de generadors del grup

unitari U(n):
n

N n . 1 .
H="Y (L|ML)E, 1, + 3 > ALDLVIIL)(EL LE L — 0n,5,EnL L) (23)

Iy,1> I,12,15,14

7Obviament, la cosa és diferent si tenim doble ocupacié d’alguns orbitals, atés que tinicament la part de capa oberta se correspon amb
el branching diagram.
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Les funcions productes orbitals |®;, i, in) = |9i1Piy .- Gin) = |Man2...ny) amb n, = 181 ¢; € |®) on; = 0 si
¢i ¢ |®), expandeixen I'espai n”-dimensional de funcions N-electroniques. Ara be, com I'Hamiltonia (23) és invariant
sota U(n), aquest espai es pot descompondre com suma directa del espais generats per les bases de les irreps d’U(n).
Addicionalment, el principi de Pauli obliga a que la funcié completa (espai x espin) siga totalment antisimetrica en
U(2n). Com la funcié estd factoritzada en part espacial, U(n), i part d’espin, SU(2), caldra que les presentacions

d’U(n) i SU(2) siguen duals, i.e. associades amb diagrames de Young duals (e.g., H vs. E:‘) Aquest requeriment

restringeix severament el nombre d’irreps d’U(n) que intervenen: com les irreps de SU(2) corresponents a funcions
d’espin han de tenir maxim dues files, les duals de U(n) hauran de tenir maxim dues columnes. A més, la diferéncia
entre el nombre de caixes de les dues files ha de ser igual al doble de I'espin (2S) del sistema (e.g. [/ correspona S = 1).

Per a una multiplicitat donada, la dimensié de I’espai que pot ser generat a partir de n orbitals en un sistema N-
electronic és la de la irrep de U(n). Aquesta dinensié la podem calcular, com hem indicat en seccions anteriors, com
la ratio entre el tableau de Weyl i els dels "hams’ o, equivalentment, utilitzant la férmula de Paldus:®

D(a,b,c):zii<n21)<nil> (24)

ambaz%N—S,szS,c:n—%N—S.

El problema de construir la representacié matricial de I’'Hamiltonia en una base GT es redueix doncs al calcul, en
aquesta base, dels elements de matriu dels generadors del grup i dels productes de dos generadors. El valor d’aquests
elements de matriu sén universals. Es a dir, completament independents dels orbitals, el quals determinen el valor
de les integrals mono i bi-electroniques. S’han desenvolupat diversos procediments per al calcul d’aquest elements de
matriu. Pot ser, la implementacié més coneguda del formalisme de grup unitari en el calcul d’iteracié de configuracions,
siga Panomenada GUGA (Graphical Unitary Group Approach), que fa un ds extensiu de la representacié grafica dels
estats GT a I’hora d’organitzar la base CI (que pot ser truncada, minvant addicionalment aixi I’esfor¢ computacional)
i a ’hora de realitzar el calcul del esmentats elements de matriu que, conjuntament amb les integrals mono i bi-
electroniques, permeten la construccié de la representacié matricial del Hamiltonia, la diagonalitzacié del qual ens
proporciona les energies i les funcions d’ona.[11]

8 Bases tensorials d’U(n)

L’obtencié de les bases de les irreps d’un grup finit a partir de vectors (funcions) no adaptats a la simetria és rel-
ativament simple si fem s dels operadors de projeccié (veure e.g. seccié 6.1 de Planelles[7]). Ara bé, si el nombre
d’operacions del grup és infinit, com passa en el cas de GL(n), U(n), etc., no podem usar aquest procediment. Sabem
tanmateix que els grups finits tenen bases polinomiques (és a dir, tensorials). Podem obtenir bases adaptades a
les diferents irreps dels grups de transformacions lineals GL(n), U(n), SU(n) seguint, amb una certa analogia amb
I’obtencié de bases tensorials dels grups finits, el segiient procediment: en primer lloc triem una base ortonormal de
Pespai vectorial on actuen les transformacions del grup (aquestes transformacions —elements del grup— no sén altra cosa
que tots els possibles canvis de base. En el cas U(n) sén els canvis de base que no canvien la norma dels vectors i en
el d’SU(n) els que, a més, no introdueixen fases complexes). Aquesta base és irreductible, atés que segur que hi haura
canvis de base, canvien o no la norma del vector, introdueixin o no una fase complexa, que mesclen tots els vectors
de la base. Trobem aix{ que l'irrep fonamental® de GL(n) és també irreductible en U(n) i SU(n). El procediment
que seguirem per obtenir bases tensorials de les irreps d’U(n) evidenciaran inductivament que les irreps de GL(n) sén
també irreps en U(n) i SU(n). Una demostracié deductiva d’aquesta propietat dels grups GL(n), U(n), SU(n) la podeu
trobar en la seccié 4 del cap.10 de Hamermesh.[5]

A partir d’aquesta base formarem les diverses potencies tensorials i, una volta formades, aprofitarem la commutacié
dels operadors que efectuen les transformacions de la base tensorial, via U(n), i els que permuten els indexs dels ten-
sors, via Sy, per trobar bases simultaniament adaptades als dos grups. Farem ts del grup finit per trobar I'expressio
concreta d’aquests elements de la base. Pero en lloc d’abordar una cas general, mostrarem el procediment en casos de
dificultat creixent. Comencem amb el cas més simple de les transformacions de base d’un espai vectorial bidimensional.
Considerem doncs dos vectors ortonormals (per exemple, dos orbitals {1,2} o {«a, 3}). Estem doncs considerant la

8Unicament aplicable a sistemes N-electronics.
9Es habitual referir-se a aquesta irrep com la representacié fonamental i referir-se a ’irrerp unidimensional totalment simétrica que
tenen tots el grups com la representacio trivial.
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representacié fonamental 00 = (1,0) del grup U(2). La base la podem etiquetar {m, =} o amb els tableaux de Weyl
(e

Calculem la segona potencia tensorial: 0® 0= [TJ& H o, en termes de dimensions, [2] ® [2] = [3] & [1]. La base de
O®0és {aa, af, fa, BB} que també podem escriure {11, 12,21, 22}.

Les bases de les irreps: En el cas (17 tenim {am, @12, 221} o amb l'etiquetatge GT {( 0 )( 20 )( SR )}.

En el cas E la base és unidimensional: i = {( 1 1 >}. Com tots els operadors d’U(2) commuten amb tots els del

1
grup simetric o grup de permutacions de dos indexs S,, podem trobar bases simultanies d’irreps dels dos grups. Es a
dir, les irreps d’U(2) estaran també adaptades a So i vice-versa. Com Ss és un grup finit, podem usar els projectors,
B =e+ (12), PB = e — (12), on e és el neutre i (12) la transposicié del primer i segon index, per adaptar la base.

Apliquem doncs aquests operadors a la base {11,12,21,22}. Obtenim:

L] = {11,(a2+21),22} = {aa,of + Bo, BB}

H = {(12-21)} = {af - Ba}

La tercera potencia tensorial: 0®O0® 0= (W& H) @ 0 =116 (2)H.12 En termes de dimensions, [2] ® [2] @ [2] =
[4] @ (2)[2]. Com considerem la tercera potencia tensorial d’U(2), els tensors tindran 3 indexs i caldra fer ds de Ss.

Les bases de les irreps: En el cas [T tenim {[@mm, @i, fzm, 2eE} que les podem obtenir aplicant el projector
B11=e+(12)+(13) 4+ (23) + (123) + (132) sobre la base {111,112,121,211,221, 212,122,222} de O®OR0O. El el cas
Bj d’U(2) tenim dues bases, a la vegada que la irrep Bj d’S3 és bidimensional. Per tant, disposem de dos operadors
de projeccié:

PHjl = e+ (12) — $(13) — £(23) — 3(123) — $(132)

Ry, = 040 — ¥3(13) + ¥L3(23) + ¥L3(123) — ¥3(132)

on els coeficients que multipliquen les operacions del grup sén els elements de matriu My, i Mio de la representacio
matricial de les diferents operacions d’Ss en la representacié irreductible H:‘ (podeu trobar aquestes matrius en la
Taula 7.3 de Hamermesh[5]).1!

Els resultats que obtenim sén: [T1T] — {G0m, Ghlz, G2, EER} = {111, (112 + 121 + 211), (122 + 212 + 221),222}
= {aaa, (aaf + afa + faa), (BBa + faf + abB), BB}

H — {2 @ (B ). Amb Ple ,Psz sobre la base de 1 ® [0® [ obetenim:

T, — {(2)112 — 121 — 211, (2)221 — 212 — 122} = {200 — afa — Baa, 28Ba — Baf — afB}

B — {121 — 211,212 — 122} = {aBa — Baw, Baf — apS}

La quarta potencia tensorial: 0®D®O®0 = (TO® (2)H) @ 0 =11+ (3)H+ (2)H. En termes de dimensions,
2l ®[2]®[2] ® 2] = [5] ® (3)[3] & (2)[1]. Com considerem la quarta potencia tensorial d’U(2), els tensors tindran 4
indexs i caldra fer s de S4. La base de [TT11 és el quintuplet {aaaq, (aaaf + aafa+...), ..., 6885}, hi ha tres bases
adaptades a Sy per a B:D que son els tres triplets de quatre espins i dues bases per a BE( que tenen la mateixa forma

que els dos singulets de quatre espins.

Considerem ara el cas de les bases tensorials d’U(3). Agafem tres orbitals ortogonals que sén base de la representacié
fonamental 00 d’U(3) (alternativament la podem etiquetar (1,0,0) en notacié GT).

10 Adonem-nos que en la descomposicié del producte no apareix E perqué en U(2) no poden haver tableaux amb més de dues files.

Tanmateix, fem notar que B:‘ apareix dues vegades.
11 Aquestes matrius, contenen 4 elements, perd sols hi ha dos operadors ortogonals. Podem construir operadors amb els altres dos elements
de matriu, M1 i Ma2. El resultat pero sera o be idéntic a algun dels dos primers o be projectara zero.
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1 0
La base de [0 ® I sera

Elselementslabasesén{,,}0{(1 7o O>,<1 e ). )
[3].
= (12) per a construir les

{11, 22, 33,12,21,13, 31, 23, 32}. Podem usar els projectors de Sz, P17 =€+ ( 12

bases de [T11 H. En el cas (1) trobem les 6 funcions {11,22,33, (12 + 21), (13 + 31)
trobem les tres funcions {(12 — 21), (13 — 31), (23 — 32)}.

La tercera poténcia OQO®0 = (CGH) @0 = [T1@ (Q)Hj@ﬁ 0, en terme de dimensions [3]®[3]®[3] = [10]®(2)[8]®[1].

La segon poténcia 0 ® 0 = [1J & H o, en termes de dimensions, (3] ® [3] = [6] @[
) (23

32)} mentre que per a -

L’operador By de Sz actuant sobre la base {111,112,121,211,113,...,333} de 00 ® O ® O permet trobar els deu
elements de la base de la irrep (111 de U(3) {mmm = 111,amm = (112 4+ 121 + 211),...,6E8 = 333}. Analoga-
ment, els projectors Ple,PBIQ, permeten trobar les dues bases, de vuit elements cadascuna, de les dues irreps Bj

d’U(3). Finalment, el projector P@ =e — (12) — (13) — (23) + (123) + (132) permet trobar la base unidimensional
(123 — 213 — 321 — 132+ 231 + 312) de lirep [ d'U(3)

La quarta poténcia:'? 0@ O0®O®0 =10+ 3)H + (3)@:| + (2)H-

En termes de dimensions: (3] ® [3] @ [3] ® [3] = [15] & (3)[15] & (3)[3] & (2)[6].

Per obtenir les bases adaptades aplicarfem el projectors de Sy a la base de 81 dimensions, {1111,1112,...,3333}, de la
representacié reductible D@ O®O®O d’U(3), de manera semblant a com hem fet abans. Per a una presentacié formal,
general no inductiva de les bases de les irreps de GL(n),U(n), SU(n) podeu acudir al cap. 10 de Hamermesh.[5]

Un darrer apunt abans de tancar la secci6. Les funcions N-electroniques d’Hamiltonians independents de ’espin,
construides amb una base U(n) de n orbitals i una base SU(2) {«, 8} de dos funcions d’espin amb les quals construim
2n espin-orbitals, que sén base de l'irrep fonamental d’U(2n), han de ser antisimetriques (principi de Pauli) i per tant
base de l'irrep totalment antisimetrica [1V] d’U(2n).!? Podem factoritzar les funcions antisimetriques de N-electrons
com producte d’una funcié orbital multiplicada per una funcié d’espin, és a dir, podem considerar funcions adaptades a
la cadena U(2n) D U(n) ® SU(2). Per tant, caldra que les representacions d’U(n) i SU(2) siguen duals, i.e. associades

amb diagrames de Young conjugats o duals (e.g., B:D vs. E:‘) Aquest requeriment restringeix severament el nombre

d’irreps d’U(n) que intervenen: com les irreps de SU(2) corresponents a funcions d’espin han de tenir maxim dues
files, les duals de U(n) hauran de tenir maxim dues columnes. A més, la diferéncia entre el nombre de caixes de les
dues files ha de ser igual al doble de I'espin (2S) del sistema (e.g. [~ correspon a S = 1). Cadascuna de les funcions
de les irreps que intervenen, ’orbital i la d’espin, poden ser determinades pel procediment descrit en aquesta seccié.

9 Degeneraci6é accidental de 1’oscil-lador harmonic isotropic tridimen-
sional

L’oscil-lador harmonic isotropic tridimensional ve descrit per I’'Hamiltonia

~ R? 9?2 mw? 1 1 . 1
H= e+ —q2) = V2 4 2 =T, + =€ 25
S (gmoptat)= X gVhr e =Tergs )
1=x,Y,2 1=T,Y,2
on & = q;/a amb a = (%)1/2 ig2= Zl:wyz £
L’operador d’energia cinetica Tg = f%vgi és invariant sota les operacions del grup de rotacions en tres dimensions,

0(3), com també ho és I'operador d’energia potencial %52. Per tant, les funcions d’ona tenen la simetria de I'esfera i
formen bases de les irreps de O(3). Es d’esperar, doncs, que les dimensions de les irreps d’0(3) (1,3,5,7,9....) determinen
la degeneracié dels nivells d’energia. Per determinar les energies d’aquest oscil-lador harmonic hi ha prou en adonar-se
que 'Hamiltonia (25) es pot escriure com la suma de tres oscil-ladors harmonics unidimensionals i que podem escriure

12Fixem-nos que la quarta poténcia de U(3) no conté lirrep (-, perqué U(3) no pot tenir irreps de més de tres files.

13[1N] és una forma alternativa de representar el tableaux de Young de N caixes apilades en una tinica columna.
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aquests oscil-ladors 1D en termes d’operadors de creacié/aniquilacid:

- 9% mw? , - 4 1
H= Z (_27715(]i2+z%>_ Z H; = Z (aiai+2) (26>

1=x,Y,2 1=x,Y,% 1=x,Y,%

Per tant, les energies séon F = % + vy + vy +v, amb v; = 0,1,2,3,...ila degeneracié resulta: 1,3,6,10,15..., que no
se correspon amb la degeneracié del grup de l'esfera.!* Es un comportament que recorda el de I’atom d’hidrogen. En
el cas de ’atom d’hidrogen, a més del moment angular, també el vector de Runge-Lentz és invariant, de manera que la
simetria de I'Hamiltonia és O(4) i no tnicament O(3). En el cas de loscil-lador harmonic isotropic tridimensional, si
mirem l'equacié (26), trobem que 'Hamiltonia esta escrit en termes d’uns operadors e; = aj'ai que se comporten com
els weight generators d’U(3). Per tant, el grup de simetria o de degeneracié d’aquest oscil-lador harmonic isotropic
tridimensional és el supergrup U(3) del grup O(3) de Desfera, i les degeneracions es corresponen amb les de les irreps
d’U(3).1> A més a més, cal tenir el compte que l'oscil-lador harmonic isotropic tridimensional pot ser contemplat
com la suma de tres oscil-ladors harmonics unidimensionals indistingibles (per aixo el grup és U(n) amb n = 3) i
que aquests oscil-ladors sén bosons, per aixo la funcié d’ona del sistema format pels tres bosons ha de ser totalment
simetrica respecte de la permutacié de les coordenades d’aquests, cosa que ens restringeix a les irreps totalment
simetriques d’U(3): la representacié trivial e de dimensié unitat, la representacié fonamental, D, de dimensié tres, i
les poteéncies tensorials simetriques: | [ |, [ [ [ || [ [ | ]... de dimensions 6, 10, 15 ..., cosa que esta d’acord
amb la degeneraci6 trobada amb la férmula F = % + vy + vy + ;.

10 SU(3) i les particules nuclears

En 1930 sols se coneixien dos barions: el proté i el neutré. Tots dos conformen l’estructura nuclear i tenen una
massa molt semblant (i.e. una energia, E = mc?, semblant) mm;pm" = 0.0014. Heisenberg, per facilitar 'estudi de
Pestructura nuclear, va imaginar que, sota la interacci6 forta, proté i neutré eren dos estats degenerats d’una mateixa
particula i que la petita diferencia de massa derivava d’un Hamiltonia feble de pertorbacié depenent de la carrega.
Per analogia amb els estats o i 8 d’espin, va imaginar que proté i neutré eren dos estats'® amb diferent component z
d’una magnitud nova que anomena isospin, la qual no té cap relacié amb ’espin, pero les dues components d’isospin
obeeixen les mateixes relacions matematiques que els estats a i 8 d’espin.

En absencia de forces depenent de la carrega (forca electrodebil) I'isospin es conserva (protd i neutrd tenen la mateixa
massa) 1 tenim una doble degeneracio.

De manera analoga al que passa amb I’espin en abséncia de pertorbacions, 'Hamiltonia nuclear (que ens és desconegut)
ha de ser invariant sota el grup de simetria generat per les matrius d’isospin, que sén també les matrius 2 x 2 de Pauli,

generadores del grup SU(2).

Pels voltants de 1960 se troben més particules, en particular hi ha un octet de barions amb massa molt semblant:

Particula | Massa (MeV)
= 1321.30
=0 1314.90
- 1197.41
%0 1192.54
b3ns 1189.47
A 1115.50

n 939.550
P 938.256

1La degeneracié 1 es correspon amb l'estat (0,0,0). La degeneracié 3 amb els estats (0,0,1),(0,1,0),(1,0,0). La degeneracié 6 amb els
estats (0,0,2),(0,2,0),(2,0,0,(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1), etc.

153i descartem el terme constant 1/2 queda I’Hamiltonia H= >iew v,z
+

; en aj’ U*. Per tant, si volem que H siga invariant, i.e., H= >
siga la matriu unitat 3 x 3. Per tant, U(3 x 3) ha de ser unitaria.

16Un motiu addicional que ajuda a pensar d’aquesta forma, és a dir, que el neutré és un estat excitat del proté, és el fet de tenir el
neutré més energia (més massa) que el proté i ser el neutrd inestable fora del nucli amb una vida mitjana de 881.5 s, sofrint ’'anomenat
decaiment S en el que desapareix un neutré donant lloc a un proté més un electré i un neutrino (de manera semblant a com un hidrogen
en un estat excitat 2p decau espontaniament en un hidrogen a l’estat fonamental 1s més un fotd).

a;" a;. L’adjunta UT de la transformacié U(3 x 3) que transforma

a; en U a;, transforma a i=x,y,2 aj’U""Uai = Zi:x,y,z a;"ai cal que UTU
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A més, si mirem la taula, les particules semblen agrupades en multiplets: un doblet {Z~,Z%}, un triplet {3, X0, ©+},
un singulet {A} i el conegut doblet {p,n}:

H forta H mitjana H electrodébil

Aquest fet va fer pensar que ’'Hamiltonia dels barions tenia tres termes, un d’interaccié forta que donava lloc a una
degeneracié de vuit estats (octuplets), una segon interaccié que eliminava part de la degeneracié perd que encara
conservava l'isospin, i una interaccié electrodebil que trencava tota la degeneracié. Per tant, a més de I'isospin hi havia
un altre invariant que van anomenar hipercarrega i que també commutava amb la interaccié forta. Per tant, el grup
de simetria que justificava l'octuplet havia de ser supergrup de SU(2) i havia de tenir dos operadors de Casimir (un
per cada invariant). El grup més senzill que déna compliment a aquest requisits és SU(3). Finalment, havia de succeir
que tingués almenys una irrep vuit vegades degenerada. La més senzilla de les irreps octo-dimensionals de SU(3) és la
[210], que en termes de tableaux de Young la representem H-.

Vegem com podem construir aquesta representacié a partir de la representacié fonamental del grup [

(D@D)@D:(E@H)@@D:D:D@?i @@

Reescrivim el producte anterior amb la notacié de dimensions:
(8] @ [3]) ® [3] = ([6] & [3]) @ [3] = [10] & 2[8] & [1]

Triem doncs 'octuplet - = (210) de SU(3) i, en aplicar la interaccié mitjana, tenim que reduir la simetria a SU(2).
La base Gelfand-Tsetlin en SU(3) és

2 1 0 2 1 1 0 2 1 0
2 1 2 0 2 0
2 1 2 1
2 1 0 2 1 1 0 2 1 0
2 0 1 1 1 0
0 1 0 1
que subdueix en SU(2) un triplet (20), dos doblets (21),(11) i un singulet (10):

CL.)C)E)C)C ) ) D)

doblet triplet doblet singulet

En termes de les dimensions: [8] = [2] @ [3] @ [1] & [2].

En termes de tableaux de Young:

‘47‘@53@5@\@

~—

——" N——" ~—~
B _ B[ — /:3 2 /:2
B /BP-s BP/RP- =1

Aquest raonaments estan en consonancia amb el model Standard de fisica de particules que, en particular, descriu els
barions com formats per tres quarks.'”

17Per aixd invoquem SU(3).
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11 Apeéndix 1: Un aclariment (molt probablement innecessari)

René Magritte, pintor surrealista belga (1898-1967), té un famds quadre que mostra una pipa. Just sota la pipa,
Magritte va pintar Ceci n’est pas une pipe (Aixd no és una pipa). La seva afirmacié es refereix al fet que l'obra en si
no és una pipa, sind simplement la imatge d’una pipa.

La famosa pipa, me l’han retret tantes vegades! Pero es pot omplir la meva pipa? o0i que no?, només és una repre-
sentacid. Per tant, si hagués escrit sota el quadre: "Aizo és una pipa”, hauria mentit![12)

Cecl nest nas une fufie.

Figurc 3: La pipa de René Magritte

0 2
0 -1 0
Fixem-nos que la transformacié estaria representada per una altra matriu si triem altres bases dels espais R i R?, o
si triem altres espais. En realitat, la transformacié no és una matriu. Tampoc és la seua realitzacié coordenada. La
transformacié lineal és una entitat abstracta, un operador, que admet aquestes (i altres) realitzacions i representacions.

De la mateixa manera, ( ) no és la transformacié lineal siné una de les seues representacions matricials.
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