1 Recuperacio i afegits a TG

1.1 Sec. 12.X: Teoria d’invariants: model k- p

L’hamitonia k - p, aixi com qualsevol de les seues representacions matricials, és invariant sota totes les
operacions del seu grup de simetria (Ty en el cas de semiconductors que cristal-litzen amb estructura
Zinc-Blenda, Dgj, per a semiconductors que cristal-litzen amb estructura wurtzita). En aquesta seccid
ens centrarem sobre l'estructura Zinc-Blenda (7). El tractament per a la wurtzita és semblant, perd
referit al grup Dgy,.

Si tenim en compte que 'hamitonia k - p s’obté mitjangant una expansié pertorbacional a segon ordre al
voltant de anomentat punt I' de la xarxa reciproca (punt en el qual el vector d’ona k associat amb el
moment lineal és zero), tenim que aquest operador ha de ser una funcié quadratica de les components
kikj, i,7 = z,y, 2, del vector d’ona k.

El concepte invariant equival a dir que aquest hamiltonia pertany a la irrep totalment simetrica del
grup de simetria. Es a dir, que per a qualsevol operacié R del grup de simetria succeix que RH = H.
Per tant, si representem amb H(k) a una possible representcié de ’hamitonia H, aleshores també RH = H.

Considerem, per exemple, la representacié de I’hamitonia k-p en la base de valencia sense espin, constituida
pels orbitals {X,Y, Z}. En aquest cas, H(k) és una matriu 3 x 3 simetrica! amb elements de matriu que
seran proporcionals a les sis possibles parelles k; k;,

3
H = M kik; (1)
i>j

El tensor simetric de components k; k; s’ha construit com a producte tensorial k ® k, on k és un vector
polar. El vector polar és base de la irrep T del grup T del tetraedre.2 Aleshores, acudint a les taules de
productes d’irreps d’aquest group trobem que To @ To = A; ® E®To @ [T1]. Per tant, aquest tensor es pot
descomposar en components adaptades a la simetria. Si acudim a las taules de caracters trobem les bases
adaptades: k2 +k2+kZ en Ay, {2k2 — k2 — k2, kZ — k2 } en E i {kyky, kok., kyk.} en Ty, que genericament
anomenem k.2 Aleshores, podem escriure 'hamitonia H(k) en termes d’aquesta base adaptada:

dim(T")

H = Z ZF:N%{ (2)

on NI' és una combinacié lineal de les matrius M;;.

Ara be, com H(k) és de simetria A; i els elements k! de simetria I, necessariament el conjunt de matrius
{NI'i=1,2,... ,nr} formen base de la irrep I".4

Ens preguntem ara la manera de trobar aquesta base de matrius. Acudint a la taula de caracters podem
veure que les tres components del moment angular {J, Jy, J.} sén base de la representacié T;. En la
taula de productes d’irreps del group Ty trobem que T} @ Ty = A1 @ E & Ty & [T1] = To ® T. Per tant,
podem fer us de les segones potencies del moment angular adaptades a la simetria. En particular, com
ens interessen matrius 3 x 3, podem fer s de les representacions matricials de les components del moment

1La matriu és simetrica perqué I'operador hamiltonia és hermitic i la matriu resultant real.

2En fisica d’estat solid aquesta irrep, que en la notacié de Schoenflies etiquetem T3, sol etiquetar-se I's.

3Cal adonar-se que, degut a la commutacié del producte kikj, lligat a la condicié de Schwartz de les derivades creuades,
la component antisimerica del tensor ([T1]) és zero i el nombre de components linealment independents del tensor coincideix
amb el nombre total de components simetriques (com no podria ser d’altra manera).

4Recordem, seccié 5.7, que la descomposicié del producte de dues irreps conté la representacié totalment simétrica A
si ambdues irreps sén idéntiques (excepte per conjugacid, en cas de irreps. complexes).



angular L, L,, L, en la base {|1,1),]10), |1 — 1)} d’harmonics esferics amb ¢ =1, m =1,0, —1.

Sabem aquesta base és propia de L., per tant, la representacié de L, en aquesta base és diagonal, i els
valos de la diagonals son, en a.u., precisament els valors m. Escrivim:

1 0 0
L.={0 0 0 (3)
0 0 -1
Els elements matricials (1m;j|L,|1ms) de la representacié de L, els calcularem tenint en compte que
L, = %(Ly + L_) irecordant que:

Liltm) = /(L +1) —m(m =+ 1)|fm + 1) (4)

Analogament procedim amb L, = 5-(L4 — L_). Els resultats sén:

L [o1o ;o -1 0
Ly=-—1|1 0 1|; Ly=—1{1 0 -1 (5)
V210 1 0 V2o 1 o

La relacié entre la base {|1,1),|10),|1 — 1)} i la base {X,Y, Z} és:

1,1) = —GX+iY)
L0) = Z (6)
L-1) = L(x-iv)
Per tant, la matriu de canvi de base és:
X L[ oo 1)Ly
Y| =—721]0 v2 0| [10) (7)
z| VZlaoo0 il |-

Si volem representar L,, Ly, L, en la base {X,Y, Z}, caldra procedir al corresponent canvi de base. Per
exemple,

L[t 0 170 1 o] [-1 0 - 00 0
L.=—1]0 V2 0|1 0 1 0 vV2 0|=1]0 0 —i (8)
V20 0 qllo 1t o]|1 o —i 0 i 0

&
<
\
| —
oo
c oo
c o=
o

i 0 —i 0 00 0 1 00
L.= |1 0| L.2=1[0 1 ol L2=1{0 0 0
0 0 0 0 1 00 1

A partir de I'equacié anterior (9) és immediat comprovar que L2 = L2 + Lz2/ + 1.2 = 2T, on I és la matriu
identitat 3 x 3. El valor 2 obtingut és acorde amb ’esperat (¢ 4+ 1), ja que en el nostre cas £ = 1.

A partir de les equacions (8) i (9) podem també calcular la matriu associada amb la part simetrica del
producte L, Ly, és a dir de {L,, Ly} = 2(LyLy + L,L,),

1 110 -1
{Le Ly} = 5(Loly +LyLe) = 5 [ ~1 0
0

0
0 (10)
0 0



i, analogament, les matrius associades amb {L,, L.} i {L,, L, }:

0 0 ([0 0 -1
0 -1 {L;Ls}=5[0 0 0 (11)

1
{LzﬂLZ} = 9
-1 0 -1 0 O

o O O

Si ara tenim en compte que la descomposicié del producte de dues irreps reals identiques conté la repre-
sentacié totalment simetrica A;, podem construir el segiients invariants:®

1 0 0
Ay Xa, =1 (k2 +k2+E2)=(k2+k+E2) |0 1 0
0 0 1
E: Xp= (2L -Lj —L3)5(2k2 — k) — k3) + S5 (L2 — LY) 5 (k3 — k7)
1 0 O -1 0 0 (12)
=310 1 0 |(2—k2—kH+3|0 1 0f(k2-k2)
0 0 -2 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0 -1
To: Xpp=|—-1 0 O0|kgky+|0 0 —=1|kk.+|0 0 0 [kks
0 0 0 0 -1 0 -1 0 0
L’hamiltonia serd una combinacié lineal d’aquests invariants Xr. Escrivim doncs:®
H=aXa, +3bXg - NXrp, (13)
A partir de les equacions (12) i (13) obtenim els diferents elements de matriu de H:
Hiy = a(k2+ k2 + k2) + 3b[§(2k2 — k2 — k2) — §(k2 — k2)]
= (a — 2b)k2 + (a +b) (k2 + k7)) (14)

= Lk2 + M (k2 + k)

on hem definit les noves constants L = a — 2bi M = a + b. Analogament calculem els altres elements de
matriu de H:

5Recordem que a I’hora de constuir un invariant com a producte de funcions de base d’irreps multidimensionals cal
multiplicar ordenadament els elements de les bases i sumar. Per exemple, si tenim dues bases {z;,i = 1,2,...n} i {y;,i =
1,2,...n} d’una mateixa irrep I' de dimensi6é n, sabem que podem constuir una base de la la representacié totalment
simetrica A1, perque A; € I' x I'. Aquesta nova base unidimensional és precisament Z = Z? x;y;. En efecte, si Z es base
d’A; cal que, per a qualsevol operacié R del grup, RZ = Z. Per tant també és certa la segiient identitat on la suma s’exten
a totes les operacions del grup % Z% RZ =1T. I també que % Z% RZ = nZ. Sisubtituim Z = 37 a;y; trobem, tenint en

compte el teorema de la gran ortogonalitat % Z% ]D)fj1 ]D)l,;l2 = 0r,,r, %1051, que:

g n n n n n n
n SR> iy = Z ZR ;) R(ys) Z Z ZD”D KTk = D D Orroibintiys = » Y wy; =y L=nT
9°R i i i gk i g i
Queda doncs demostrada la proposicié. Notem que si no fem els productes ordenats, aleshores no trobariem el §;; siné que
trobariem un d;; que impediria trobar la igualtat que cal trobar.

6Escrivim H = aXa, +3bXg — NX7 en lloc de simplement H = aX 4, + bXg + cX7, per pura conveniencia a I’hora
de treure factors comuns. Les constants de la combinacié lineal sén completament desconegudes per a la simetria. Hauran
de ser determinades amb raonaments fisics o ajustos a dades experimentals.



Hao = a(k? + k2 + k2) + 3b[3(2k2 — k2 — k2) + L (k2 — k2)]
= (a—2b)kZ + (a + b)(k2 + k2)
= Lk2 + M (k2 + k2)
Hss = a(k2 + k2 + k2) + 3b[—2(2k2 — k2 — k2)]
(15)
= (a—2b)k2 + (a + b)(k2 + k2)
= Lk2 + M (k3 4+ k2)
Hy» = Nk.k,

ng :Nkzk'I etc.

Reunint aquests resultats obtenim la representacié matricial H de 'operador k - p en la base {X,Y, Z}:

Lk2 + M (k2 + k2) Nkyk, Nkyk.
H = Nk, ky Lk2 + M (k2 + k2) Nkyk, (16)
Nk.k, Nk.k, Lk2 + M (k2 + k2)

Es costum reescriure aquest invariants, eq. 12, en la forma:

Xa, = k2 (17)

1

1
Xp = %(2L§ —Ly—L2)

Z,Y,2

1
ST

1

%(2/@ —kp = k) + —= (L2 - L)) —=(k} — k)

z,Y,z

1
= > K- gL2/<2 (18)

Xr, = Y {Li, Lj}kik;, (19)

1<j

de manera que H = ak® +3b)_, kZL? — N2 ALi, Ljtkikj, on o = a — £(£ + 1)b.

1.1.1 Hamiltonia k- p amb espin

Si ens interessa representar I’hamiltonia k - p en la base de forats lleugers i pesants,

3/2,3/2) = H[X +iv)| 1)
3/2,1/2) = KX +V)| 1) — /212 1)
3/2,-1/2) = — LI X —iv)| 1) - /212)| 1)

13/2,-3/2) = 5|X —i¥)| )



emprarem la representacié del moment angular en aquesta base, i generarem matrius 4 x 4. Cal afegir
que si en 'hamiltonia k - p afegim un camp magnetic, aleshores hem de substituir k per k = k + A,
on A és el potencial vector del camp magnetic. Aleshores k;, k; no commuten i cal substituir k;k; per

(ki i} = 5(kik; + kski).7

Calculem la representacié del moment angular en la base {|3/2,3/2),3/2,1/2),(3/2,—1/2),]3/2,—3/2)}
de manera completament analoga a com ho hem fet en la seccié anterioa amb la base {|1,1),]1,0), |1, —1)}.
Els resultats que obtenim sén:

T 0 V32 0 0 r0 —i/3/2 0 0
I = V3/2 0 1 0 I - iV3/2 0 —i 0
10 1 0 V3/2 v 0 i 0 —iv/3/2
L 0 0 V3/2 0 L 0o 0 iV3/2 0
r3/2 0 0 0 r3/4 0 V3/2 0
o 12 0 0 | o0 7/4 0 V3/2
=109 o -1/2 0 Iz = V3/2 0 7/4 0 (21)
Lo 0 0 —3/2 L 0 Vv3/2 0 3/4
ro3/4 0 —V/3/2 0 r9/4 0 0 0
J2 = 0 7/4 0 —V3/2 po|0 Y4 0 0
v VB2 0 7/4 0 =10 0 1/4 0
L 0 —/3/2 0 3/4 Lo 0 0 9/4

Immediatament comprovem que J? = %(% + D)yq = %H4X4.

Analogament calculem les matrius associades amb {J,,Jy,}, {Jy, J.} 1 {J., I, }:

; 0
{erﬂy} = %(Jrvﬂy +Jsz) =32 \/g 0 0 0
0 V3 0 0

rT0 =3 0 07
N RV 0 0
{Jy>Jz}— 21 0 0 0 V3 (22)
Lo 0 —v3 0.
r0 V3 0 0 1
_ 1 |Vv3 0 0 0
{“H(l?)JZ} - 2 O O O _\/g
Lo 0 -3 0 J
Els invariants sén ara:
Xa, = Lipak? (23)

XE

Z k2J?

"L’hamitonid k- p complet requiriria afegir el terme d’interaccié spin orbita, el qual genera alguns termes addicionals als
que de moment no prestem atencié.




3(k2 + k2 + 3k2) 0 2v3(k2 — k2) 0

1 0 T(k2 +k2) + k2 0 2v3(k2 — k2) (24)
4 2v3(k2-k2) 0 T(k2 4+ k) + k2 0
0 2V3(k2 — k2) 0 3(k2 + k2 + 3k2)
Xr, = > {31} kik;
>
0 V3k, (ky —iky,) —i/3kyk, 0
1| VBR (ks +iky) 0 0 —iV/3kyky (25)
) iV 3kyky 0 0 —V3k,(ky — i ky)
0 i\/3kyk, —V/3k, (ks +ik,) 0

L’hamiltonia sera doncs la suma d’invariants: H = allyza k2 + b [—3 j(j + 1)k*L4za + Xg| + cX1,, amb
j(j +1) =15/4, com haviem obtingut abans.

Es habitual fer el canvi de notacié a = —%71, b = +2ii0 279 i c = —% 43, amb la qual cosa,
H=— 27:50 (71 + 5 72)k? Luga — 272 X + 473 X1, | que, en forma matricial, resulta:
Nk? + (k3 + kj — 2k2) ~2V33ks (ke — i ky)
H = — K2 —2\/?;’}/3]{12(]4196 —|—Zk‘y) ’ylk‘z — ’72(](}72; + k’ﬁ — 2](15)
2mg | —v3v2 (k2 — ki) — 20373 koky 0
’)/11432 — '72(]{:32; + ki — 2]{33) 2\/3’)/3]62(]{36 — ’L k'y)
2V 373k (ko + i ky) Mik? + (k2 + k2 — 2k2)

1.1.2 Hamiltonia en preséncia de camp magneétic

Sense incloure el terme d’interaccié espin-orbita i ometen el possible potencial confinant V' (r), escrivim

HZ%%@»wAV+uBo-B (27)

on A és el potencial vector, o = 2S té com a components les matrius de Pauli, i up = % és el magneté

2
de Bohr. El segon terme de ’hamiltonia eq. 27 s’anomena terme Zeeman.

La presencia de camp magneétic, com indica l'eq. 27, substitueix el moment lineal (p = fik) pel moment
cinematic, de manera que ara ik = (p — eA), cosa que fa que les seues components no commuten:

[ks, kj] # 0.

El camp magnetic és el rotacional del potencial vector. Aix{, un potencial vector A, = B, [~y,0,0]
genera un camp magnetic axial uniforme: B =V x A, = B,u,, on u, és el vector unitari enla direccié
z. Analogament, A, = B, [0,—2,0] i A, = B, [0,0, —z| generen camps B = B,u, i B = Byu,, res-
pectivament. El principi de superposicié permet escriure un camp qualsevol com el rotacional del vector

A = —[yB,,z2B,,xB,)].

Calulem els commutadors [k;, k;]:

ok = olpe — A (p, — cdy)



e
= 5 ((pyAs + Aypa) — (P2 Ay + Aupy))

h
€
= 33 (PyyB: + 2B. Py —pozBs —yBip,)
eBZ ie
= e, = B, =

La simetria del vector A permet calcular els altres commutadors efectuant una permutacié ciclica d’in-
dexos: [ky, k.] = ¥ B, i [kz, ko] = 5 By.

Ometen de moment el terme Zeeman, la representacié H de 'hamiltonia, en el que k = p/# s’ha substituit
per k = (p — eA)/A, la continuem escrivint

dim/(T")

3
H=> Mjkiki= > > Nk (29)
r

> i

on k! representa un element de base adaptat a la simetria del producte tensorial k ® k. Recordem que
com k té simetria Ty, les simetries implicades en el producte sén: To ® T, = Ay + E + T5 + [T1]. Com
ara [k;, k;] # 0, si que hi ha contibucié de la part antisimetrica: La contribucié T; inclou el vector axial
antisimetric de components {[ky, ky], [ky, k2], [kz, kz]}. La base de matrius d’aquesta mateixa simetria és
la representacié matricial del propi moment angular.® L’invariant que podem construir és:

ie ie
Xp, =Y [kiyky] g = +BiLy=—L B (30)
k k

Respecte de les altres simetries implicades, tot queda igual que abans, eq.12, excepte que ara k =
(p—eA)/h i que en el cas Xr,, a més, cal simetritzar els productes k;k;, és a dir, cal substituir-los per

{kiskj} = 5(kikj + kjk:).°

Amb tot aco, 'hamiltonia, després d’afegir el terme Zeeman, queda:

H=ak®+3b> KL}~ N {Li,L;}ki,kj} + KL-B+ ppo-B (31)
i i>j
El teorema de Wigner-Eckart!? permet relacionar els elements de matriu de qualsevol dos tensors del

mateix tipus. En particular, si V,, és la a-éssima component d’'un vector axial i J, la corresponent
component del moment angular, aleshores,

(gm|Valjm') = v(jm|Ja|jm’) (32)

on v és el mateix factor per a totes les components « del vector V,,. Aquest teorema permet relacionar
doncs L i o dintre de la base en que estigam treballant. Per exemple, considerem [3/2,3/2) = |Y )| 1) i
calculem:

(3/2,3/2|J.13/2,3/2) = 3/2 (33)

(3/2,3/2|L:[3/2,3/2) = (Yi|L:|Y:)(T[1) =1 (34)

(3/2,3/2|0213/2,3/2) = (Yi[Y)(T|o=[ 1) =1 (35)

8El moment angular, per construccié, L = r X p, és un vector axial antisimetric i és base de T;. Tanmateix, hom podria
haver considerat la base {[Lz, Ly],[Ly, L:],[Lz, Lz]}. Les regles de commutacié [Lg, Ly] = ¢hL i les dues permutacions

cicliques evidencien que aquesta base equival a la base {Lz, Ly, L. }.

9Les simtries A i E contenen quadrats de les components, k% = k;k;, que automaticament sén simetriques respecte el
bescanvi d’indexos.

10Vegeu appendix.



Per tant, podem escriure que L =2/3J i o = 2/3 J i, aleshores,
KL-B+uba~B:§(K+ub)J-B (36)
de manera que ’hamiltonia complet excepte espin-orbita queda
H = pik°T+ B2 Y k707 + B3 Y {ki, ki }{J:, I} + B - B (37)
i i>j
que sol ser expressat en termes dels parametres de Luttinger:
772

5
H ==~ | (n+ 5 72)klas — 272 21: kiT7 +4vs ;{’% kjd{Ji, I} | +rJ-B (38)

Cal dir que el vector de component (Ji,Jg,Jg) és, de la mateixa manera que ho és el camp magnetic B,
base de T;. Per tant, podriem formar un altre invariant: X =5, B;J3. Pero el factor ¢ del terme ¢X que
suma en ’hamiltonia és molt petit, rebutjable en molts casos (zero si no hi ha el terme d’interaccié espin-
orbita). Podrien formar també altres invariants amb poténcies superiors de k (termes de Dresselhaus)
amb una contribucié igualment menor i que sén també rebutjats generalment.

1.1.3 El terme espin-orbita

Escrivim I’hamiltonia espin-orbita en la forma

h
HSOC = W(VV X p)a’ (39)

on VV és el gradient de potencial electric i o és el doble del vector d’espin. El vector VV X p és, per
construccid, un vector axial. Podem doncs relacionar-lo amb L a través del teorema de Wigner-Eckart.
Per exemple, en la base [¢ = 1,m = 1) = |Y,) tenim que:

(Yi|(VV xp)o|Yi) = v(Y3|L:|Yy) = (40)
per tant, (VV x p) = 7L en aquesta base i aleshores també (VV x p)o = vLe.

Tenint en compte que J2 = L? + ioQ + Lo i definint Ay adientment, escrivim

A 1 A
Hsoe = 5 (I° ~ 17— 30%) = (I ~L* - 87) (1)

Si afegim l'espin en la base {X,Y, Z} obtenim una base de dimensié sis que, adaptada al moment angular
total J, es descomposa com {3/2, M} & {1/2, M}. En aquesta base, Hsoc és diagonal amb

_ Ag 35 13, Ay

(3/2, M|[Hsoc|3/2,M) = ?(55 1(1+1) 55) =3 (42)
Ag 13 13 2

(1/2, M|Hsoc|1/2, M) = ?(55—1(1+1)—§§)——§A0 (43)

que, com veiem, separa energeticament |3/2, M) (forats pesants i lleugers) de |1/2, M) una quantitat A.
Es costum situar 'origen d’energies en la posicié de |3/2, M) i separar |1/2, M) una quantitat Ag.



1.1.4 Exercici

Trobeu la forma de ’hamiltonia k - p per a la banda de conduccié
1. sense considerar espin en la base
2. incloent ’espin en la base
3. en presencia de camp magnetic i espin-orbita.

Solucié:

1. La base unidimensional {|S)} és base d’A;. L’hamiltonia serd doncs també unidimensional. I per
ser invariant, sera de simetria A;. Per tant, sera un escalar que podem escriure:

3
H = Z [£27] kl kj (44)

(24

Tenim que la component escalar del producte k @ k, To ® To = A1 ® E & To @ [T1], és Ay, la base
de la qual és k2. En conseqii¢ncia resulta que H = ak?, on la constant a = h%/2m no pot ser
determinada en base a raonaments de simetria.

2. Amb la base {|S 1), |S |)} tenim que:

3
H = M kik; (45)

i2]

on M sén matrius 2x2. Hem de cercar matrius 2x2 com a elements de base de les representacions
resultants del producte 75 ®T5. Com el moment angular presenta simetria 77 i resulta que 71 7T} =
T, ® Ty, podem usar les potencies de la representacié bidimensional del moment angular per a
construir els invariants. Aleshores, fem s del vector o de Pauli amb components:

(22 (0 F) (i %)

Ara be, com resulta que ag = 05 = 03 = Ioyo 1 que [k;, k] = k;kj — kjk; = 0, Gnicament podem

formar invariants no nuls mitjancant productes A; ® A;, amb la qual cosa,
H = alyy k? (47)
on a = h?/2m és un factor no determinable per raonaments de simetria.

3. Si hi ha camp magneétic, aleshores ik = p — eA i [k, k;] = % By # 0. Per tant, tindrem també
contribucié de T;. Recordem a més que [0;,0;] = 27 0y. Resulta doncs que:

H=alys(p—cA)?+ro-B (48)

on, a més de la contribucio lineal i quadratica del camp magnetic que deriva del moment cinematic
P — €A, hi ha la contribucié Zeeman o - B, que representa la interaccié de 1’espin electronic amb
el camp magnetic. Tanmateix, com en la base {|S 1), |S {)} el moment angular orbital és zero,
L = 0, no hi ha contribucié espin-orbita i per tant, 'hamiltonia eq. (48) és 'hamiltonia complet de
la conduccié (a segon ordre en k).



1.2 Hamiltonia wurtzita

L’Hamiltonia H depen d’un conjunt de variables =, com ara el camp eléctric, el vector d’ona, 1’stress o els
seus productes. Cercarem invariants implicant les variables o, IL i Z. Els invariants el podem classificar
en invariants de la conduccié (funcié de o i Z) i de la valéncia (funcié de o, L i Z) —atés que el moment
angular orbital de la valéncia no és zero—

L’estructura wurtzita és hexagonal i el grup puntual de simetria a considerar és el Cg, (veure taula XII
en K.Cho PRB 14 (1976)4463; també Chuang and Chang PRB 54 (1996) 2491 i Punya and Lambrecht
PRB 85 (2012) 195147). Considerarem la base Chuang and Chang

jur) = — L1 X +iY)[ 1)

uz) = 51X —iY)[ 1)

lus) = 12)| 1)

us) = J51X —iY)[ )

jus) = — L5 |X + V)| 1)

ug) = [2)[ 1)
Escriurem "'Hamiltonia de wurtzita en termes d’invariants de Cg,, (taula en K.Cho PRB 14 (1976)4463):

TABLE XII. Sim_PIe examples of £ in Cg, symmetry. E: electric field; H: magnetic field;
€: strain tensor; K: wave vector.
K. K,
AT, S K, K+ K? Hl+H! E, El+El € Exct €y
Ay T, T H,
B: I, U
Bj 1"4 V
E; Ty X K, H, KK, HH, E, EE, €xz
Y K, -H, KK, HH, E, E,E, €,n
E, T, 1 BE =2 H _ H El_E? by
z 2K.K, 2HH, 2E.E, 2€,,
L’Hamiltonia de wurtzita en termes d’invariants és:
H = AL24+AyL.o.+A(Lyo_ +L_oy)

h2
+ 5 (A1 + ASL2)KZ + (Ag + AgL2) (k2 + k)
0

— A5(LAE2 +L2E%) — 246k, ({L., Ly Jho + {L., L_}ky) | (50)
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on Ly = %(LI +ily), 04 = (0, ioy), 2{L,, Ly} = L.Ly + LyL, i ky = kz + ik,.

Per obtenir les matrius de 1’eq. (50), partirem de les equacions (3) i (5) per a les components del moment
angular en la base {|1,1) = —%|X +1Y),|1,0) = |Z2),]|1,—-1) = %\X —4iY)} i tindrem en compte la
ordenacié de les funcions en (49):

1 0 0 0 00 001 00O 0o 0 -1 0 0 O
0 -1 0 0 0 O 00 1 0 0 O 0 0 1 0 0 O
L _foo 0o o000 , _,ftro0o000 . _,ft-10 00 0
710 0 0 -1 0 Of> ™ ~v2(0 0 0 0 0 1| ™Y Vv2|0 0 0 0 0 1
0O 0 0 0 1 0 00 0 0 01 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 00 00 0110 0 0 0O -1 1 0
(51)
Tanmateix, tenint en compte 'accié de o; sobre la base {| 1),] )} que es tradueix en les matrius de Pauli,
1 0 0 1 0 —1
ol CI Bl o B F )
a partir de les quals inferim que:
. 0 1 . 0 0
oy = 2(0x +ioy) = [0 O}’ o_ = 3(0x —ioy) = [1 O} (53)

podem determinar la prepresentacié matricial (u;|L.o.|u;) i (wi|(Lyo_ 4+ L_oy)|u;) en la base (49) a
partir de les prepresentacions de cadascin dels operadors en aquesta base. L, ve en 'equacié (51a), la
prepresentaci6 de o, és:

1 0 0 O 0 0
01 0 O 0 0
0 01 O 0 0
“Zlooo -1 0 0 (54)
0 00 0 -1 0
0 00 O 0 -1
Analogament, a partir de L, i L, equacions (51b) i (51b) determinem Ly
0 01 00O 0 00 0 OO0
0 00 0 0O 0 01 00O
L, 010000 L, |1 00000
IL+—\/§ 0 000 O0 O0f’ ]Li_\/g 0 00 O0O0 1}’ (55)
0 00 0 01 0 00 00O
0 001 0O 00 0 0 1 O0
Finalment la representacié de o1 en aquesta base a partir que oy|]) =| 1), o04+| T (=0 ..., resultant:
00 0 O0T1TO0 00 0 0 0 O
00 01 O0O0 00 0 0 O0 O
.00 0001 ~,]oo0oo00 00
*Z21000 000”720 10000 (56)
00 0 0 O0O0 10 00 0O
00 0 0 0 O 00 1 0 0 O
Amb aquests resultat ja podem construir els productes,
1 0 00 0 O 0 00 0 0O
0 -1 0 0 0 O 0 0 00 01
.o 0 00 0 o0 . looo0 0 10
Los=35100 0 01 0 of M7 =300 00 0 0 0 (57)
0o 0 0 0 -1 0 0 01 00O
0O 0 0 0 0 O 01 0 00O
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Aquestes matriu substituides en 1’eq. (50) donen lloc a la segiient representacié matricial:*!

on F = Aj+ Do+ A0, G = Ay —Do+ A0, A = oo [A1k2 + Ay (k2 + k2)], 0 =
I sk + iky)?, H = o Ag(ky + iky k.

K

2

F -K
-K G
—-H H~”
H= 0 0
0 0
0 A

—H*

H
A
0
A
0

o O O

F
_K*
H*

0 0
0 A
A 0
-K H
G -—-H"
-H A

Teoria d'invariants: L'Hamiltonia de wurtzita

ClearAll["Global *"]

Lz = {{1, 0, 0,0, 0,0}, {0, -1,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0},
{0, 0,0, -1, 0, 0}, {0,0,0,0,1, 0}, {0,0,0,0,0,0}};

1
Lx = — {{0, 0,1, 0, 0, 0}, {0, 0,1,0,0,0}, {1,1,0,0,0,0},

V2

{0, 0,0,0,0,1}, {0,0,0,0,0,1}, {0,0,0,1,1, 0}};

s
Ly = — {{o, 0, -1, 0, 0, 0}, {0, 0,1, 0,0, 0}, {1, -1, 0,0, 0, 0},

vz

{0, 0,0,0,0,1}, {0,0,0,0,0, -1}, {0, 0,0, -1, 1, 0}};

1 1
Lplus = _F (Lx + 1 Ly) ; Iminus = -—\/—_— (Lx - 1 Ly) ; kplus = kx + L ky; kminus = kx - i ky;
2

2

1 1
LzLplus = 3 (Lz. Lplus + Lplus.Lz) ; LzLminus = Fy (Lz. Lminus + Lminus.Lz) ;

Lzsz = {{1, 0, 0, O, O, O}, {0, -1, 0, O, O, O}, {0, 0,0, 0,0, 0},
{0, 0,0,1,0,0} {0,0,0,0, -1, 0}, {O,0,0,0,0,0}};
LMsm= {{O, O, O, O, O, O}, {0, 0,0,0,0,1}, {O,0,0,0,1, 0},
{0, 0,0,0,0,0} {(O0,0,1,0,0,0}, {O,1,0,0,0,0}};
Iden={{1, 0, 0, 0, 0, O}, {O,1,0,0,0,0}, {O0,0,1,0, 0,0},
{0,0,0,1,0,0}, {0,0,0,0,1, 0}, {0,0,0,0,0, 1}};

Ham = A1 Lz.Lz + A2 LzSz + A LMsm +
h*2
2mo

( (Al Iden+A3Lz.Lz) kz"2+ (A2 Iden+A4Lz.Lz) (kx*2 + ky"2) -

A5 (Lplus.Lplus kminus”2 + Lminus.Lminus kplus”*2) -

2 A6 kz (LzLplus kminus + LzLminus kplus)

F=Al1+A2+2A+86;
G=A1l-A2+2+86;

hA

M= (A1kz"2 +A2 (kx*2+ky"2));
2mo
h%2

6= (A3 kz*2 +A4 (kx"2+ky"2));
2mo

h42 h*2
K= —— AS5kplus”2; Kart =
2mo 2mo

~

h*2 h
H= —— A6kpluskz; Hart =
2 mo0 2mo0

H2 = {{F, -Kart, -Hart, 0, 0, 0},

A5 kminus”2;

A6 kminus kz;

) ; Ham // MatrixForm;

{-K, G, H, 0, 0, A}, {-H, Hart, A, 0, A, 0}, {0, O, O, F, -K, H},

{0, 0, A, -Rart, G, -Hart}, {0, A, O, Hart, -H, A}}; H2 // MatrixForm;

Simplify[ (Ham - H2)] // MatrixForm

(00 0 0 0 0)
000000
00000 O
00000 O
00000 O
lo ooo o0 o)

1 Comprovat amb Mathematica
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1.2.1 Appéndixl: Teorema de Wigner-Eckart

El teorema de Wigner-Eckart estableix que 'element de matriu (jm|T, q(k) |7/m') de la component ¢ d’un

)

tensor de rang k, Tq(k , pot factoritzar-se com el producte d'un coeficient (j||T*)||5') independent de g,

m, m’ multiplicat per un factor de Clebsch-Gordan C’;”J,%/ "% de I’acoblament.'? Per tant, hi ha prou en

saber I’element de matriu d’'una de les components d’un tensor per a tenir-les determinades totes.

Una conseqiiencia immediata pero important d’aquest teorema és que hi ha una proporcionalitat entre
elements de matriu de dos operadors tensorials amb identics & i ¢:

Gl 7yl _ GITPNG)
() - = Snomna = ¢ (59)
(Gm|Uq " |3'm") GHU S5

Aquesta darrera propietat és facil d’interpretar amb raonaments elementals de simetria. Considerem dos
tensors del mateix rang i base de la mateixa irrep. Per exemple, el moment lineal p i el moment dipolar
. Anomenem < la constant dimensional que permet escriure p, = ypg, amb ¢ = z,y,2. Aleshores
anomenem D a la irrep a la que pertanyen p i g i anomenem R una operacié de simetria qualsevol.
Tenim que:

Rpq = YRpg — ZDSq(ps —Yps) =0 = ps = Vs, 5= 12,9, 2 (60)
S
per tant, comprovem que hi ha la mateiza constant de proporcionalitat entre les altres components.

1.2.2 Appéndix 2: Matrius T per a la construccié de blocs extradiagonals

Si volem construir, per exemple, ’hamiltonia que inclou les bandes de conduccid, {|S 1), |S J)}, i de
valencia, {|3/2,3/2),3/2,1/2),13/2,—1/2),13/2,—3/2)}, necessitem matrius (2 x 4) i (4 x 2) per a cons-
truir els blocs extradiagonals. Abans d’entrar en materia de com calcular aquests blocs, recordem que la
simetria de la conducci6 és I' (E /2) ila de valencia I's (Us/s) i que e @Iy = 3@y @Ty = BT © 1.
Tanmateix, tenim que k és base de Ty i Th @ To = A1 & E[@T] ® Ts.

Per a trobar els invariants hem de trobar matrius (2 x 4) i (4 x 2) bases d'E i Ty, ateés que la descom-
posicié de producte (valencia x conduccié) no presenta la representacié A; i el tensor k; k; no té part
antisimetrica.!'® Recordem que les bases d’E i Ty sén:

2 2 2 1.2 2
E— {2k} — ki -k ki —k} (61)
Ty — A{kgky, kok., kyk.}

L’estrategia que seguirem per trobar les matrius T(2 x 4) associades a aquestes simetries sera calcular
clements de matriu (1/2m|T¥|3/2m/) de les components esferiques T d’un tensor cartesia Ty, .'* Per a
calcular aquests elements de matriu ens ajudarem del teorema de Wigner-Eckart,

(Gm|TFi'm/) = (i'km’q|5'kjm) (511715 (62)

1
V2 F1

on obviem calcular el terme comi (j||T*||5') que afecta per igual a totes le componets del tensor.

12Una senzilla demostracié d’aquest teorema la podeu trobar e.g. en M. Tinkham, Group Theory and Quantum Mechanics,
McGraw-Hill, NY 1964, p. 131. De manera resumida, és considera la insercié de la unitat, escrita com el producte R~ R,
abans i despres de Ték) en l’element de matriu (ij\Tq(k)|N’j’m’>7 es té en compte la descomposicié del producte de
representacions irreduibles del grup de rotacions en una esfera, Dy ® Dj = Dj1 1 © ... D D);_g), s’integra per a totes les
operacions d’aquest grup i s’aplica el teorema de la gran ortogonalitat.

13Cas de considerar un terme lineal en k necessitarfem a més una matriu de simetria 77.

MEn principi, 'adaptacié del tensor cartesia déna lloc a components associades a k = 0,1,2 (1® 1 =2® 1@ 0), perd ens
interessara unicament k = 1,2 perqueé l'element de matriu (1/2m|T|3/2m’) = 0, per raons de simetria.
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Com a exemple, trobarem les matrius associades a T&l), m=0,+1,onT, = Tél), T, = —%(Tl(l) — Tﬁll))

iT, = %(Tfl) + Tﬁll)). Per a tal finalitat acudim a la taula de coeficients de Clebss-Gordan (o els
calculem amb la férmula de Wigner)

j=3/2 j=1|j=1/2
my my |m=1/2 m=-1/2
3/2 1 0 0
3/2 0 0 0
3/2 -1 1/vV2 0
1/2 1 0 0
1/2 0 ~1//3 0
1/2 -1 0 1/v6 (63)
—-1/2 1 1/v6 0
—-1/2 0 0 -1/V3
-1/2 -1 0 0
-3/2 1 0 1/v2
-3/2 0 0 0
-3/2 -1 0 0

Tenim que (1/2 m|T7(an)|3/2 my) X %(3/2, 1, my1, m2|3/2, 1, 1/2, m). Els elements de la matriu tindran
la base de valencia (m = 3/2,1/2,—1/2,—-3/2) en fila i la de conduccié (1/2,—1/2) en columna. Acudint

a la taula trobem:
) 1 (0 —% 0 0
00 X o0

L 0 0 0
) = %(\0@ Lo o (66)

En les taules, aquestes matrius solen vindre multiplicades per un factor —2/v/3. No oblidem que al’hora
de formar els invariants sempre hi ha una constant de proporcionalitat no determinable per simetria. Per
tant, el factor —2/+/3 pot o no estar inclos en aquesta constant.

Analogament podem determinar les components Ty(n2 ) i, a partir d’aquestes, les components cartesianes
TZZ7 lea Twzv Tyz i TxQ—y2:

T x Tp_ye +2iT, (67)
T o« T, +iT,, (68)
TéQ) X T222_w2_y2 (69)

Finalment, a partir d’aquestes matrius i les bases (61) podem construir el invariants per a aquests blocs
extradiagonals (més detalls en H. R. Trebin, Phys. Rev. B 20 (1979) 686).

Una altra alternativa és calcular les matrius de moment angular L, L,, L, en la base wurtzita eq. (49),
com indica en les egs. (51). Aleshores tranformar a la base adaptada de ZincBlenda amb la matriu M,
de rotaci6 (|ZnBl) = M,.|W Z)),
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1 0 0
0 0 2/3

1o 1/vV3 0

M-=1o 7o 0
0 0 1/V3

0 2/3 0

o= O OO

0
1/V3

0
NI

0

0

0
0
273
0
0

,1/\/§

Aleshores, calcular les matrius T a partir d’elles de la forma segiient:

mat = M, - L, - M7
mat = M, - L, - M,
mat = M, - L, - M
mat = M, - Ly - Ly - M"Y

mat = M, - L, - L, - M;"%;

T

mat =M, -L,-L, M

1

mat = 5 M, - (Ly “Ly+Ly- L) M
1

mat = 5 My - (Ly - Lz + L. - Ly) MY
1

mat = §M, (Ly-L,+L, L) M

Ty
Ty
T,

x

SN

g'ﬂ

S

z

TZ{D

—Take[mat,{5,6},{1,4}]
—Take[mat,{5,6},{1,4}]
—Take[mat, {5,6},{1,4}]
—Take[mat, {5,6},{1,4}]
—Take[mat,{5,6},{1,4}]
—Take[mat, {5,6},{1,4}]

—Take[mat,{5,6},{1,4}]
—Take[mat,{5,6},{1,4}]

—Take[mat,{5,6},{1,4}]

on Take[mat,5,6,1,4] és el comandament Mathematica que agafa de la matriu mat el bloc interseccié
de files 5 a la 6 i columnes de la 1 a la 4. El signe menys és una fase arbitraria que agafem per a obtenir

els mateixos resultats de H. R. Trebin.
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