1 Tensors i operadors tensorials esferics

Allo que de manera essencial caracteritza una magnitud fisica (i el seu operador mecanoquantic associat)
és la forma en que aquesta es veu afectada per les transformacions de simetria de I’espai coordenat. Podem
afirmar que el caracter d’una magnitud fisica ve determinat per les seues propietats en front de rotacions,
incloent-hi les rotacions propies, representades per matrius amb determinant +1, i les impropies, com ara
la inversié o els planols de simetria, representades per matrius amb determinant -1.

Circumscrivim-nos ara per ara al grup de les rotacions propies en una esfera, que s’anomena grup K
0 SO(3). Els generadors d’aquest grup sén els operadors de moment angular {jz, ji}, de manera que
qualsevol rotacié d’angle ¢ al voltant de qualsevol vector unitari u la podem escriure en funcié d’aquests
generadors en la forma Ry (¢) = exp[—i¢ (J - u)/h]. Doncs be, és immediat adonar-se que si 'operador
associat a una magnitud fisica commuta amb {jz, ji}, aquesta magnitud fisica és invariant en front de
rotacions.

Aleshores, definim escalari operador escalar com aquella magnitud que és invariant sota totes les rotacions
i que, en conseqiiencia, sera base de la representacié Dy del grup de l’esfera. Sén exemples de mangnituds
escalars, la massa, la longitud, ’energia i qualsevol magnitud definida com el producte escalar de dos
vectors polars.

Cal definir doncs que és un wvector polar. El vector polar V i 'operador vectorial V associat presenten
magnitud o modul i direccid, i les seues tres components tenen les mateixes propietats de transformacié
sota les rotacions que el vector de posicié r. En conseqiiencia, aquestes tres components formen conjunta-
ment base de le la representacié Dy del grup SO(3). Sén exemples de magnituds vectorials, la velocitat,
el moment dipolar, la forga, etc.

Podem usar les components cartesianes (V,V,,V.) o les components esfériques (Vi, Vo, V_1) del vector,
entenent per components esferiques aquelles que, individualment, sén invariants sota les rotacions defini-
des pel generador associat (cosa que implica: [J,, Vo] = [J4+, V1] = [J—,V_1] = 0). La relacié entre unes
components i altres sén:

Ve+iVy Ve—1Vy
V2 V2o
Si considerem el grup complet de l’esfera (rotacions més centre d’inversié, és a dir, rotacions propies i

impropies) trobem que hi ha dues irreps, {D 4, D}, per cada irrep D del grup de rotacions propies.
Els escalars sén base de Dy, i els vectors de Dyy,.

V1= , Vo=V, Vi =

Hi ha magnituds que presenten modul i direccié, com ara el camp magnetic o el moment angular, que no
canvien de signe sota la inversié com fa el vector de posicié r (i per tant tots els vectors), tot i que es
comporten igual que r sota les rotacions propies. En conseqiiéncia, les seues components formen base de
la representacié D14 del grup de l'esfera. A aquestes magnituds les denominem vectors o tensors awils o
axials. Definim doncs vector azil com aquella magnitud que presenta modul i direccié, que és invariant
sota rotacion propies i canvia de signe sota les impropies. Podem contemplar els vectors axils com el
resultat del producte vectorial de dos vectors polars. Per exemple, L = r x p. Realment, els vectors axils
sén tensors antisimetrics de segon ordre amb tracga nula, com veurem més endavant.

Analogament, hi ha magnituds que no tenen components i que sén invariants sota rotacions pero que
canvien de signe sota la inversié i que, per tant, formen base de la representacié Dy, del grup de Uesfera.
Aquestes magnituds s’anomenen pseudoescalars. Un exemple ben conegut de magnitud pseudoescalar
és el flux magnetic ® = B - S, producte escalar d’un vector axil (el camp magnetic B), invariant sota
Pinversid i i un vector polar (el vector superficie S) que varia sota i. El flux, que és el producte escalar
de tots dos, canvia de signe sota la inversié: i(®) = i(BS) = i(B)i(S) = —BS = —®. En general, podem
contemplar el pseudoescalar com el producte escalar d’un vector polar i un vector axil.



En general, un tensor esféric de 2w+ 1 components, és aquella magnitud fisica que és base de la represen-
tacié D,, del grup SO(3) de rotacions propies, de manera que la rotacié d’una de les seues components
la transforma en una combinacié lineal d’ella mateix i de les altres components:*
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De la mateixa forma que en el cas de vectors i operadors vectorials, estudiarem tot seguit la relacié
entre les components T, cartesianes i 15, esferiques en el cas de tensors de segon ordre. La component
cartesiana Ty, es transforma com el polinomi zy:

RTyR™' = T D(R)ai D(R)y; =Y TaD(R)pa (1)
i7j «

on D = Dy, ® D1y = Dog @ D1g @ Dag. Podem doncs descomposar aquest tensor cartesia com la suma
de tres tensors esferics.?
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Trobem per una banda la traca Tr(T) = Tyy + Tyy + T2 que és un escalar, invariant sota canvis de
coordenades i base de Dy. Escrivim T = Tr(T).

En segon lloc trobem un tensor antisimetric de traga nula amb tres components linealment independents
que etiquetem com A, = %(Tyz -T.,), A, = %(Tm —Te), A, = %(Txy —T,2), les quals se comporten
com un vector axil, i per tant formen una base de D;4. Escrivim T = {A,, Ay ALy ={a,b,c}.

Finalment, trobem un tensor simétric de traca nula, les cinc components S;; = 1(T;; + Tj;) — 3T (T)
del qual formen base de Da,. Tenim, T = {A, B, C, Dy, Dy}.

En lloc d’aquestes component del tensor simétric, podriem igualment haver triat la segiient base (més
usual) per a Dog:

{Sxy7 SyZ7 Szza Sa::r - Syyu 2Szz - S:L’x - Syy} (3)

'La condici6 RTlgw)’R_l =3, T,Sw)D(R) Lﬂ equival a les condicions:

e, T8O = n T U, T = Velw + 1) — plu £1) T,

Si TS‘J) representa el p-éssim harmonic esféric corresponent a J = w, la comprovacié és immediata. La generalitzacié a
altres tensors esta relacionada amb el fet que el conjunt {jz, ji} s6n els generadors de qualsevol rotacié R. Ometem entrar
en els detalls de la demostracié.

2En la deduccié segiient cal adonar-se que x1x2 = X2T1, Y1y2 = Yoyl i 2122 = z221. Per aixd, la segona matriu en la
descomposicié presenta zeros en la diagonal (perque e.g. z1x2 — z2z1 = 0) i en la tercera matriu escrivim per exemple
ri1x2 + r2x1 en lloc de 2z z2, per tal d’explicitar la simetria d’aquest tensor.



Ara procedirem a constuir I'escalar, el vector axil i el tensor simetric de segon ordre, a partir de les
components esferiques Vp +1 1 Up 41 de dos tensors de primer ordre (vectors):

To=) (V)" VuUp = (-1 V.U, (4)

M I3
T = ViU — VoUs
MV = WU, -V (5)
Tf% = Vg Uy
TE = ViU + VoUs
T(gz] = 2WUy+WViU_1 +V_1U; (6)

Fixem-nos que T(g2] equival a la component cartesiana 25., — Szz — Syy-

1.1 Exemple 1 d’aplicacié eqs. 4-6

Escrivim en primer lloc els hamonics esferics per a £ = 0, 1,2 que podem considerar escalar, vector polar
i tensor simetric de segon ordre de traga nula.

o= Vi e (oot
Yip = (%)1/2 cosf Yoiq = :F(;—i)l/Q sin @ cos § eti® (7)

Vigr = F(2)V2sin0e*® Yoo = (£2)1/2sin? g 24

Partirem del vector Y1,,, amb m = —1,0,1 i construirem l’escalar, el vector axil i el tensor simetric de
segon ordre, respectivament, mitjangant ’aplicacié de les férmules (4-6):

To = (=1)YioYiy+ (D)= (Y Yy | +Y11Y7,)
= %cos?@JrQ% sin? f = % (8)
3

Comprovem que hem obtingut un escalar, -, base per tant de Doy, i que, excepte la normalitzacio,
coincideix amb Yyg. Ara obtenim el vector axil, base de D1g4:

i j Kk
UAV = | Uy Uy U | =iUVo = U_Vy) +§(UV- = U_Vy) + k(UpVy — Uy Vo)
Vo Vi Vo
= il i+ 1K 9)

En aquest cas, com el producte vectorial d’un vector per si mateix és zero, hem hagut d’usar dos vectors
diferents: U representa la particula 11 V' la particula 2. Finalment, apliquem les equacions (6):

3 ;
TE = ValUs = Yi, = gsin 647 (10)
T
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TE = Vi Uy + VoUsy = Y141Yi0 = F——— sin 6 cos fe**¢ (11)
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Comprovem que hem obtingut, excepte normalitzacid, els harmonics esferics Y5,,,, base de Day,.



1.2 Exemple 2 d’aplicacié eqs. 4-6

3

Considerem les components esferiques {ry,r_,ro} = {—m\‘;;iy, T\_/%y,z} del vector de posicié.
Construirem 1’escalar:

7

A (DDt i+ @i
= 2242ty =07

El tensor simetric de segon ordre és:

+iy)? 1 ,
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Y = Pt @riy)e—iy)-2=r"

Respecte del vector axil, cal usar les coordenades de dos particules (el producte vectorial d'un vector per
si mateix és zero):

i J
M) xr2) = | ro(l) (1) (1)
ro(2) r+(2) r—(2)
= W (2) - (s ()]

3Fixem-nos el factor v/2 en les dues primeres coordenades és necessari per a que rir = |r|2 = %(m2+y2)+%(w2+y2)+22 =
@2 + 42 4 22. Tanmateix, el signe negatiu en la primera component és acorde amb la fase usada en els operadors ii:
Liltm) = /L€ +1) +m(m £ 1)|tm £ 1).




