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Prefacio

Estas notas corresponden a los cursos impartidos, afios ha, sobre aplicaciones de la Teoria de
Grupos a los problemas de la Quimica, en la Universidad de Barcelona y que, por miltiples
motivos, nunca fueron puestos ordenadamente. Esto es un intento de hacerlo.

Las notas son el resultado de la reunién de trabajos escritos que se han ido elaborando
independientemente por lo que es muy probable que, a lo largo del texto, se encuentren
redundancias. Solo més tarde surgié la idea de juntar las notas dispersas. Pedimos disculpas
por ello.

Queremos expresar nuestro reconocimiento a los que entonces se sentaban en el aula como
alumnos y hoy son prestigiados profesores de Universidad. Ya entonces eramos conscientes
de la excepcionalidad de la situacién pues no es habitual en la vida de un docente encontrar
grupos de alumnos como aquellos. La lista completa resultaria agobiante y tendria el peligro
de olvidar a mas de uno que el tiempo trata de borrar de la memoria. Las discusiones que
suscitaron tuvieron en muchos casos un efecto incentivador y clarificador.



vi




Capitulo

Introduccién

1.1 Transformaciones e invariancias

Los cientificos se han dedicado durante centurias a tratar de describir la Naturaleza a través
de las Matematicas. Las definiciones de las magnitudes fisicas y las relaciones que las ligan
hacen uso constantemente de los métodos matematicos. Asi, por ejemplo, la velocidad

. . . S dar :
instantdnea de un moévil se define mediante la relacién v = @ y la fuerza que se ejerce

sobre un punto material esta relacionadza, en la Mecéanica newtoniana, con la aceleracién
que le imprime por medio de F = m%. Siempre que la teoria que hay detras de esas
ecuaciones sea aplicable al caso particular, las situaciones concretas de un moévil tienen que
corresponder a soluciones particulares de las ecuaciones que ligan las magnitudes fisicas. Las
desviaciones entre el comportamiento real y el que predicen las ecuaciones son un indicio de
la insuficiencia del modelo tedrico.

Aceptando la teoria que sustenta las ecuaciones, cabe preguntarse por las soluciones par-
ticulares que han de corresponder a las situaciones reales. Encontrar soluciones particulares
puede ser un trabajo laborioso, pero el anélisis y el conocimiento a prior: de las caracteris-
ticas de las posibles soluciones ayuda a comprender la estructura y evolucién del sistema
que se estd estudiando e, indudablemente, facilita o simplifica el trabajo necesario para su
obtencién. Un ejemplo tomado de la aplicacién de la Mecanica Cuéntica al estudio de las
estructuras electréonicas de los dtomos servira para ilustrarlo. En presencia de interacciones
puramente electrostaticas, es posible clasificar los estados estacionarios de un d&tomo con un
nimero par de electrones en singuletes, tripletes, quintetes, etc. Para llegar a esa clasifi-
cacién no se requiere haber resuelto la ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo
para todos los posibles estados estacionarios. Pero, una vez conocida esa clasificacién, en-
contrar las soluciones particulares que corresponden a los estados singuletes es mas sencillo
que el estudio indiscriminado de todos ellos. Se pueden ilustrar las anteriores afirmaciones
con una cita

I consider that I understand an equation when I can predict the properties of its
solutions, without actually solving it.
P. A. M. Dirac.



2 Capitulo 1

Las caracteristicas de las soluciones particulares de una ecuacién, que pretenden describir
las situaciones reales, estdn condicionadas por las invariancias de la propia ecuacién frente
a las transformaciones de las variables puestas en juego. Por ejemplo, la velocidad de un
punto material tal como se ha definido mas arriba es independiente de un desplazamiento del

. . - L dr d(¥ — 7o) -
origen del sistema de coordenadas utilizado, Vv = — = ————— donde se supone que 7y

dt dt
es un vector constante. Igualmente puede decirse que la misma velocidad es independiente

del origen seleccionado para iniciar la escala de tiempos, es decir, es independiente de la
transformacién de la variable tiempo en la forma: t — t —to. Las soluciones particulares de
esas ecuaciones reflejan esas invariancias, lo que permite su clasificacién.

El conjunto de todas las transformaciones que dejan invariante un problema constituyen
lo que en Matematicas se conoce como un grupo. La Teoria de Grupos es por tanto la
herramienta que ha de ayudar a clasificar las soluciones de un problema y a resolverlo.

Las transformaciones anteriores son transformaciones continuas en el sentido de que el
vector Ty o el tiempo ty pueden tomar cualquier valor continuo. Otras transformaciones son
discretas. Por ejemplo, al plantear el problema de los estados estacionarios de un oscilador
arménico en Mecénica Cuéntica se buscan soluciones particulares de una funcién matematica
que satisfaga la relacién

2 32
o S TR e = El)
El operador que va entre corchetes, el operador de Hamilton, es invariante frente a la trans-
formacién que sustituye x por —x. Es decir si vemos el problema desde el otro lado sigue
siendo el mismo problema. La invariancia es, en este caso, una operacién discreta que condi-
ciona las propiedades de las soluciones particulares: las hay tales que @(x) = @(—x) y las
hay del tipo tal que @(x) = — @(—x). Las soluciones particulares son pares o impares.

Ha de hacerse notar que estas transformaciones afectan a las variables espacio-temporales
y, por tanto, pueden ser catalogadas como transformaciones geométricas para distinguirlas
de otras, denominadas internas, que afectan a los espines de las particulas elementales que
constituyen el sistema objeto de estudio. De entre las transformaciones geométricas relativas
a las variables espaciales cabe distinguir aquellos casos en que dichas transformaciones dejan
un punto del espacio inmévil de los casos que implican traslaciones en el espacio. El conjunto
de las primeras constituye un grupo puntual, mientras que las segundas, propias de las
propiedades repetitivas en el espacio como las de las estructuras cristalinas, contituyen los
grupos espactales.

La otra caracteristica de estas transformaciones es que no suponen un cambio de escala
del sistema que se estudia. Son modificaciones que conservan las distancias y, como tales, se
denominan zsometrias. Las modificaciones en las funciones que describen matematicamente
un fenémeno no alteran su norma. Son debidas al efecto de operadores unitarios.

1.2 Simetrias
Estas invariancias se suelen denominar simetrias (del griego ovppetpio que tiene el sentido

de proporcionado o adecuado y también el de conveniente u oportuno). Pero el sentido con
el que aqui se pretende usar el término simetria es mas amplio que el que puede encontrarse,
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por ejemplo, en el Diccionario de la Real Academia Espafiola (22¢ ed.): Correspondencia
ezacta en forma, tamano y posicion de las partes de un todo. Esta definicién puede ser
aplicable a la simetria espacial de los cuerpos materiales: la simetria bilateral del cuerpo
humano o la de una catedral goética. Esta simetria espacial se encuentra en la naturaleza
en miltiples manifestaciones: en la disposicién de los pétalos de una flor, en la de las hojas
a lo largo de una rama, en la estructura de una estrella de mar, en el crecimiento de las
conchas de los moluscos, en el aspecto externo de los cristales que no es sino un reflejo de
su estructura interna, etc. La simetria espacial est& presente en la estética de los objetos y
suele ser usada con fines ornamentales.

Pero esa definicién deja fuera otros tipos de invariancias de las ecuaciones que también
estan incluidas en la acepcién generalizada de simetria. Por ejemplo, las fuerzas electrostati-
cas son invariantes frente al intercambio de los signos de las cargas eléctricas, las positivas
por negativas y viceversa. Las de distinto signo se atraen y las de signo opuesto se repelen.
La asignacién de unas como positivas y las otras como negativas es puramente arbitrario.
Otra invariancia que tampoco queda englobada en aquella definicién es la debida a la indis-
tinguibilidad de las particulas elementales. En los sistemas en que participan un conjunto
de electrones, las conclusiones fisicas medibles deben ser independientes de que uno de ellos
sea el primero del recuento y otro el segundo o al revés. Es la simetria de las permutaciones.

Asociado a una invariancia de las ecuaciones que describen un sistema o un fenémeno
siempre hay un experimento imposible. No es posible saber desde la posicién de un obser-
vador si lo que esta viendo es el otro lado de la catedral gética o si hay un espejo en el medio
y lo que de hecho esta viendo es la imagen especular del mismo lado en el que se encuentra.
Eso quiere decir que muchos aspectos del comportamiento de la Naturaleza quedan ocultos
a su estudio. Pero, cada vez que en la Historia de la Ciencia alguien ha descubierto un
fenémeno que supone una violacién de un principio de simetria ha sido como haber abierto
una ventana por la que han entrado otros muchos estudiosos a explorar un campo nuevo
del comportamiento de la Naturaleza. El principio de invariancia violado queda como mera
impresién sensible del comportamiento de la Naturaleza o como una primera aproximacién.

Pero acompafiando a una simetria continua en las ecuaciones y a un experimento im-
posible hay una cantidad fisica que se mantiene invariante. Son las Leyes de Conservacién
que son otra manera de enunciar un principio de invariancia. El teorema fue enunciado por
Emmy Noether a principios del siglo XX. Algunas Leyes de conservacién son bien conoci-
das. La imposibilidad de asignar un origen fijo a las coordenadas de posicién de los puntos
materiales, invariancia frente a la traslacién, va aparejada en la Mecanica Clésica por la con-
servacién de la cantidad de movimiento. La imposibilidad de elegir una direccién preferente
en el espacio, invariancia frente a las rotaciones del sistema de coordenadas, estd asociada
a la Ley de Conservacién del momento angular. La invariancia frente al desplazamiento del
origen de la escala de tiempo esta vinculada a la conservacién de la energia.

If the universal law of Nature should be discovered, invariance principles would
become merely mathematical transformations which leave the law invariant.
E. P. Wigner.

Son dos puntos de vista del mismo fenémeno. Uno mas mateméatico como invariancia de
las ecuaciones y otro mas fisico en la forma de Leyes de Conservacién y de experimento
imposible. Queda por sefialar que muchas de las leyes encontradas empiricamente, con gran
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laboriosidad, por los pioneros de un campo concreto de la Fisica o de la Quimica han sido
mas tarde deducidas a partir de meras relaciones de simetria.

La simetria mencionda en los parrafos precedentes no es la de los fenémenos fisicos en si,
sino la de las ecuaciones que pretenden reflejar la realidad fisica y describir dichos fenémenos
aunque sea de forma tan solo aproximada.

It is good to emphasize at this point the fact that the laws of nature, that is, the
correlations between events, are the entities to which the symmetry laws apply,
not the events themselves.

E. P. Wigner.

El estudio de la Naturaleza suele iniciarse con un modelo simplista. Se estudia un estado
absolutamente cadtico de los gases o las estructuras cristalinas perfectamente ordenadas y
repetidas hasta el infinito. Los cristales reales son finitos y suelen llevar imperfecciones o
defectos en la cristalizacién. En muchos casos, y desde el punto de vista tecnolégico, son
precisamente los defectos los que encuentran mayores aplicaciones. Los modelos simplistas
tienen mucha mas simetrias que la realidad. Un modelo mas perfeccionado, que refleje
mejor la realidad suele tener un menor numero de invarancias. Se dice que se ha roto la
simetria. Basta, por ejemplo, incorporar algin tipo de interaccién no contemplada en el
modelo simplista idealizado para que se reduzca la simetria. HEs la diferencia entre una
mera observacién superficial y una observacién detallada. La simetria bilateral del cuerpo
humano se pierde si analizamos la disposicién de los 6rganos internos, la de una catedral
gbtica desaparece si nos fijamos en las tallas de los capiteles de este y de aquel lado.

Las invariancias de las ecuaciones nos hablan de un experimento imposible pero nada
dicen de los experimentos posibles. Asi ocurre con las reglas de seleccion espectroscdpicas,
todas las cuales se deducen por la simetria, que enuncian que ciertas transiciones no son
posibles, pero nada dicen de las que son posibles y con qué probabilidad. Es decir, el
analisis de las invariancias o simetrias de un problema no lo resuelve aunque represente una
inestimable ayuda.

El conjunto de las invariancias de un modelo, y de las ecuaciones que lo describen,
tienen la estructura de lo que en Matematicas se conoce como grupo. En efecto, para cada
transformacion de las variables incluidas en las ecuaciones existe la transformacién inversa
que consiste en volver a las variables precedentes. El resultado de la aplicacién sucesiva de
dos de esas transformaciones de invariancia equivale a otra de las transformaciones que dejan
invariantes las ecuaciones. Por tanto, se habla del grupo del correspondiente modelo: grupo
de las transformaciones de Lorentz de la Mecéanica relativista, grupo del Hamiltoniano de la
Mecénica Cuéntica, etc.

Dos sistemas de referencia son igualmente admisibles si en ambos todas las leyes
fisicas y geométricas universales tienen la misma expresion algebraica. Las trans-
formaciones entre tales sistemas de referencia igualmente admisibles forman el
grupo de los automorfismos; las leyes de la Naturaleza son invarientes frente a
las transformaciones de este grupo. H. Weyl.

En el campo concreto de la Mecanica Cuéntica, la Teoria de Grupos fue introducida,
entre otros, por H. Weyl desde el punto de vista matematico y por E. P. Wigner desde
el fisico. Mencionar a unos tiene el peligro de desdefiar otras contribuciones igualmente
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valiosas, pero la lista se haria inacabable. Quiza habria que situar como punto de arranque
la insinuacién dada por J. von Neumann a Wigner de que los autoestados del Hamiltoniano
forman base de las representaciones irreducibles del grupo de las transformaciones que dejan
invariante ese operador de Hamilton.

Las aportaciones de la Teoria de Grupos no siempre fueron incorporadas de manera
automatica al acervo de los fisicos de la época, como tampoco lo habia sido unos pocos afios
antes la Teoria Cudntica de Heisenberg y Jordan. Tanto en un caso como en €l otro se hacia
uso de unos instrumentos matematicos — Teoria de grupos en un caso y Algebra Matricial
en el otro— que estaban siendo desarrollados por los matemaéticos, pero que no estaban
incluidos en la formacién habitual de los fisicos. Fue mas facil aceptar la ecuacién diferencial
de Schrédinger y su “funcién de onda”.
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Capitulo

Grupos: la herramienta

2.1 Transformaciones

Las transformaciones que dejan invariante un problema constituyen grupo. En este estudio
se va a tratar el problema de los grupos puntuales dejando los grupos espaciales para otro
estudio independiente. Los grupos espaciales incluyen la traslacién en el espacio mientras
que los grupos puntuales siempre dejan un punto del espacio inmovil. De ahi su nombre.

De entre los grupos puntuales en este apartado se van a estudiar los grupos finitos de
transformaciones discretas. Las transformaciones continuas son el resultado de una secuen-
cia de transformaciones infinitesimales y, por tanto, hay un ntmero infinito de ellas. El
tratamiento de unos y otros es ligeramente distinto; el tratamiento de los grupos continuos
aprovecha buena parte de las conclusiones alcanzadas con los grupos finitos.

Puesto que lo que se van a estudiar son transformaciones de una funcién que describe un
fenémeno, es necesario establecer previamente una serie de convenios. Las tansformaciones
que se estudian son las de las variables que dan como resultado transformaciones en las
funciones. Distingamos entre los dos tipos de transformacién con una funcién de una sola
variable: R para la transformacién de la variable y O para la transformacién de la funcién.
La invariancia de la funcién quiere decir que la nueva funcién en la nueva variable toma el
mismo valor que la funcién primitiva en la variable primitiva.

f'(x') = Orf(Rx) = f(x) (2.1)
De ahi se deduce facilmente que
Orf(x) = f'(x) = f(R""x) (2.2)

donde R~ es la transformacién que deshace el efecto de R y vuelve a la variable anterior.

Un ejemplo servird para ilustrar la diferencia. Sea la funcién cos & y la trans-
formacién R el resultado de girar el sistema coordenado un cuarto de vuelta
de manera que Re = «+ 5. La transformacién inversa R'a = o — 7. La
transformada de la funcién coseno es entonces la funcién seno, pues se cumple
que

. Tt . Tt

sin oc+z = cos« sina = cos (a—
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Las operaciones R y Oy son distintas pero estan obviamente vinculadas. Se dice que
la relacién entre las operaciones R y Og es un homomorfismo. Dependiendo de las trans-
formaciones de las variables R y de las funciones a las que se aplica Og, la relacién entre
ambas puede no ser univoca y coexistir multiples transformaciones R a las que corresponda
la misma transformacién Og.

Las transformaciones de las variables y de las funciones que interesan en este contexto
son las llamadas transformaciones lineales. Estas cumplen una serie de condiciones:

e Og (kf) = k(O ) donde k es constante
e Og(f1 + f2) = Orfy + Orf2

° (OR1 + ORz) f = OR] f+ Osz

|:| En lo que sigue prestaremos atencion a las transformaciones de las
variables haciendo una llamada a las de las funciones cuando sea necesario.

Llamaremos R, S, T, etc. a esas transformaciones excepto la transformacién que consiste
en no modificar nada para la que reservaremos la notacién E!, la operacién identidad.

o = Or® EO = O

Se puede realizar una transformacién sobre el resultado de haber realizado otra previa.
Diremos que es un producto de transformaciones

Or (Os®) = OrOs® = (OrOs) D

y hablaremos de multiplicacién de transformaciones e, incluso, la notacién serd la de la
multiplicacién aunque pueda tener remota relacién con el producto de ntimeros. El convenio
exige que la primera transformacién aplicada sea la que estd més a la derecha en la notacién.
Esa transformacién de la funcién corresponde a una transformacién de las variables T = RS.
El producto de dos transformaciones es otra transformacién del problema.
La transformacién inversa de una dada es la que retorna el problema a la situacién
anterior.
R'TR=RR' =E Og' Or =0 Ox' = O¢

donde Ox' = Og 1.

Desde el punto de vista matematico, un grupo es un conjunto, G, de objetos —en el
caso que nos ocupa los “objetos” son operaciones de transformacién— que tienen una ley de
combinacién interna a la que hemos llamado producto, no necesariamente conmutativo, con
las siguientes propiedades:

¢ Exite en el conjunto el objeto (operacidén) identidad, E, que deja las cosas como estan.
E € G.

e El producto de dos de esos objetos es otro objeto que también estd contenido en el
grupo. Hs la relacién de cierre. Si RS = T, entonces T € G.

! La notacién E deriva de la palabra alemana “Einheit”, unidad.
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e Para cada objeto del grupo, R, existe en el propio grupo el elemento inverso de R,
R™! € G, definido con la condicién R™'R = E.

e La operacién producto tiene la propiedad asociativa: RST = R(ST) = (RS)T

Un elemento del grupo no se altera al multiplicarlo por la identidad: RE = ER = R.
La operacién identidad de un grupo es tnica. El inverso de un elemento R es tinico y es el
mismo, bien por la derecha bien por la izquierda: R"'R = RR™' = E. El inverso de una
operacién es, por tanto, también tnico.

La notacién de las potencias positivas o negativas de un elemento es analoga a la que
se emplea en el dlgebra elemental, aunque aqui el “producto” sea la aplicacién sucesiva de
transformaciones. La analogia en la notacién puede extenderse en la forma (R™)" = R™"
sean m y n enteros, positivos o negativos.

El inverso de un producto de varias transformaciones coincide con el producto de los

inversos de las transformaciones individuales pero aplicados en orden inverso
(RST.--) ' = ... T 1§ TR!

pues es de esa forma como se garantiza que el producto de una operacién por su inversa sea
la identidad. Haciendo uso de la propiedad asociativa de ese producto

(RS)(RS)™" =R(SST)R'" =RR'" =E

el resultado es la operacién identidad E.

El nimero de elementos de un grupo finito se conoce como orden del grupo, |G|.

Ejemplo: El conjunto de los niimeros enteros constituye un grupo si la suma ordinaria
se toma como la operacién interna “producto”. El cero juega el papel de la “identidad”. El
opuesto de un nimero es su “inverso”. Se trata de un grupo conmutativo.

Ejemplo: El conjunto de las matrices no singulares de dos filas y dos columnas forman
un grupo. La ley de combinacién interna llamada “producto” es aqui el producto matricial
ordinario. El determianate de una matriz no singular es distinto de cero: su inverso existe.
En ese grupo el elemento ((1) (1)) juega el papel de elemento identidad. El producto matricial
ordinario no es conmutativo. Es un grupo infinito.

La estructura de un grupo esta dada por su tabla de multiplicar, también llamada tabla
de Cayley, similar a la de la multiplicacién de ntimeros aprendida en la escuela elemental
con la diferencia de que este “producto” no es conmutativo.

Ejemplo: En el caso de funciones de una sola variable, ademas de la identidad, cabe la
posibilidad de la operacién que cambia R = x <3 —x. Se trata de un grupo que solamente
tiene dos elementos E y R. La tabla de multiplicar de ese grupo tan sencillo es simplemente

S | E R
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Una primera transformacién cambia x por —x. La repeticién de la misma transformacién
cambia —x por —(—x) = x con lo que R* = E.

Una tabla similar para un grupo de seis elementos puede ser

S3|E R S T U V

Los nombres particulares S, y S3 estan relacionados con los grupos de las permutaciones de
dos y de tres objetos que se veran mas adelante. Sirven ahora para poder hacer referencia a
esas tablas de multiplicar.

En estas tablas de multiplicar adoptaremos el convenio de que el elemento que figura en
la columna de la izquierda es el factor que va a la izquierda en una formulacién habitual de
la multiplicacién, mientras que el que figura en la primera linea, en la cabecera, es el factor
que va a la derecha y, por tanto, de acuerdo con el convenio mencionado anteriormente, es
el primero en actuar sobre las variables del problema. Por ejemplo, el producto TS = V
mientras que ST = U. El producto de elementos en €l ejemplo propuesto no es conmutativo.
Los grupos cuya tabla de multiplicar es conmutativa se llaman grupos abelianos. Su tabla
de multiplicar es simétrica respecto de la diagonal principal.

Varias cosas son dignas de destacar en esas tablas de multiplicar. El primer elemento es
la identidad E. La primera fila y la primera columna indican el producto por E. En cada
fila y en cada columna aparecen todos los elementos del grupo sin repetirse, simplemente
reordenados. Es sencillamente el cumplimiento del teorema de la reordenacién. Cada fila
y cada columna son el resultado de una permutacién de todos los elementos del grupo. El
producto de elementos en el ejemplo propuesto no es conmutativo.

Orden de un elemento de un grupo es la potencia a la que hay que elevarlo para llegar
a la identidad. En la tabla anterior R®> = E. El elemento R es de orden tres. En cambio
TT = E, el elemento T es de orden dos. El orden de un elemento es siempre un divisor del
orden del grupo.

Los grupos como este con la siguiente tabla de multiplicar
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uu v E R S T

viv E R S T U

en que cada fila o columna es el resultado de una permutacién ciclica de los mismos elementos
(una linea y la siguiente estdn relacionadas porque el primer elemento pasa a la ultima
posicién sin perder el conjunto el orden relativo) se denominan grupos ciclicos. El orden
de los elementos de un grupo ciclico coincide con el orden del grupo. Los grupos ciclicos son
todos ellos abelianos (conmutativos).

Los grupos del mismo orden, que tienen la misma tabla de multiplicar, aunque se refieran
a ambitos muy dispares, tienen la misma estructura. En el primero de los grupos consid-
erados, el de tan solo dos operaciones, la operacién R puede referirse a girar el sistema de
coordenadas 180° alrededor del eje Z en un problema tridimensional, o bien puede referirse
a la operacién x > —x del problema monodimensional anterior, o a la permutacién de dos
objetos, o a la inversién del sistema de coordenadas. Todos esos grupos tienen la misma
tabla de multiplicar y, por ende, la misma estructura. Se dice que son grupos tsomorfos.
Entre dos grupos isomorfos hay una correspondencia elemento a elemento entre los de un
grupo con los del otro. En esa correspondencia la identidad de un grupo esta asociada a la
identidad en el otro.

Entenderemos, por tanto, como grupos “distintos” los que tienen distinta tabla de multi-
plicar. Cuando se dice “distinta” no se refiere a un mero reordenamiento de los elementos. El
nimero de grupos “distintos” crece con el nimero de elementos que contienen, con el orden
del grupo. El grupo que solo contiene la identidad es un grupo trivial y solo puede tener
una tabla de multiplicar si asi se la quiere llamar. Con dos elementos solo hay una tabla de
multiplicar. Para cada orden del grupo hay un grupo ciclico. La tabla 2.1 presenta el niimero
de grupos “distintos” para valores pequeiios del orden y, de ellos, cuantos son abelianos. Si
el orden del grupo, |G|, es un nimero primo, no hay més que una tabla de multiplicar, la
ciclica. Con sesenta y cuatro elementos hay un total de doscientos sesenta y siete grupos
distintos, no isomorfos, y con ciento veinte elementos hay cuarenta y siete grupos distintos,
entre los cuales se encuentra el grupo de todas las relaciones de simetria de un icosaedro
regular.

A la vista de la tabla de multiplicar es posible seleccionar unos pocos elementos a partir
de los cuales, por aplicacién reiterada de la propia tabla de los productos, construir el resto
de los elementos del grupo. En el ejemplo anterior del grupo S3 con seis elementos, Ry T
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Table 2.1: Numero de grupos no isomorfos de varios érdenes con indicacién del ntmero de
los abelianos entre ellos

Orden No isomorfos Abelianos

2 1 1
3 1 1
4 2 1
5 1 1
6 2 1
7 1 1
8 5 3
9 2 1
10 2 1
11 1 1
12 5 3
13 1 1
14 2 1
15 1 1

16 14 5
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son suficientes para tener todos los demas: R2 = S; RT = V, etc. Para dar cuenta de toda
la estructura del grupo, ademaéas de estos elementos, ha de completarse la informacién con
sus relaciones R3 = E, T2 = E. En este ejemplo se dice que R y T son generadores del
grupo. A veces se usa también la notacién < R, T >= S3. El conjunto de los generadores
es el subconjunto de los elementos del grupo de manera que entre ellos y sus inversos, por
meras multiplicaciones, se puedan tener todos los demas.

2.2  Subgrupos

Un subgrupo, H, de otro dado, G, esta constituido por algunos de los elementos del anterior
que, por si mismos, cumplen todas las condiciones para ser un grupo. Puesto que es un
subconjunto de “objetos”, H C G.

Los subgrupos triviales son los que estan formados tan solo por la operacién identidad, o
bien, por la totalidad de los elementos del grupo. Estos subgrupos se denominan impropzos.

Mas interés presentan los subgrupos propzos pues suelen aparecer cada vez que un sistema
objeto de estudio entra en una nueva interaccién adicional reduciendo las invariancias del
problema.

En el ejemplo anterior de un grupo formado por los elementos {E, R, S, T, U, V}, a la vista
de la tabla de multiplicar, es facil comprobar que, por si mismo, el conjunto {E, T} forma un
grupo de orden dos, pues cumple la condicién de cierre. Su tabla de multiplicar es idéntica
a cualquier otra correspondiente a un grupo formado por solo dos elementos. Igualmente, el
conjunto {E,R, S} también forma un grupo. Ambos son subgrupos propios. Puede decirse,
por tanto, que hay toda una jerarquia de los grupos puntuales.

El orden de un subgrupo (nimero de elementos que contiene) es siempre uno de los
divisores del orden del grupo (Teorema de Lagrange). |H| es uno de los divisores de |G]|.
El cociente |G|/ |H| se conoce como indice de H en G. La relacién inversa no es cierta:
los érdenes de todos los subgrupos no siempre cubren todos los posibles divisores del orden
del grupo. Pero, si el divisor es un numero primo, ha de haber un subgrupo de ese orden
(Cauchy).

Si R es un elemento del grupo G, el conjunto de operaciones R™, donde n es el indice de
la operacién R, constituye un subgrupo ciclico con un solo generador cuyo orden es el del
elemento R.

Si H y K son dos subgrupos del grupo G, la interseccién H N K, conjunto de elementos
comunes a H y K, también es un subgrupo de G.

Algunos subgrupos reciben denominaciones especiales. Sea un subgrupo H C G y un
elemento R € G. Se puede formar el conjunto de RHR™' donde con H se quiere indicar el
conjunto de todos los elementos que estan en H. Si el resultado es de nuevo el conjunto H,
cualquiera que sea el elemento R, se dice que H es un subgrupo normal, autoconjugado, o
invariante de G, H < G. Cualquier subgrupo de un grupo abeliano es un subgrupo normal.

Dado un grupo G que tienen un subgrupo invariante H, los elementos de G se pueden
separar en subconjuntos multiplicando, por la derecha, todos los elementos R € H por uno
particular S que esté en G perono en H, (S € G, S ¢ H), es decir, el conjunto formado por
{RS|VR € H}. Estos subconjuntos de G basados en el subgrupo invariante H, denominados
cosets, tienen, tomando cada subconjunto como una entidad independiente, sus propiedades
como un grupo. Es el grupo factor G/N. El grupo S; = {E,R,S, T, U, V}, cuya tabla de
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multiplicar es la de la pagina 10, tiene un subgrupo normal o invariante, ciclico formado por
{E,R,S}. Es un subgrupo de idice dos. Al multiplicar todos ellos por la derecha por T, U o
V se obtiene siempre el subconjunto {T, U, V} con lo que se consigue descomponer el grupo
en dos subconjuntos: {E,R,S} y {T,U,V}. El producto de dos elementos cualesquiera del
primer subconjunto produce un resultado que esta en el primer subconjunto, el producto de
dos cualesquiera del segundo subconjunto produce un elemento del primero y el producto
de uno de un subconjunto por otro del otro subconjunto produce un elemento del segundo
subconjunto. Hs como la tabla de multiplicar del grupo S, vista anteriormente aceptando
que cada subconjunto actiia como una entidad por si mismo.

Los grupos que no tienen mas subgrupos invariantes que los impropios se denominan
grupos simples. Los grupos simples son importantes pues representan los bloques de con-
struccién con los que es construyen otros grupos, son como los dtomos de simetria. Los
grupos ciclicos de orden primo son simples. Si un grupo admite una descomposicién

(B} <G <G+ <Gju1 <Gy <G

en que para cada pareja consecutiva Gj_ es subgrupo normal o invariante de Gj y el grupo
factor Gj/Gj_1 es conmutativo, se dice que es un grupo resoluble.

Los grupos que no tienen subgrupos normales abelianos se denominan grupos semsi-
stmples.

El centralizador de un elemento en un grupo, R € G, es el subgrupo formado por la
coleccién de elementos del grupo que conmutan con R: C(R) = {S € G|RS = SR}. La
interseccién de los centralizadores de los elementos de un subgrupo H, es el centralizador
del subgrupo, C(H). La interseccién de los centralizadores de todos los elementos del grupo
se denomina el centro del grupo, Z(G). Estad formado por los elementos que conmutan con
todos los del grupo. Es un subgrupo normal de G.

Dado un grupo G, el conjunto formado por todos los elementos que se pueden construir
en la forma {RSR™'S™! | VR,S € G} constituye otro subgrupo denominado subgrupo
conmutador de G.

2.3 Clases de equivalencia

Una equivalencia es una relacién entre objetos que permite establecer una clasificacién entre
ellos. La relacién ha de ser reflexiva, simétrica y transitiva. Con ello se quiere indicar que
cada elemento ha de estar en alguna clase, si el objeto a estd en la misma clase que b, b
ha de estar en la misma clase que a y, por ultimo, si a estd en la misma clase que b y b
en la misma que c, entonces a estard en la misma clase que c; es la relacién transitiva. La
taxonomia de de los seres vivos los clasifica precisamente en clases, subclases, etc. mediante
relaciones de equivalencia.

Una relacién de ese tipo es la que se va a establecer entre los elementos del grupo. Sean R,
S y T tres elementos del grupo G. Si se cumple la relacién RSR™! = T para algiin elemento
R particular, decimos que S y T estin en la misma clase de equivalencia, también llamada
clase de conjugacidon. La denominacién conjugacion tiene su origen en que se dice que los
elementos S y T son conjugados por R. Para obtener todos los elementos que estédn en la
misma clase de equivalencia que uno dado, S, basta ir obteniendo los productos RSR™! con
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todos los elementos R € G. Hsta conjugacién cumple con los tres requisitos de las relaciones
de equivalencia.

El elemento identidad, E, no es equivalente a ningin otro elemento y, en consecuen-
cia, constituye una clase. En los grupos abelianos (conmutativos), cada elemento también
constituye una clase por si mismo.

Todos los elementos de la misma clase tienen algunas propiedades comunes. Por ejemplo,
todos ellos son elementos del mismo orden. El ntimero de elementos presentes en una clase
de equivalencia es un divisor del orden del grupo. Si R es un elemento del grupo y Cr su
subgrupo centralizador, conjunto de todos los elemento de G que conmutan con R, el nimero
de elementos en la misma clase que R coincide con el indice |G|/|Cr| del centralizador en el
grupo.

Un subgrupo normal esta formado por clases completas de equivalencia: si R estd en
el subgrupo H, todos los elementos de la misma clase que R también estdn en el mismo
subgrupo normal H.

Los productos de todos los elementos de una clase por todos los elementos de otra da
lugar a un nuevo conjunto de elementos que es la reunién de clases completas.

Demostraciéon:  Sea Cy la clase de elementos conjugados con U y Cv la
de los conjugados con V. Hay una operacién T tal que, al ir operando sobre
cada elemento de la clase Cy,

Teu T = ¢y

se obtienen los mismos elementos de la clase de conjugacion.

Por otro lado, los productos de todos los elementos de una clase por los de
otra da los elementos del grupo aunque puede que aparezcan repetidos varias
veces.

Culyv = Z ar R (2.3)

ReG

El factor mo megativo ar da cuenta de las positbles repeticiones. En esa
suma, algunos sumandos corresponden a elementos de la clase Cs que de-
nominaremos como S, S», etc.

TCuCy T '=TCuT'TCyT" = CyCyv

=T (Z aRR> T' =) a (TRT)
REG REG

En la suma, los elementos de la clase S se transforman en elementos de

la misma clase S. Pero la suma total, de acuerdo con la ecuacion (2.3),

es tnvariante. Por tanto, los coeficientes ar que afectan a elementos de la

misma clase han de ser idénticos. En resumen,

ne

Cu CV = Z Cuv;g Cg (2.4)
Cs

donde los coeficientes cyyv.s son reales y no negativos y la suma se extiende
a todas las clases del grupo. [
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La operacién identidad constituye una clase por si misma. En esos productos de todos
los elementos de una clase por los de otra, la identidad solamente aparece si una es la clase
de los inversos de las operaciones de la otra. El coeficiente cyv.¢ vale cero si las dos clases
no son inversas la una de la otra

0 iC Cu-
Cuvie = S? v 7 Cun (2.5)
n(Cy) siCy = Cy-1

y vale n(Cy ), el ntmero de elementos presentes en la clase, si lo son.

La relacién de conjugacién o de equivalencia puede extenderse a los subgrupos de un
grupo. Dos subgrupos H y K de un grupo G son equivalentes (conjugados) si hay un elemento
R € G tal que RHR™!' = K. Con esta notacién se ha querido indicar que, aunque R es
un elemento concreto, para cada elemento del subgrupo H se obtiene uno de los elementos
del conjunto K que ha de ser necesariamente el mismo u otros subgrupo. Los subgrupos
normales o invariantes son también autoconjugados, solo son conjugados consigo mismos,
RHR™!' = H, VR € G.

2.4 Producto directo de grupos

E's una operacién inversa a la de la bisqueda de subgrupos. Se trata de generar supergrupos
de unos dados.
Sean dos grupos G; y G, formados respectivamente por los elementos

G171 : Ry, Ry, etc.
G, :S1, Sy, ete.

que no tienen en comin mas que el elemento identidad, y tales que los elementos de uno de
ellos conmutan con los del otro, R; S; = S; R;.

El conjunto de todos los elementos formados por R; S;, para todos los posibles valores
de i y de j, constituye un nuevo grupo denominado producto directo o externo de los dos
grupos G y G2

G =GiI®G;

Dicho de otra manera, cualquier elemento de G puede ser escrito como el producto de
elemento de G por otro de G,. El orden de este nuevo grupo es simplemente el producto
de los 6rdenes de los grupos individuales: |G| = |G1]|G2].

El nuevo grupo G es un supergrupo tanto de Gy como de G,. Ambos son subgrupos
invariantes, o normales, de G.

Todos los grupos abelianos finitos son el resultado de un producto externo de grupos
ciclicos.

2.5 Ejercicios

Problema 2.5.1 Comprobar que los siguientes conjuntos forman grupo:

e Todos los numeros racionales bajo la operacién adicion.
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Todos los nimeros ractonales no nulos bajo la multiplicacion.
Todos los numeros complejos bajo la adicion.

Todos los numeros complejos no nulos bajo la multiplicacion.
Todos los numeros pares bajo la adicion.

Todos los numeros complejos de mddulo 1 bajo la multiplicacion.

Todas las matrices cuadradas no singulares de dimensiones n X n bajo la multi-
plicacién matricial.

Bl conjunto de matrices (¢ 9), (%3), (%o %), (§73'), (6-%), (' 9), (54,

(? (1)), bajo la operacion producto matricial.

Problema 2.5.2 Comprobar que los siguientes conjuntos no forman grupo:

Todos los numeros reales bajo la multiplicacion.
Todos los numeros reales no negativos bajo la adicion.
Todos los enteros nones bajo la adicion.

Todos los enteros nones bajo la multiplicacion.

El conjunto de numeros {1,2,--- ,p — 1} bajo la multiplicacién mddulo p cuando
p no es nimero primo.

Problema 2.5.3 Considerar el conjunto de las siguientes funciones:

fi1(z) = z
fa(z) = —z
fa(z) = 27!
fa(z) = —z7!

Deducir st forman grupo en que la ley de composicion interna sea la funcion de funcién

en la forma f3(f1(z)) = f3(z) = z7 .

1

Problema 2.5.4 Considerar el conjunto de las siguientes funciones:

fi(z) =z

falz) =1 -1z
f3(z) = z/(z — 1)
falz) = 1/z

fs(z) = 1/(1 — z)
fe(z9 = (z —1)/z
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Deducir st forman grupo en que la ley de composicién interna sea la funcion de funcién

en la forma f5(f3(z)) = fs(;%5) = 1 — z = fa2(z). St forman grupo, escribir la tabla

de multiplicacion y encontrar los tnversos de cada elemento.
Problema 2.5.5 Sea el conjunto formado por los elementos
{1, =1, 1, —i,j, —j, k, =k}
donde i = j2 = k* = —1; i{j = k jk =i ki = j. Comporbar que forman
grupo, escribir la tabla de multiplicar del grupo y agrupar los elementos en clases de

equivalencia. Es el grupo de los quaterniones.

Problema 2.5.6 Deducir si la siguiente tabla de multiplicar

puede corresponder a un grupo.

Problema 2.5.7 Comprobar que las raices n-éstmas de la unidad constituyen grupo
ciclico bajo la multiplicacién. Comprobar ademds que st m es un divisor de n, hay un
subgrupo de orden m.

Problema 2.5.8 ;Cdmo son los generadores y las relaciones entre ellos en un grupo
de orden primo?

Problema 2.5.9 ;Qué subgrupos puede tener un grupo de orden primo?

Problema 2.5.10 Comprobar que, st todos los elementos de un grupo son de orden 2
(excepto la identidad E), el grupo es abeliano.

Problema 2.5.11 ;Cdmo es la tabla de multiplicar de un grupo abeliano?

Problema 2.5.12 Comprobar que el grupo obtenido por multiplicacién de los elemen-
tos R y S con la condicion R3 = S? = E; RS = SR es un grupo ciclico. Deducir el
orden del grupo y encontrar un elemento generador del mismo.

Problema 2.5.13 Comprobar que un grupo ciclico es abeliano.
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Problema 2.5.14 Comprobar que un subconjunto F del grupo G es un sistema de gen-
eradores st y solo st mo hay ningun subgrupo propto de G que contenga todos los
elementos de F.

Problema 2.5.15 ;Qué son clases conjugadas de operaciones de stmetria?

Problema 2.5.16 Un cierto grupo finito puede ser generado por un solo elemento R
con la relacion definitoria R™ = E. ;Qué puede afirmarse de ese grupo? ;Cudntas
clases de conjugacion tendrd?

Problema 2.5.17 Comprobar que todos los elementos que pertenecen a una misma
clase de conjugacion son del mismo orden.

Problema 2.5.18 Comprobar que un subgrupo H de G, que contiene clases completas,
es un subgrupo normal o tnvariante de G.

Problema 2.5.19 S: el elemento R de un grupo es conjugado con S, jel inverso de R
serd conjugado con el inverso de S?

Problema 2.5.20 S: el elemento R de un grupo es conjugado con S y con el inverso
de S, ;serd también conjugado con el tnverso de R?

Problema 2.5.21 Comprobar que los elementos inversos de los que constituyen una
clase forman otra clase.

Problema 2.5.22 Usar la propiedad de que el nimero de elementos de una clase ha
de ser dwvisor del orden del grupo para concluir que cualquier grupo de orden primo
ha de ser abeliano.

Problema 2.5.23 Escribir todos los elementos del grupo de matrices, dos de cuyos
elementos son

y el producto matricial es la operacion interna del grupo. St esos elementos pueden
ser generadores, escribir sus relaciones definitorias. Clasificar sus elementos en clases
conjugadas.

Problema 2.5.24 Deducir st las matrices

10 0 0 0 0 0 1 0010

01 0 0 10 0 0 0 0 01
E = R = S =

00 10 01 00 1.0 00

0 0 0 1 00 10 0 1.0 0
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constituyen grupo bajo la operacion producto matricial. St no es asi, afiadir el numero
minimo de otras matrices hasta completar un grupo.

Problema 2.5.25 Con seis elementos puede haber grupos de dos tipos no isomorfos
(dos tablas de multiplicar), uno de ellos es abeliano. Escribir la tabla de multiplicar
de este dltimo.

Problema 2.5.26 Comprobar que el producto de los elementos de dos clases de con-
Jugacion puede expresarse como reunion de clases completas.

Problema 2.5.27 Construir la tabla de multiplicar del grupo formado por las matrices

(69), (%8), (0" %) (F70') (6.5), (0'9), (5 %') (§8), con el producto matri-
ctal como operacidn interna del grupo. Selecctonar un conjunto de generadores de ese
grupo. Clasificar los elementos en clases de conjugacién y encontrar sus subgrupos.
Indicar cudles de los subgrupos son normales o invariantes.

Problema 2.5.28 Utilizar los siguientes generadores y sus relaciones para construir
las tablas de multiplicar de los grupos correspondientes. Clasificar los elementos en
clases de equivalencia.

e RS =S2=F (SR2=E
eR3I=S2=T2=F (SR2=FE RT=TR ST=TS

Problema 2.5.29 Sea F un subconjunto del grupo G. Comprobar que la relacion
Fi F;I € F es suficiente parqa afirmar que F es un subgrupo de G.

Problema 2.5.30 Sea H un subgrupo de G y F un subconjunto arbitrario de G. Defi-
namos el conjunto
C(F;H) = {R€ H|RS = SR, VS € F}

Comprobar que el conjunto C(F,H) es un grupo. Se denomina el centralizador de F en
H. Definamos el conjunto

N(FH) ={REHR 'SR =S, VSeF
Demostrar que N (F;H) es un grupo. Se denomina normalizador de F en H.

Problema 2.5.31 Comprobar que cualquier grupo finito de orden par contiene un el-
emento de orden 2.

Problema 2.5.32 Comprobar que cualquier subgrupo de indice 2 es un subgrupo nor-
mal.

Problema 2.5.33 ;Qué se entiende por producto directo de grupos?
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Grupos puntuales

Hasta aqui se ha planteado el concepto de grupo como estructura matematica, aparentemente
desligada de sus aplicaciones a los problemas estructurales de la Quimica. Se trata de grupos
de transformaciones de las variables en que se estudia un problema. Los atomos y moléculas
estan formados por los niicleos y los electrones. Las interacciones electrostaticas dependen
de las posiciones relativas de unos y otros, de su distancia matua. Las interacciones son,
por tanto, invariantes frente a las transformaciones del sistema de coordenadas que deja una
figura tridimensional indistinguible de la que tenia antes de transformarlo. Son operaciones
de simetria espacial que dejan siempre un punto estatico. El conjunto de las operaciones
constituyen los grupos puntuales.

Esta seccién esta dedicada a la descripcién de las operaciones de simetria y a los convenios
de notacién.

3.1 Operaciones de simetria

3.1.1 Elementos de simetria

Estableceremos en primer lugar una clara distincién entre lo que es un elemento de stmetria
y las operaciones de simetria. Elementos de simetria son las entidades geométricas, tales
como lineas, planos, puntos, con respecto a las cuales pueden realizarse las operaciones de
simetria. Una figura en el espacio puede presentar como elementos de simetria

e Ejes propios.

e Planos.

e Centro de inversién.
e Ejes impropios.

Los ejes de giro son relativamente faciles de detectar en una figura geométrica. No es
muy dificil apreciar que las pirdmides de Egipto tienen un eje vertical de orden cuatro, un eje
cuaternario. Cada cuarto de vuelta de la figura alrededor del eje deja la figura indistinguible
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de la situacién anterior. Una cosa es el eje cuaternario y otra es el giro de 90° alrededor de
dicho eje.

Igualmente, una catedral gética tiene un plano de simetria izquierda derecha. La op-
eracién que consiste en llevar lo de aqui alld y viceversa de manera que se llegue a una
situacién indistinguible de la anterior es una reflexién especular a través de un plano de
simetria.

Los ejes propios dan lugar a operaciones que permiten transformar la figura sin necesidad
de descomponerla en sus piezas mas menudas. La reflexion especular, y el resto de las opera-
ciones que siguen, por el contrario, para llevarlas a cabo fisicamente requieren un despiece,
atomo a atomo, y una reconstruccién. Son todos elementos impropios y las operaciones a
que dan lugar se dicen, también, impropias.

Una figura tiene un centro de inversién si es posible llevar cada pieza en linea recta,
pasando por el centro de inversién, a una nueva posicién que dista lo mismo que antes del
centro de manera que la nueva figura reproduzca la anterior.

Los ejes llamados impropios son un poco maés dificiles de detectar en una figura tridi-
mensional. La siguiente grafica pretende ilustrarlos.

A

La transformacién que lleva de la figura de la izquierda a la de la derecha puede ser inter-
pretada como un giro de un cuarto de vuelta alrededor del eje vertical indicado, seguido de
una reflexién especular a través de un plano horizontal perpendicular al propio eje. Ni el
giro ni la reflexién son, per se, operaciones de simetria, aunque en otra figura mas simétrica,
no en el ejemplo, pudieran coincidir. Pero la secuencia de ambos si lo es. Como elemento
de simetria, el eje al que se suele hacer referencia es precisamente sobre el que inicia la
transformaciéon y que, en el ejemplo, es un eje vertical.

Alternativamente, esa misma operacién puede ser vista, como la estudian habitualmente
los cristalografos, como un giro también de un cuarto de vuelta alrededor del mismo eje
pero en sentido contrario al anterior, seguido de una inversién del conjunto. Ni el giro ni la
inversién, por separado, son operaciones de simetria pero uno seguido de la otra si es una
operacién de simetria.
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Ha de hacerse notar que, como consecuencia de las transformaciones impropias, es decir,
todas excepto los giros alrededor de los ejes propios, cambia la quiralidad de la figura.

La notacién de los distintos elementos de simetria sigue la misma pauta que las op-
eraciones que sobre ellos se pueden realizar. La siguiente tabla recoge las notaciones de
Schonflies, habitual en los trabajos de Quimica, y la de los cristalografos.

Elemento Schonflies Cristalografia
Ejes propios de orden n Cn n
Planos de simetria o 2
Centro de inversién i 1
Ejes impropios de orden n Sn n

En cada caso, el indice n marca el orden del eje. En el caso de los ejes propios indica que
son posibles las operaciones giro de angulo 27", en el caso de los ejes impropios indica que
las posibles operaciones de simetria se inician con un giro de ZT“ En esa tabla se ha hecho
notar que la inversién, en notacién de los cristalografos es la operacién impropia consistente
en la sucesion de un giro de 360° seguido de inversién. De ahi la notacién 1 mientras que en
notacién de Schonflies habria sido S;, es decir, un giro de 180° seguida de una reflexién en
un plano perpendicular al eje. Igualmente, la reflexién en un plano equivale a la secuencia
de girar 180° seguido de inversién, lo que justifica la notacién 2. El orden del elemento “eje

impropio” no coincide en ambos tipos de notaciones.

3.1.2 Operaciones

Aunque la notacién pueda ser confusa, debe hacerse una clara distincién entre el elemento
de simetria y las operaciones que sobre €l se pueden realizar. Sobre un centro de inversién
no hay mas operacién que la inversién; su cuadrado es la identidad. Igual ocurre con un
plano de simetria: la Gnica operacién es la reflexién. Tanto la inversién como la reflexién
son operaciones de orden dos: sus cuadrados respectivos son la identidad E.

Con un eje propio de orden n las posibilidades aumentan pues se pueden realizar las op-
eraciones: Cn, CTZI, C131, ceey CR*I. La operacién C]y coincide con la identidad. La primera
de esas operaciones no necesita llevar exponente unidad. Si n = 3 las operaciones son C3 y
C%, es decir, giros de 120° o de 240°, que también se suelen indicar como C3 y C; pues el
giro de +240° tiene el mismo efecto que el giro de -120°.

Con los ejes impropios ocurre algo similar. Si el orden es par, las operaciones posibles

son S, S2,---, S !; para valores pares de n, S = E. Si el orden del eje es impar, se
pueden realizar las operaciones S,,, SZ, --- , S2™ ! pues, en este caso, S2™ = E. La presencia

de un eje impropio implica la de otros elementos de simetria. Por ejemplo, las operaciones
que se pueden realizar sobre un eje Sg, es decir, Sg, Sé = Cs, Sg =i, St = C%, SZ, implican
la existencia de un eje propio ternario y de un centro de inversién.
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Para poder referenciar las distintas operaciones de simetria que se pueden llevar a cabo
sobre un sistema molecular ha de establecerse una serie de convenios respecto de los ejes
cartesianos de referencia.

e El origen se sittia en el centro de masas del sistema, de la molécula.
e Si hay un eje propio de simetria de alto orden, C,,, es el eje principal y es el eje z.

e Si hay varios ejes principales del mismo orden, €l eje z pasa por el mayor ntmero de
puntos notables, &tomos de una molécula. Si atn persiste la ambigiiedad, el eje z corta
al mayor ntimero de enlaces.

e En moléculas planas el eje x es perpendicular al plano molecular, a no ser que ya esté
asignado por alguno de lo apartados precedentes.

Siguiendo con los convenios aceptados, C,, es el eje principal de orden n.. Los ejes secundarios
de orden 2 son C, y C4. El primero pasa por un mayor nimero de puntos notables que el
segundo. La operaciones CK representan un giro de ZkT” alrededor del eje principal. El
sentido de giro debe ser especificado. El convenio establece que se toma como positivo el
sentido del giro de un sacacorchos que avanza en la direccién positiva del eje correspondiente.

Los planos de simetria también requieren establecer el correspondiente convenio. La
reflexién en un plano ecuatorial, horizontal, perpendicular al eje principal se etiqueta como
on. El resto de los planos contienen al eje principal y las operaciones correspondientes son
0y ¥ 04. Los primeros contienen a los ejes C, mientras que los segundos biseccionan el

angulo formado por los C).

3.2 Grupos

El conjunto de todas las operaciones de simetria que se pueden realizar sobre un objeto mate-
rial, una molécula, constituyen grupo, como ya se ha venido mencionando. La denominacién
de los grupos también esta sujeta a convenios.

e C,: Grupos que no tienen méas operaciones que las que se pueden realizar alrededor de
un eje C,,. Son grupos axiales. Son los mas sencillos, tienen n elementos, son ciclicos,
abelianos. Tienen un tnico generador C,,, C} = E. La ausencia de simetria, el grupo
que solo tiene la operacién identidad, E, puede considerarse incluido en este conjunto
con la denominacién Cj.

e S, Grupos generados por la aplicacién sucesiva de operaciones Sy, alrededor de un
eje de rotacién-reflexién de orden par 2n. Tienen un tnico generador Sy, S%Q = E.
El grupo S, es referenciado habitualmente como C; pues no tiene més operaciones que

la identidad y la inversién.

e Cp,: Grupos de operaciones que incluyen las rotaciones alrededor de un eje principal
de orden n y las reflexiones a través de n planos verticales o,,.

e Cnn: Ademas de las operaciones del grupo C,, presenta un plano de reflexién ecuatorial
onh, perpendicular al eje principal. El grupo Ci;, no tiene mas operaciones que la
identidad y la reflexién; su denominacién habitual es la de Cs.
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e D,: Grupos que, ademaés de las operaciones alrededor de un eje principal de orden n,
presentan ejes secundarios C, ortogonales al anterior. Se denominan grupos diedros.
Son los productos directos de los grupos C,, ® C,.

e D,n: Ademaéas de las operaciones del grupo D, presentan la reflexién en el plano
ecuatorial oy,.

e D, 4: Ademas de las operaciones del grupo D, presentan reflexiones a través de n
planos verticales 04.

El resto de los grupos que siguen corresponden a figuras geométricas muy simétricas, tienen
varios ejes principales del mismo orden. Las denominaciones son especificas para cada uno
de los grupos.

e T: Grupo de operaciones la rededor de cuatro ejes ternarios ademas de los giros alrede-
dor de ejes secundarios de orden 2. Son las puras rotaciones propias de un tetraedro
regular.

e Tq4: Incluye todas las operaciones de un tetraedro regular.
e Ty, Como el grupo T mas la inversién.

e O: Grupo de las rotaciones en un hexaedro o cubo; tiene tres ejes cuaternarios per-
pendiculares entre si.

e Op: Incluye todas las operaciones de simetria de un cubo. Como el grupo O incluyendo
ademas las operaciones impropias, la operacién inversién y todas las que resultan de
combinar esta con las rotaciones.

e I: Grupo de las rotaciones de un icosaedro.
e [ Grupo de todas las operaciones, propias e impropias, del icosaedro.

Los grupos que siguen no son finitos, tienen un nimero infinito de operaciones de simetria.
Son grupos continuos, cada operacién se puede etiquetar mediante variables continuas. Se
incluyen en esta relacién por ser generalizaciones de los anteriores cuando los ejes son con-
tinuos o n = oo.

e Cy: Simetria cilindrica. Grupo de las rotaciones alrededor de un eje continuo.

e Con: Grupo de las rotaciones alrededor de un eje continuo y ademas la reflexién a
través de un plano ecuatorial oy.

e Cyv: Grupo de las operaciones de C,, més las reflexiones a través de infinitos planos
verticales que contienen al eje principal.

e Dy Como Cy, incluyendo ademas la reflexion a través del plano ecuatorial y, por
tanto, la inversién.

. O;r: Grupo de las rotaciones propias en una esfera.

e Oj3: Grupo de todas las operaciones de simetria de una esfera.
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El grupo O3, o también O(3), es isomorfo al grupo de todas las matrices ortogonales, de
dimensiones 3 X 3, con el producto matricial como ley de combinacién interna entre elementos
del grupo. Matrices ortogonales en el campo real son aquellas cuya transpuesta coincide con
su inversa. El determinante de tales matrices puede ser £1. El subgrupo O3 = SO(3)
engloba tan solo las matrices con determinante +1.

Los grupos Cev ¥ Coo, con la notacién alternativa de O(2) y SO(2), son los subgrupos
de los anteriores pero en dos dimensiones. El grupo Cy. es isomorfo al de las matrices
reales ortogonales, de dimensiones 2 x 2 condeterminante +1, mientras que el grupo C, es
isomorfo al subgrupo del anterior que tan solo contiene las matrices con determinante +1.

Un grupo, G, que contiene a la vez operaciones propias e impropias es la reunién de unas
y otras operaciones G = {H, M}. La identidad esti en el conjunto, H, de las operaciones
propias. Puesto que el producto de dos operaciones propias ha de ser otra operacién propia, el
conjunto H es un grupo, subgrupo de G. Ademas, el producto de dos operaciones impropias
también ha de ser una operacién propia y el producto de una propia por otra impropia ha
de ser impropia. El subgrupo de las operaciones propias es, por tanto, un subgrupo normal
o invariante de G.

Como el producto de todas las operaciones de G por uno de sus elementos genera los
mismos elementos en otro orden, el grupo G se puede considerar como la reunién de H con
RH, G = {H, RH}, siempre que R sea una de las operaciones impropias. Esa operacién
R puede ser considerada uno de los generadores del grupo pues su producto con todos
los elementos de H ha generado la totalidad de las operaciones impropias. Si el grupo G
contiene la operacién inversién, esa es una adecuada operacién impropia y se escribe que
G = {H, iH}. Si el grupo G no contiene la inversién entonces el grupo G’ = {H, (iR)H} es
un grupo de operaciones propias todas ellas, isomorfo al grupo G. Todos los grupos finitos
que contienen tanto operaciones propias como impropias son isomorfos a otro grupo en que
todas las operaciones son propias.

Una manera de construir grupos que contengan operaciones impropias, pero no la imver-
sién, consiste en analizar qué grupos G’ con todas las operaciones propias continenen un
subgrupo H de indice 2, cuyo orden sea la mitad del orden del grupo. El grupo construido
en la forma G = {H, i(G’\H)}, donde el conjunto G’\H contiene todos los elementos de G’
no contenidos en H, es un grupo isomorfo a G’ con operaciones propias e impropias.

A medida que se ha ido ampliando la relacién de los grupos puntuales de interés en el
estudio de sistemas atémicos o moleculares, ha aumentado el ntiimero de operaciones que
cada grupo contiene. Se ha mencionado que unos grupos son como otro anterior de orden
inferior, incluyendo ademas ciertas operaciones adicionales. Es decir que, a partir de un
grupo, se obtiene un supergrupo, del cual el primero es un subgrupo. Es decir, hay toda
una jerarquia de grupos en la relacién precedente. El supergrupo de todos ellos es el grupo
de todas las transformaciones de simetria de la esfera, el grupo O(3). Todos los demés son
subgrupos de éste.

Una de las maneras de generar un supergrupo de otro dado, al incluir operaciones adi-
cionales, es mediante el producto directo de grupos. La siguiente relacién no pretende ser
completa.

0(3) = SO3)® C;
Dooh = Coov ® Ci
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Coh= Couw ®C4

On=08C;
Th=TC
Ta=T®Cs
Dhn=Ch®C,
si n es par Chn=Ca®C

Dnn= Dn®C;
Dna= Dn®Cs
si n es impar Son=C®Cy
Chn= CL®Cs
Dnh = D ® Cs
Dna = Dn®C;

Vista la manera en que se pueden generar supergrupos a partir de grupos de menor
orden, no es extraflo que hayan isomorfismos, es decir, grupos con la misma estructura de
sus correspondientes tablas de multiplicar. Dicho de otra manera, hay una correspondencia
elemento a elemento entre los de uno de los grupos y los del otro. Son isomorfos los grupos
C2, Cs y C; que no tienen méas que dos operaciones. Otros isomorfismos se encuentran entre
los siguientes grupos (se ha usado el simbolo < para indicar esta relacién):

O Tq
Dy > Cry
Don < Dng
Dnn > Dna (n impar)
Cnh > Con > Son (n impar)

Dz > CZh

3.3 Clases

Las operaciones de simetria de un grupo se agrupan en clases de equivalencia por el criterio
de que los elementos R y S estdn en la misma clase si hay en el mismo grupo otra operacién
T tal que TRT™! = S. Cada operacién ha de estar en alguna clase y nunca en mas de
una. Hay operaciones que, si estan presentes en el grupo, forman una clase por si mismas.
La identidad E, siempre presente, es una de ellas. Otras son la inversién i y la reflexién
especular en un plano ecuatorial oy,.

El resto de las operaciones suelen agruparse por tipos: los giros alrededor del eje principal
entre ellos, las reflexiones o, y 04 en clases distintas, las operaciones rotacién-reflexién S,
independientes de las anteriores, etc. En un grupo abeliano, conmutativo, cada operacién
constituye una clase.

Las operaciones inversas de las que estan contenidas en una clase constituyen otra clase
de equivalencia. Si ambas clases de equivalencia coinciden, se dice que se trata de una
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clase autoinversa. Los giros de 180°, las reflexiones especulares y la inversién son siempre
operaciones autoinversas.

El ntimero de clases de equivalencia crece con la complejidad del grupo. Los grupos
isomorfos Cg, C; y Cji, que no tienen més que dos operaciones autoinversas, tienen dos clase
de equivalencia.

Los grupos abelianos, Cy,, Sy, con un solo generador del grupo tienen tantas clases de
equivalencia como el orden del grupo.

3.4 Un ejemplo

Las definiciones y relaciones vistas hasta aqui acerca de los grupos puntuales se pueden
ilustrar con un ejemplo.

Sea un triangulo plano equilatero. Posee un eje ternario de simetria perpendicular al
plano sobre el que se pueden realizar la operaciones C;r y C5. Posee ademaés tres planos
de simetria especular que por contener al eje de simetria son planos verticales o, y que
identificaremos como 04, 0 ¥ oc. El grupo de operaciones se denomina, por tanto, Cs,,.
Estas graficas corresponden a la identidad y a los dos giros de 180°, C5 y C3.

Las reflexiones son operaciones impropias: no se pueden realizar fisicamente sin descomponer
el tridngulo o sin sacarlo del plano en que se encuentra.

Esas tres situaciones corresponden al resultado de haber realizado sobre la gréafica original
respectivamente las reflexiones o5, 0 ¥y 0c.

De esas graficas es facil deducir, por aplicacién sucesiva de dos de esas transformaciones,
que los productos oA - C;r = 0B Y C;r - 0ao = Oc no son conmutativos. La tabla de
multiplicar del grupo, detallada en la tabla 3.1, indica que es un grupo isomorfo al grupo
etiquetado anteriormente como grupo de permutaciones de tres objetos S3. El orden del
grupo es seis, g = |G| = 6.

El grupo tiene dos generadores, uno de los giros ternarios y una reflexién. Las relaciones
definitorias (C;)3 =E o4 =FE (oaC]) = E

La clasificacién de todos los elementos del grupo indica que la operacién identidad con-
stituye una clase independiente, los giros ternarios otra y las reflexiones una tercera.

CsvIE 2C3 30y,lg =6
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Table 3.1: Tabla de multiplicar del grupo Cs,,.

Csw| E C§ C3 oa o oc

E E C3 C3 oa o0 ocC
C; |C3 C3 E oc oA OB
C; |C; E C; o oc oOa
oA |oa o oc E C3 C3
op | op oc oa C; E CI

ocC oc oA 0B C3 C; E

Hay, por tanto, tres clases de equivalencia, todas ellas son clases autoinversas, es decir, la
operacién inversa de cada una de ellas esti contenida en la misma clase.

Los subgrupos impropios son el mismo grupo y el trivial que no contiene méas que la
operacién identidad. Este grupo tiene como claro subgrupo propio el de las puras rotaciones,
el de las operaciones propias, las que se pueden llevar a cabo fisicamente sin descomponer
el objeto en piezas, C3 : { E, C3+, C3} que es ciclico y abeliano. Es un subgrupo normal
o invariante de indice dos pues contiene clases completas del grupo de partida. Si nos
fijamos en la operacién C; y analizamos qué operaciones conmutan con ésta, encontramos
que son ella misma, la identidad y el otro giro ternario C5. En total tres operaciones. Es
el centralizador de C en el grupo Cs,. El subgrupo ciclico coincide con el centralizador
de uno de los giros. El indice de esta subgrupo, cociente entre el orden del grupo Cs, y el
orden de esta subgrupo, es dos. La clase de equivalencia de los giros tiene, en consecuencai,
dos operaciones.

También es subgrupo de éste el grupo C; que no contien més que la identidad y una
reflexién a través de un plano que contiene al eje de simetria. Este no es un subgrupo
normal pues no contiene las tres operaciones reflexién que estaban en la misma clase. El
centralizador de una reflexién contiene la identidad y la propia reflexién. Consta, por tanto,
de dos elementos. Su indice en G es tres. La clase de equivalencia de las reflexiones contiene
tres elementos.

Los 6rdenes de los subgrupos son los divisores del orden del grupo origen que en este caso
es seis. No puede afirmarse que el grupo Cs,, sea el producto directo de esos dos subgrupos,
C3 y Cs, pues incumple una de las condiciones, que el producto de los elementos de uno
y otro subgrupos sea conmutativo. Por lo mismo, tampoco los dos subgrupos mencionados
son normales o invariantes.

La afirmacién de que todos los grupos con operaciones propias e impropias son isomorfos
a algtn otro grupo en el que todas las operaciones sean propias puede ser ilustrado con este
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mismo grupo Csz, aplicado a una pirdmide triangular regular. Posee operaciones propias,
la identidad y los giros, y operaciones impropias, las reflexiones. Las operaciones propias
constituyen el subgrupo normal C3. De acuerdo con lo que se dice en la pagina 26, el
grupo Cs, es la reunién de las operaciones C3, = {C3, 0AC3}. A su vez, es isomorfo al
grupo generado reemplazando las reflexiones por las trasnformaciones ioa C3. Al aplicar
sucesivamente las operaciones 0 y la inversién i a una de las posiciones del prisma, se
obtiene la secuencia

¢

cuyo resultado final es el de un giro C,. Lo mismo se puede hacer con las otras operaciones
de C3 obteniendo los tres giros C,. El grupo C3, es isomorfo al grupo D3 que no continen
mas que operaciones propias.

3.5 Ejercicios
Problema 3.5.1 ;A qué se denominan “operactones propias de sitmetria”?

Problema 3.5.2 Los cristalografos prefieren tratar de los ejes de rotacién-inversion n
en lugar de la rotacién-reflexion S, para clasificar los cristales. Establecer las corre-
spondencias.

Problema 3.5.3 ;Cudl es el convenio para distinguir las operaciones oy, y 0q?
Problema 3.5.4 ;Cudl es el orden de los siguientes grupos: Cy, Ca0, Dao, S40?

Problema 3.5.5 ;Qué condicién se ha de cumplir para afirmar que dos grupos de
operaciones de simetria son isomorfos?

Problema 3.5.6 ;A qué equivalen las operaciones Sé yo,'?
Problema 3.5.7 ;A qué equivale el producto de operactones iS¢ ?

Problema 3.5.8 ;A qué equivalen los siguientes productos de operaciones: o Cg Cg Cg,
CZiyiS2?
Problema 3.5.9 ;Qué elementos contiene y como se denomina el grupo generado por

la operacién Sz ?

Problema 3.5.10 ;Qué elementos contiene y codmo se denomina el grupo generado
por la operacion Sy ? ;Cdmo se denomina el grupo?

Problema 3.5.11 ;Qué elementos contiene y codmo se denomina el grupo generado
por la operacion Sg? ;Cdmo se denomina el grupo?

Problema 3.5.12 ;Cudles son los generadores del grupo S3 y sus relaciones definito-
rias? ;Qué elementos contiene?
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Problema 3.5.13 ;Cudles son los generadores del grupo Cy4, y sus relaciones defini-
torias? ;Qué elementos contiene?

Problema 3.5.14 Las siguientes operaciones de simetria
E, Se, S, SE, S¢, S, C3, C3, 1
¢ constituyen grupo?
Problema 3.5.15 Las siguientes operaciones de simetria
E, Se, S&, S, S¢, C3, 1, S2

¢ constituyen grupo? St no constituyen grupo, quitar los que sobran o anadir el nimero
minimo de los que faltan hasta completar el grupo.

Problema 3.5.16 ;Cudl es la denominacidn del grupo generado por la operacion Sy
cuando n es impar?

Problema 3.5.17 ;Cdmo se denomina el grupo generado por Ss y C,? ;Contiene la
opeacién inversion? ;Y la on ?

Problema 3.5.18 ;Cdmo se denomina el grupo generado por Ss y C,? ;Contiene la
opeacién inversion? ;Y la on ?

Problema 3.5.19 Construir la tabla de multiplicar de las operaciones del grupo Doy, .
Problema 3.5.20 Construir la tabla de multiplicar de las operaciones del grupo Cs.,.

Problema 3.5.21 ;Para qué valores de n, la presencia de un eje S,, tmplica la ezxis-
tencia de un plano de stmetria? ;Para qué valores la de un centro de inversién?

Problema 3.5.22 ;Cudndo se dice que dos grupos de operaciones de simetria son
isomorfos?

Problema 3.5.23 ;Qué otra simbologia se usa para indicar los grupos Cin, Ciy, Dy,
Din, Dia ?

Problema 3.5.24 Comprobar que, st un grupo contiene un cierto elemento S tal que
S2 = Ch donde p y n no tienen factores comunes, también habrd en el mismo grupo
otro elemento R tal que R> = Cy.

Problema 3.5.25 De los grupos D4 que incluyen operaciones de simetria Sy, ;cudles
contienen la operacién inversion?

Problema 3.5.26 Anotar alguno de los subgrupos de D34 y alguno de los supergrupos
de C4.

Problema 3.5.27 Indicar todos los subgrupos de Dsq tndicando cudles de ellos son
invartantes.
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Problema 3.5.28 ;Qué grupos se obtienen anadiendo a cada uno de los siguientes

C3 C3V C5V 53 Td C3
grupos la operacion de stmetria indicada?

i i Oh i i 86

Problema 3.5.29 El PbTiOj3 cristaliza en una red cibica en la que los dtomos de Ti
estdn en el centro del cubo, los de Pb en los vértices y los de O en el centro de cada
cara. ;Cudl es el grupo puntual de la celda elemental? ;Cudl es la stmetria local en
las posiciones de los dtomos de Ti, de Pb y de O?

Problema 3.5.30 ;Qué son clases conjugadas de operaciones de simetria?

Problema 3.5.31 Construir, para le grupo Ca,, los productos de varias clases y expre-
sarlos como reunion de clases completas.

Problema 3.5.32 ;Cudles pueden ser los grupos de operaciones de stmetria en molécu-
las épticamente activas?

Problema 3.5.33
Problema 3.5.34
Problema 3.5.35
Problema 3.5.36
Problema 3.5.37

Problema 3.5.38




Capitulo

Representaciones

Puesto que la utilidad quimica de la Teoria de Grupos estd orientada a analizar cémo se
transfoman las funciones que describen una situacién fisica concreta de un sistema (en lo
que aqui se estd tratando sistema atémico-molecular), es precisamente de este apartado de
donde saldran la mayor parte de las aplicaciones.

Una representacién, I', de un grupo no es sino una coleccién de matrices cuadradas, no
singulares, de manera que a cada elemento del grupo se le asocia una de las matrices. Hay
tantas matrices como operaciones hay en el grupo. La tinica condicién impuesta es que las
matrices cumplan que su producto matricial satisfaga la misma tabla de multiplicar que la
de los elementos del grupo.

Esa relacién operacion del grupo-matriz cuadrada es, en general, un homomorfismo y
no un isomorfismo. Es decir, una misma matriz puede estar asociada a varias operaciones
del grupo. Si la correspondencia es isomoérfica y no homombérfica, es decir, distintas matrices
estdn asociadas a distintas operaciones, la representacién se dice ezacta (faithful). En caso
contrario, la representacién sera inezacta (unfaithful).

En todo homomorfismo varios elementos de un conjunto estan en correspondencia con el
mismo elemento del otro conjunto. El conjunto de los elementos del Grupo G que se asocian
a la identidad se conoce como el nicleo (kernel) del homomorfismo.

Si las matrices han de satisfacer la misma tabla de multiplicar que las operaciones del
grupo, la operacién identidad estara siempre representada por la matriz unidad de las di-
mensiones pertinentes. Dos operaciones, inversas la una de la otra, estaran representadas
por sendas matrices inversas la una de la otra. Este requisito limita las propiedades de las
matrices representacién: han de ser no singulares, su determinante no puede ser nulo, la
matriz inversa de una dada debe existir y estar contenida entre las de la representacién.

Si un conjunto de matrices cumple la tabla de multiplicar del grupo, es decir, forma
una representacién del mismo, las matrices cuyos elementos son los complejos conjugados de
las anteriores, también satisfaran la misma tabla de multiplicar y, por ende, seran también
representaciéon del grupo.

El ejemplo trivial de representacién es el conjunto de matrices de una sola fila y una
sola columna, cuyo 1nico elemento es la unidad. El producto de dichas matrices cumple
cualquier tabla de multiplicar que podamos imaginar pues (1) - (1) = (1) Por tanto, esa

33
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representacion trivial esta presente en todos los grupos.

Otra representacién también presente en todos los grupos es la representacién regular
que hace uso de la propia tabla de multiplicar para generar las matrices. Utilicemos como
ejemplo la tabla de multiplicar del grupo S; detallada anteriormente.

S3|E R S T U V

E|E R § T U V

ufu v T S E R

viv T U R § E

Tomamos un elemento como referencia, por ejemplo T, y construimos todos los productos
de los elementos del grupo por T. La tabla de multiplicar del elemento T se puede expresar
mediante el producto matricial

0O 0 0 0 0 1
T"/ TR TS TT WU TV) ={E R S T U V

o1 0 0 0 O

o 0 1 0 0 O

La operacién resultante del producto puede expresarse como una combinacién lineal de las
mismas operaciones. La matriz no tiene méas que un elemento unidad en cada fila y columna.
Esa matriz estd asociada a la operacién T.

o 0 0 1 0 O

0O 0 0 0 1 O
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Siguiendo el mismo procedimiento se puede obtener la matriz representacién de la operacién

V:
0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 O

Si ha de ser una representacién matricial del grupo, ha de cumplirse que
D(T)-D(V) = D(TV) = D(S)

La sencilla comprobacién

00 0 1 0 O 0 0 0 0 0 1 o1 0 0 0 O
00 0 0 1T O o0 0 1 0 O 0O 0 1 0 0 O
0 0 0 0 0 1 0O 0 0 0 1T O 1 0 0 0 0 O
1.0 0 0 0 O o1 0 0 0 O 0 0 0 0 0 1
o1 0 0 0 O 0o 0 1 0 0 O o0 0 1 0 O
0o 0 1 0 0 O 1.0 0 0 0 O 0O 0 0 0 1 ©

confirma que esas matrices cumplen la misma tabla de multiplicar que las operaciones del
grupo. La matriz asociada a la identidad tiene todos los elementos unidad sobre la diagonal
principal. En el resto de las matrices no hay mas que ceros a lo largo dela diagonal principal.
El conjunto de las matrices asociadas a cada una de las operaciones cumple la tabla de
multiplicar del grupo y, por tanto, constituye su representacién natural o regular. Las
dimensiones de las matrices coinciden con el orden del grupo. El conjunto de las matrices
constituye un isomorfismo del grupo. Es una representacién exacta (faithful).

Las matrices de la representacién regular forman un grupo cuya ley de combinacién
interna es el producto matricial ordinario. Es isomorfo al grupo G al que representan.

Otra manera de generar representaciones matriciales del grupo consiste en utilizar las
tres coordenadas de posicién de un punto en el espacio tridimensional.
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Es facil comprobar que las matrices D(R), asociadas a las operaciones R del grupo, cumplen
la relacién del producto de operaciones. Si V = RT,

D(V) = D(RT) = D(R)-D(T)

por lo que el conjunto de matrices {D(R) | VR € G} constituye una representacién matricial
del grupo con matrices de dimensiones 3 x 3. Hsta representacién matricial del grupo se
conoce como su representacién natural.

Una manera mas general de generar representaciones del grupo consiste en disponer de
un espacio lineal de funciones, estable bajo las operaciones del grupo. Esto quiere decir
que las transformadas por las operaciones del grupo, de cualquier funcién contenida en dicho
espacio lineal, sigue estando en el mismo espacio lineal y, en consecuencia, puede ser escrita
como combinacién lineal de una base de dicho espacio. Sea un espacio lineal de funciones
de dimensién n y un conjunto de n funciones linealmente independientes, {f;, f2, -+, fn}
base de dicho espacio. Cualquier funcién h que esté contenida en dicho espacio se escribe

n
h = Z fiCi
i=1

como combinacién lineal de las de base. Para analizar cémo se transforman bajo las opera-
ciones del grupo las funciones contenidas en ese espacio, basta analizar el comportamiento
de las que constituyen la base.

Orfy = ) fiDy(R) Vj=1,--,n (4.1)
i=1

La matriz de nimeros estd asociada a la operacién R, al espacio lineal de funciones que ha
servido para su generacién y a la base de funciones {f;} en ese espacio. El conjunto de las
matrices asociadas a todas las operaciones constituye la representacién matricial I' del grupo
G.

' ={D(R)|VRE G} (4.2)

Puesto que la tnica condicién impuesta para formar una representacién es el cumplim-
iento de la tabla de multiplicar del grupo, dada una representacién I', es facil encontrar otras
representaciones, relacionadas con ésta. Por ejemplo, el conjunto de matrices cuyos elemen-
tos son los complejo-conjugados de los elementos de las matrices de esta representacién,
también constituyen representacién del mismo grupo

™ = (D(R)*|VR€ G} (4.3)

pues
D(R)*D(S)* = D(RS)*

la conjugacién compleja no altera el orden de los factores. No ocurre lo mismo con las
matrices transpuestas pues el producto

D(R)"D(S)T = D(SR)T

exige invertir el orden y, salvo que el grupo sea conmutativo, no se cumple la tabla de
multiplicar del grupo. El mismo argumento puede darse para las matrices inversas.
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Distintas representaciones estdn vinculadas a distintos espacios lineales de funciones. En
este caso se trata de una representacién construida en un espacio lineal de dimensién m
con funciones de base gy, k = 1,2,---m. Las matrices representacién son de dimensiones
m x m.

m
ORQLZZQkaL(R) Vi=1,---ym
k=1

La notacién '™ con matrices D(®)(R), sirve para distinguir, por el superindice p, una
representacién de otra.

Asi pues, una representaciéon matricial esta generada por un espacio lineal de funciones.
Las funciones base del espacio lineal se dice que son la base de la representacion.

Pero, dentro del mismo espacio lineal de funciones, de dimensién n, puede haber una
infinidad de distintas bases, conjuntos de n funciones linealmente independientes. Se trans-
forma una base en otra mediante una simple transformacién lineal.

b =) fi A

=1

La matriz cuyos elementos son Ay; ha de tener determinante no nulo, es decir, ha de ser no
singular para que los dos conjuntos de funciones sean linealmente independientes. En esas
condiciones la transformacién inversa

fi=> & (A1),
1=1

existe.

Cada conjunto de funciones de base da lugar a una nueva representacién. Las repre-
sentaciones que tienen su origen en distintos conjuntos de base del mismo espacio lineal se
dicen equivalentes, reservando la denominacién de distintas para las que tienen su origen
en distintos espacios lineales de funciones. Las matrices de dos representaciones equivalentes
estan relacionadas mediante una transformacién de semejanza, la del cambio de base.

™M=

Or ¢x = b1 D (R, ) (4.4)

,_.
Il
-

I
™M=

(Orf;) Ajc = ) fiDy(R, ) Ak
1 ij

(o] Z (Aq)u Dy;(R, ) Ajx

1 1j

-
Il

I
hE

._.
Il

Por la independencia de las funciones de base es facil deducir

n

Dw(R,¢) = > (A "), Dy(R ) A

ij=1

e igualmente se deduce que las matrices que tienen como base las funciones f se pueden
obtener a partir de las que tienen como base las ¢.
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La relacién que liga unas representaciones con otras por transformaciones de semejanza
es una relacién de equivalencia pues cumple las condiciones de ser reflexiva, simétrica y
transitiva, como la relacién que ha permitido agrupar los elementos del grupo en clases de
operaciones. Cada espacio lineal de funciones da lugar a una sola representacién distinta
aunque puede presentarse en multiples formas equivalentes por cambio de base. En el re-
cuento de representaciones distintas, todas las ligadas por transformaciones de semejanza
cuentan como una sola.

Pero si nos fijamos en la opcién concreta de una base particular, las relaciones precedentes,
ecuacién (4.4), nos proporcionan una informacién mucho mas rica pues nos indican que la
primera funcién, k = 1, forma base de la primera columna de la representacién matricial,
la segunda funcién ¢, forma base de la segunda columna e igualmente las demas funciones
Pr.

La representacién regular mencionada anteriormente hace uso de la propia tabla de mul-
tiplicar del grupo. Es una representacién generada por el digebra sobre el grupo. El dlgebra
sobre el grupo estd formada por todas las operaciones que pueden ponerse en la forma de

una combinacién lineal de las operaciones del grupo: ) cgrR.
ReG
El conjunto de los elementos situados en la misma posicién en todas las matrices de una

representacion,
DI*(R) VReG

i
constituye el vector representacién ij de la representacién p-ésima. Consta de tantos datos

numéricos como el orden del grupo. Una representacién matricial, con matrices de dimen-

2

. vectores representacién.

siones n,, X n,, contiene n

4.1 Representaciones unitarias

Todas las representaciones matriciales son equivalentes, por cambio de base, a un conjunto
de matrices unitarias. Matrices unitarias son aquellas cuyo inverso coincide con la matriz
conjugada y transpuesta de la matriz original.

U = uf

Basta para ello transformar la base a un conjunto de funciones ortonormales'. Hay multiples
maneras de transformar linealmente un conjunto de funciones a otro conjunto ortonormal.
El conjunto de n funciones ortonormales no es tinico y, en consecuencia, hay una infinidad
de representaciones matriciales, todas ellas equivalentes, donde las matrices asociadas a cada
una de las operaciones del grupo son matrices unitarias. En una base ortonormal, las matrices
representacién

D(R,¢)"" = D(R,¢)!  VReG

son matrices unitarias.

1Para que las funciones de base de un espacio lineal sean ortonormales se requiere que en ese espacio esté
definido un producto interno, un procedimiento de asignar a cada pareja ordenada de funciones del espacio
un escalar, en general del campo complejo, (fi|fj) = aij, con la condicién de que, al invertir el orden de las
funciones, se obtenga el complejo-conjugado, (fj[fi) = (fi[fj)*.
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|:| En lo que sigue, al tratar de representaciones del grupo, se entenderd
que se refiere precisamente a representaciones con matrices unitarias.

Las operaciones contempladas en los grupos puntuales son isometrias, que preservan las
distancias. Son, por tanto, transformaciones unitarias que preservan las normas.

(Or ¢ilOr di) = (dildi) = 1

Parece natural que se puedan representar mediante matrices unitarias.
De una representacién unitaria a otra se pasa, como en cualquier otro caso, mediante un
cambio de base
n n
Di(R,¢) = Y (A7) Dy(R@)Ajk = ) A} Dy(R, @) Aje

1j=1 ij=1

La matriz de cambio de base, A, ademas de tener determinante distinto de cero, es una
matriz también unitaria. Las transformaciones de semejanza mediante matrices unitarias,
transfomaciones unitarias, preservan la unitariedad de la matriz que se transforma.
Matrices cuadradas relacionadas por una transformacién unitaria, como las representa-
ciones de una misma operacién R en dos bases distintas, tienen muchas cosas en comin:

e Los coeficientes del polinomio caracteristico:

P.(A) = det|D(R) — 1]

n
e La traza, suma de los elementos situados a lo largo de la diagonal principal, >_ Dji(R).
i=1
Coincide, salvo por el signo cuando n es par, con el coeficiente del término en A"~ en el
polinomio caracteristico. Se denomina cardcter de una operacién en una representacién
y tiene una especial relevancia en las aplicaciones por lo que serd tratada en detalle

maés adelante.

e El determinante. Por ser matrices unitarias, ese determinante no puede tomar otros
valores que no sean +1: positivo para las operaciones que anteriormente se han de-
nominado como proptas y negativo para las impropias. También esta contemplado en
el polinomio caracteristico pues coincide con su término independiente.

e Los valores propios. Al tratarse de matrices unitarias los autovalores son, en general,
nameros complejos de médulo unidad.

Dado que el determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los de-
terminantes de cada uno de los factores, los determinantes de las matrices representacién
constituyen, por si mismos, otra representacién matricial, en este caso con matrices de di-
mensiones 1 x 1, las operaciones propias representadas por la matriz (1) y las impropias por
(—1). De aqui se puede deducir un procedimiento sencillo de encontrar un subgrupo normal
o invariante de otro. Segtn se vid en la pagina 26, un grupo G que tiene operaciones propias e
impropias es isomorfo a otro G’ que no contiene mas que operaciones propias. Ambos tienen
las mismas representaciones por lo que la mera observacién de las matrices representacién
de dimensién unidad, en el grupo que no contiene méas que operaciones propias, G, permite
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identificar subgrupos invariantes de indice 2, es decir, con la mitad de los elementos. Son
los elementos cuya matriz representacién es (1). Los elementos del subgrupo estan asocia-
dos a operaciones propias en G y el resto, aquellos cuya matriz representacién es (—1), a
operaciones impropias en G.

Puesto que la transformacién unitaria que lleva de una base de representacién a otra
D(R,¢) = AT-D(R,$)- A

es del mismo tipo que la tranformacién que sirve para clasificar los elementos de un grupo
en clases de conjugacién,

D(R, @) = D(T,9)-D(S,¢)-D (T, 9)

(R y S son elementos conjugados por T), todas esas cantidades invariantes toman valores
comunes para todas las representaciones equivalentes y para todos los elementos de la misma
clase. Se dice que son funcidn de clase. De todos ellos, las trazas jugaran un papel relevante,
con la denominacién de caracteres, en las aplicaciones fisicas de la Teoria de Grupos.

Ty
MR = Y DR
i=1

En esa expresién, ha desaparecido la referencia explicita a la base de representacién, pues
es independiente de ella, pero se ha indicado que se trata de la representacién p-ésima con
matrices de dimensién n,,.

Las matrices representacién cumplen la tabla de multiplicar del grupo. La matriz repre-
sentacién de la operacién identidad es, en cualquiera de sus formas equivalentes, una matriz
identidad o unidad de las dimensiones del espacio lineal que ha servido para construir la
representacién.

La matriz asociada la operacién inversa de una dada, en una representacién cualquiera de
dimensién n, D (R‘1) = D(R)™' es su matriz inversa y, como se trata de matrices unitarias,

Dy(R") = (DR) )., = (DR

Y

= D;i(R)

Y

la matriz complejo-conjugada de su transpuesta. Si ahora se suman los elementos diagonales
para calcular las trazas,

) DuR') =) DilR)
i1 -

se deduce que el caracter de una operacién y el de su inversa son complejos conjugados el
uno del otro.

Como las operaciones inversas de las que forman una clase de equivalencia también forman
clase, el caracter de una clase es complejo conjugado del caracter de la clase inversa. En
representaciones unitarias, los caracteres asociados a clases autoinversas son niimeros reales.
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4.2 Representaciones irreducibles

Una transformacién unitaria cambia la base de representacién y transforma una repre-
sentacién matricial de un grupo en otra equivalente. Si es posible, mediante un cambio
de base, transformar las matrices representacién de un grupo de manera que todas y cada
una de las matrices representacién tengan la forma

en que los tnicos elementos distintos de cero se encuentran en bloques a lo largo de la
diagonal principal, entonces se dice que la representacién es reducible. Si tal transformacién
no es posible, se dice que la representacién es irreducible.

El producto de dos matrices que tengan esa estructura sigue conservando esa misma
forma. Un bloque diagonal del producto es resultado del producto de los bloques homélogos
de los factores.

BEso quiere decir que el conjunto de los primeros bloques, para todas las operaciones del
grupo constituye por si mismo e independientemente del resto una representacién matricial
del grupo. Igualmente se puede decir para los segundos bloques y para el resto de los bloques
diagonales.

Desde el punto de vista de las funciones de base, la base que ha generado una repre-
sentacidén con esa estructura en bloques diagonales, se separa en subconjuntos, cada uno de
los cuales es base de un subespacio lineal independiente, estable bajo las operaciones del
grupo. Cada subespacio da lugar a uno de los bloques diagonales. La dimensién total del
espacio de funciones no ha variado, simplemente se ha redistribuido, de manera que

n=mn +ny+--

la dimensién total es la suma de las dimensiones de cada subespacio. Cualquier repre-
sentacién matricial de dimensién unidad es necesariamente irreducible.

Como resultado, una representacién reducible se descompone en una reunién de otras de
inferior dimensién y, si el proceso continda, en una suma de representaciones irreducibles.
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La descomposicién de I'*) se representa por
rw) — plen) o r(n2) @

donde el simbolo & indica que no es una suma simple de ntimeros sino el resultado de la
reunién de los subespacios lineales asociados a cada bloque diagonal. Puesto que puede
haber bloques repetidos, una forma més general de expresar esa suma es

riw) — Z a; i)
ei

donde el coeficiente a; da cuenta de las repeticiones, es un ntmero real, entero y no negativo,
y la suma se extiende a representaciones distintas, no equivalentes.

En la descomposicién hay una cantidad que se conserva: la traza de la matriz o cardcter
de la operacién R en la representacion p-ésima. Es uno de los invariantes en toda transfor-
macidén unitaria.

XWR) =Y aix™(R) (4.5)

El caracter es suma de los caracteres de las representaciones de 6rdenes inferiores en que
se descompone una representacién reducible. Esta suma no necesita una notacién especial
pues se trata de una sencilla suma de nimeros.

El proceso que nos ha llevado a analizar una representacién reducible como “suma” de
las irreducibles puede llevarse a efecto al revés, componiendo una reducible como reunién de
irreducibles construyendo, para todas las operaciones R del grupo, las matrices

VReG

y llevando mediante una transformacién de semejanza a otra representacién equivalente a
esta. Pero de esa forma no tenemos ninguna informacién adicional acerca de las estructura
del grupo.

Las propiedades de un grupo y sus aplicaciones se manifiestan a través de las representa-
ciones irreducibles. Por ejemplo, puede afirmarse que, si una funcién f(¥) forma base de una
representacién irreducible (1), la integral [ f(¥) d¥, extendida a todos los posibles valores de

la variable, se anula siempre que la suma Y x(*)(R) valga cero. Los estados propios de un
ReG
operador de Hamilton en Mecénica Cuéntica forman base de una representacién irreducible

cuya dimensién coincide con la degeneracién del nivel energético.

Pero es dificil adivinar, por el mero aspecto de las matrices, si la representacién es
reducible o irreducible a no ser que ya esté en una base en que las matrices tienen la forma
diagonal por bloques. Tampoco es facil recurrir a todas las posibles transformaciones de
cambio de base hasta comprobar si es factible que en alguna base las matrices tengan la forma
diagonal por bloques. Pero las representaciones irreducibles tienen una serie de propiedades
que facilitan la tarea. Las propiedades de las representaciones irreducibles merecen un
estudio detallado.
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4.3 Producto directo de representaciones

El producto directo, producto Kronecker, o producto externo de dos representaciones es una
manera de construir representaciones matriciales de las operaciones del grupo a partir de
otras ya conocidas.

El producto directo de dos matrices,

C = A®B,
de dimensiones respectivas na y ng, se define mediante la relacién
Ciyxt = A Bjr §=(i—-T*ng+j kl=(k—1)xng+1

donde los indices de fila ij y de columna kl son los resultados de la composicién con los
indices de fila y colunmna de las matrices individuales. El siguiente ejemplo de un producto
externo de una matriz de dimensiones 2 x 2 por otra de dimensiones 3 x 3

Bi1 Bz Bz
A A
® | By By By | =
A1 Axn
B31 B3z Bss

AnBir AnBiz AnBis AnBir AnBiz AnaBis
A1B2r AnBaz AnBas AnBar A12Baz Aq2Bas
A1Bs1 AnBsz AnBss AnBsi AszaBiz AqaBss
A21B11 A21Biz A21Bis AzaBir AzxBiz AzzBis

A21B21 A21Baz A21Baz ABy1 AxBay ABas

A21B31 A21B3z A21B3z AxxBz1 AB3z ArBss

pretende ilustrar la anterior relacién.

Como resultado de la operacién se ha construido una nueva matriz cuyas dimensiones
son el producto de las dimensiones de los factores.

En el ejemplo expuesto se aprecia que el orden de los factores es importante. El producto
no es conmutativo.

Una representacién matricial del grupo obtenida como producto externo de otra dos rep-
resentaciones esta formada por el conjunto de matrices asociadas a cada operacién del grupo,
cada una de las cuales es el producto externo de las matrices en las dos representaciones in-
dividuales.

reev) — plw) ® v

= {D(MZWJ(R) = D™ (R)® D™ (R) | VRe G} (4.6)
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En la representacién asi construida, las operaciones del grupo estan representadas por ma-
trices de dimensiones n,, - n.

Si nos fijamos en los espacios lineales de funciones que han servido para generar las
representaciones y en las bases de dichos espacios lineales

Orfy= > fiDI'R)  j=1,2 m,

Orgi= Y gD(R)  1=12- mn,
k=1

encontramos que la base que ha servido para generar la nueva representacién

My ny

Or(fi-g) = > (fi-g) DY (R)

i=1k=1

es el producto cartesiano de las bases de los dos espacios independientes. Es decir, la nueva
representacién esta obtenida en el espacio lineal producto directo o externo de los dos espacios
lineales independientes.

Como en otros casos, la representacién esta vinculada al espacio lineal que ha servido
para su generacién. Distintas bases en ese espacio dan lugar a representaciones equivalentes,
reservando la denominacién de “distintas” a las representaciones que tienen su origen en
diferentes espacios lineales. Las bases ortonormales dan lugar a representaciones con ma-
trices unitarias. Las transformaciones de semejanza por cambio de base preservan muchas
cantidades, entre otras las trazas de las matrices, los caracteres.

Los caracteres de la nueva representacion son, simplemente, el producto de los caracteres
de los factores.

xH®I(R) = xW(R)-x™(R) (4.7)

El producto directo de dos representaciones irreducibles puede dar lugar a una nueva
representacién que sea reducible.

4.4 Ejercicios

Problema 4.4.1 ;Qué condicion deben cumplir un conjunto de matrices de n filas y
n columnas para ser representacion de un grupo?

Problema 4.4.2 Las matrices representacion de un grupo, jconstituyen por si mismas
un grupo con la operacion producto matricial como ley de combinacion interna?

Problema 4.4.3 Sea un grupo y una representacién matricial del mismo con matrices
de dimensiones 2 X 2. ;Puede una misma matriz representar a mds de una operacion
del grupo?

Problema 4.4.4

Problema 4.4.5
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Problema 4.4.6

Problema 4.4.7 Demostrar que, st I' es el conjunto de las matrices de una repre-
sentacion del grupo G, T'*, conjunto de matrices cuyos elementos son complejo-conjugado
de las anteriores, también es una representacion del mismo grupo.

Problema 4.4.8 Demostrar que, st I' es el conjunto de las matrices de una repre-
sentacion del grupo G, T™', conjunto de las matrices inversas de las anteriores, no es
una representacion del grupo a no ser que G sea abeliano. Ese conjunto de matrices
puede ser una representacion st se asocian a otras operaciones del grupo.

Problema 4.4.9 Demostrar que, st I es el conjunto de las matrices unitarias de una
representacion del grupo G, T, conjunto de las matrices hermitico conjugadas de las
anteriores, no es una representacién del grupo G a no ser que el grupo sea conmutativo.

Problema 4.4.10 ;Cudndo se puede decir que dos representaciones son equivalentes?
Problema 4.4.11
Problema 4.4.12
Problema 4.4.13
Problema 4.4.14
Problema 4.4.15
Problema 4.4.16
Problema 4.4.17
Problema 4.4.18
Problema 4.4.19
Problema 4.4.20

Problema 4.4.21
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Capitulo

Representaciones irreducibles

5.1 Gran Ortogonalidad

Una serie de teoremas deducidos por Schur dan lugar a la identificaién de otras propiedades
de las representaciones irreducibles hasta llegar la Gran Teorema de la Ortogonalidad
(GOT). Los primeros suelen ser enunciados como Lemas.

El primer Lema de Schur hace referencia a una representacién irreducible.
Sea una representacién irreducible I'*) formada por el conjunto de las matrices asociadas
a cada una de las operaciones del grupo

rie) — (D™ (R), YR e G}

y sea también una matriz cuadrada M, de las mismas dimensiones que las matrices D),
con la condicién de que conmute con todas ellas

DWRM = MD®(R) VReG

El teorema enuncia que la matriz M no puede ser mas que una matriz escalar, un multiplo de
la matriz unidad, un multiplo de la matriz que, en esa representacién irreducible, representa
a la operacién identidad.

Una consecuencia inmediata del primer Lema de Schur es que las representaciones irre-
ducibles de los grupos abelianos o conmutativos han de ser todas ellas de dimensién unidad.
En efecto, si tomamos un elemento S del grupo, por ser conmutativo el grupo se ha de
cumplir que

D(S) D(R) = D(R) D(S) VReG

pero, de acuerdo con el primer lema de Schur, eso solamente puede ocurrir si D(S) es una
matriz escalar. El argumento se puede extender a cualquier otra operacién S con lo que
llegariamos a la conclusién de que todas las matrices representacién son matrices escalares,
producto de un namero, en general complejo, por la matriz unidad. Esos niameros forman
representaciones de dimensién unidad pues cumplen la tabla de multilicar del grupo.

47



48 Capitulo 5

El segundo Lema de Schur hace referencia a parejas de representaciones irreducibles.

Sean dos representaciones I'*) y ') formadas respectivamente por los conjuntos de
matrices D" (R) y DV)(R) de dimensiones N, ¥y N, respectivamente. Sea también una
matriz rectangular M de dimensiones n, x 1, con la condicién de que se cumpla

DWRM = MD™(R) VReG

Esa expresién indica la igualdad entre dos matrices de dimensiones n, x 1,. El teorema
enuncia que:

¢ Silas dimensiones coinciden, n, = 1., o la matriz M is idénticamente nula, M = 0, o
su determinante es distinto de cero, det(M) # 0, y las dos representaciones irreducibles
son equivalentes, es decir, estan relacionadas por una transformacién de semejanza de
cambio de base.

e Si las dimensiones no coinciden, n, # n,, entonces la tnica posibilidad es que la
matriz M sea nula, M = 0.

Con el auxilio de los lemas de Schur se puede deducir el Gran Teorema de la ortogo-
nalidad.

= H 5ij Ok oMY (5.1)

> bR Dy (R

REG H
En esa expresién hay dos formas de presentar las deltas de Kronecker pues el sentido es
ligeramente distinto. En la forma 6;; vale la unidad si los dos indices son iguales y vale
cero si son distintos, pero los indices toman valores enteros y positivos pues indican fila
y/o columna en una matriz. En la forma 6" los indices no tienen que ser necesariamente
nimeros, sirven para identificar una u otra representacién irreducible. La delta vale cero
si u y v hacen referencia a dos representaciones irreducibles distintas, no relacionadas por

transformaciones de semejanza, y vale la unidad si las dos representaciones son la misma.

Demostraciéon: Construyamos una matriz Z en la forma

Z =) DWRXDYR)
R

donde la matriz X es arbitraria y comprobemos que Z conmuta con cualquier
matriz D(S) asoctada a una operacidn S del grupo.

DM (S) Z = Z D™ () DMWER)XDYRT) DM (sT)DM(S)
R
= > DW(SRXDM(R s DM(s)
R
=Y DWMXDM(T ) DM(S)
=

= ZDM(s)

Se ha tenido en cuenta que la tnversa de un producto de operaciones es
el producto de las operaciones wnversas de los factores puestas en orden
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inverso. También se ha tenido en cuenta que los productos SR, para una
operacién S concreta y todas las operaciones R, dan lugar a las mismas
operactones en un orden permutado. La suma con respecto a R es lo mismo
que la suma con respecto a SR.

Todo indica que, de acuerdo con el seqgundo Lema de Schur, st las dos rep-
resentacitones irreductbles son distintas, no equivalentes, la matriz Z ha de
ser 1dénticamente nula. Por el contrario, por el primer Lema de Schur, sz
ambas representaciones coinciden, son la misma representacion, entonces
la matriz Z es una matriz escalar.

En el primer caso, eligiendo como matriz X que sea toda ella nula excepto
uno de sus elementos, Xy = 1,

Y p®RDYRT) =0 (5.2)
ReEG

se obtiene la relacion de ortogonaldad correspondiente a dos representa-
ciones distintas.

En el segundo caso, con la misma eleccion de la matriz X,

> D RIDYRTY) = zy
REG

Calculando ahora la traza de esta matriz

um My
2 zu=3 Y DRTDER)
i=1

ReG i=1

=Y DE) = Y ou
REG ReG

= |G| duk

Pero la matriz Z es una matriz escalar de dimensiones n, x n,,
Z = cl Zi]' = Céij

por lo que su traza es cn,. Igualando ambos resultados se obtiene que

c = _5lk
Ny

con lo que se llega a la relacion de ortogonalidad para una misma repre-
sentacidon irreducible

G
Z DEE)(R)D{?)(R_W = % dk dyj (5.3)

REG ®

La ecuacién 5.1 no hace stno recoger en una misma expresion las ecuaciones
52y 5.3

O
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La relacién 5.1 puede escribirse de multiples formas. No hay mas que recordar que las
matrices representacién son matrices unitarias, que a la operacién inversa de una dada le
corresponde la matriz inversa y que ésta es igual a la complejo-conjugada de su transpuesta.

-1 G|
Z DEE)(R) (D(V)(RDU = n_u dij o1y OMY (5.4)
REG
f G
Z D«EE)(R) (D(V)(RDU = |“_u| dij dux O (5.5)
REG
|G Y
Z DEE)(R) D;{?)(R)* = dij Oui O (5.6)
REG K

La razén para la denominacién de ortogonalidad se aprecia si, en lugar de las matrices
representacién, se identifica el conjunto de valores

DM(R)  VReG

como el vector ik de la representacién irreducible p-ésima. Es un vector en un espacio de

dimensién |G|. Ese vector se normaliza al multiplicar por % La relacién de ortogonalidad
n
se escribe entonces

G G v * v
> < uDQ?(R)) uDﬁl)(R) = i du 8" (5.7)

n n
REG ® v

poniendo el énfasis en los vectores representacién més que en las matrices. Si han de ser
ortogonales, el nimero maximo de vectores representacién linealmente independientes no
puede ser mayor que la dimensién del espacio |G]|.

Hay muchas maés relaciones tutiles entre las matrices unitarias de una representacién
irreducible. La suma de todas las matrices representaciéon extendida a todos los elementos
de una clase es una matriz escalar.

Demostraciéon: Fijémonos en la clase de operaciones conjugadas con R,
Cr, que contiene n(Cr) elementos y calculemos la matriz suma

R)

n(C
=) = Y

DY (R)
REC(R)

de todas las de la misma clase de equivalencia. Si las operaciones R y S
estdn en la misma clase es porque hay en el grupo G otra operacion T tal
que S = TRT~'. El indice mudo de la suma es indiferente que sea R o S.

n(C

R)
E(”)(CR) — D(“)(TRT_l)
REC(R)
n(Cr)
— D(”)(T) D(”)(R) D(”)(Tq)
REC(R)
— D(”)(T) E(”)(CR) D(u)(T)fl
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La matriz asi construida conmuta con cualquier otra matriz de la misma
representacion irreducible. Es, en consecuencia, de acuerdo con el primer
Lema de Schur, una matriz escalar, un maultiplo de la matriz asoctada a la
operacion identidad.

Z Dl] C(H)(CR) ng”)(E) = C(u)(CR) 85 (5.8)
REC(R
La matriz = es escalar, =M (Cr) = ¢ (Cr) 1. O

El producto de dos matrices asociadas a dos clases de conjugacién es suma de las asociadas
a distintas clases.

Demostracion: Empezamos expresando el producto de dos de las matrices
escalares =.

E(”)(Cu) E(“)(Cv): Z D Z D

uec(u Vec(v
-y Z D¥
uec(u) vee(v

Pero, de acuerdo con la relacion 2.4, el producto de todos los elementos de
una clase por los de otra es una reunién de clases completas.

=(ey) =k Z cuv;s Z D
sec(s

donde los coefictentes cyy.s son los mismos que aparecen en la ecuacion
(2.4). En consecuencia,

E (Cu) E E Cuvg _. g) (5.9)
es una relacion entre matrices escalares y, por tanto, entre numeros.

W(Cy) ™ Z cuvss ¢ (Cs) (5.10)

a

Los grupos simples son los que no poseen otro subgrupo normal o invariante que los
triviales de la identidad o el propio grupo. Los grupos ciclicos de orden impar lo son. En
los grupos simples todas las representaciones irreducibles, excepto la totalmente simétrica
presente en todos los grupos, son exactas (faithful), las matrices representacién son isomor-
fismos del grupo, a cada operacién del grupo le corresponde una matriz distinta.
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5.2 Caracteres

Los caracteres de las representaciones matriciales han sido definidos anteriormente como las
trazas de las matrices representacién. Se ha hecho notar que las trazas son invariantes frente
a transformaciones de semejanza y, por tanto, son independientes de la particular eleccién
de la base de representacién. El caracter de una operacién tiene el mismo valor para todas
las representaciones equivalentes.

Se ha indicado también con anterioridad que, puesto que las relaciones entre elementos
de un grupo que constituyen una clase de equivalencia corresponden a transformaciones de
semejanza de sus matrices representacién, los caracteres son propiedad de clase de equiva-
lencia.

Cabe ahora sefialar las especiales propiedades de los caracteres cuando la representacién
es irreducible.

Hagamos uso de nuevo del Gran Teorema de la Ortogonalidad, en la formulacién de la
ecuacion (5.6)

_ ¢

3 D (R) DY (R)*
My

ReG

1nld 6ij Okl

y calculemos las trazas de las matrices de la misma representacién irreducible

»3 o 9
(1) (1)

£5 5 opmopior- £ Fas - S,

i=1j=1ReG T "

> xMR XM R =[Gl

REG
Si se hace la misma contraccién en el caso de dos representaciones irreducibles distintas,
el resultado es cero. Por tanto, ambas posibilidades se pueden recoger en las siguientes
expresiones alternativas

> xMRXYR) = |G 8 (5.11a)
ReG

> xMRIXYRT) = 6] s (5.11b)
ReG

denominadas relaciones de ortogonalidad de los caracteres.

Eisas relaciones se pueden simplificar si se tiene en cuenta que los caracteres son propiedad
de clase y se agrupan los sumandos iguales en la suma. Llamando Cg la clase de los elementos
conjugados con R, n(Cr) el nimero de operaciones que hay en dicha clase y ne el ntimero
total de clases en el grupo, se pueden reescribir las mismas relaciones en la forma

nc

> niCr) x™(Cr) X (Cr)* = 1G] & (5.12a)
Cr

¢
> nicr) x™(Cr) X (Cr-1) = |G 8" (5.12b)
Cr

donde se ha tenido en cuenta que las operaciones inversas de las de una clase también
constituyen una clase de equivalencia, ambas con el mismo niimero de elementos. En aquellos
casos en que ambas clases coinciden, clases autoinversas, los caracteres son ntimeros reales.
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La razén de la denominacién de ortogonalidad de las precedentes relaciones se pone de
manifiesto en la forma

> ( Lo xm(cR)) ( Lo x(”(ck)*) = o (5.132)

Cr

o (N I PSS

Cr

pues las cantidades que aparecen entre paréntesis son vectores ortonormales en un espacio
de dimensién igual al namero de distintas clases de equivalencia del grupo.

|:| Las ecuaciones (5.11), o (5.12), proporcionan criterios de irreductbili-
dad de una representacion sin necesidad de escribir las matrices completas
y comprobar que se desdoblan, por tranformacion unitaria, en bloques a lo
largo de la diagonal principal. Los caracteres de la representacién tienen
informacion suficiente.

De la ecuacién (5.8), calculando las trazas, se deduce que

n(Cr) mnpu R)

n(C
> Y owm= )

x"(Cr) = n(Cr) x™(Cr) = cM(Cr) Ny
REC(R) i=1 REC(R)

el producto del caracter de una clase en una representacién irreducible por el nimero de
elementos en esa clase es un miltiplo de la dimensién de la representacion.
Llevando esta altima relacién a la ecuacién (5.10) se obtiene

(x”‘)(qu ““‘”) (x“”(ch “(CV)) _
n n

mn mn
i n(C

= > cuvs (X(”)(Cs) ( S)>
Cs T

que en forma simplificada se escribe como

n(Ccu) x'"(Cu) n(Cv) xM(Cv) =

< 5.14
= ny ) cuvis n(Cs) XM (Cs) (5:14)

Cs

Las ecuaciones (2.4), (5.10) y (5.14) son relaciones analogas acerca de los productos de clases
completas de operaciones.

5.3 Reducibilidad

Se ha visto anteriormente que una representacién reducible se puede presentar, por mera
tranformacién de cambio de base, de manera que todas las matrices aparezcan en forma de
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bloques a lo largo de sus diagonales principales. En esa transformacién las trazas de las
matrices son cantidades invariantes. Ademés, como se indica en la ecuacién(4.5)

irred

> aux™(R) (5.15)
n

el caracter de una operacién en una representacién reducible es suma de los caracteres de las
irreducibles en que se desdobla. Los coeficientes a,, sirven para tener en cuenta las posibles
repeticiones.

Las relaciones de ortogonalidad de los caracteres, ecuaciénES.ll), permiten facilmente
calcular los valores de los coeficientes a,,. En efecto, multiplicando los dos miembros de la
ecuaciénz5.15) por x¥)(R~") y sumando para todas las operaciones R se obtiene

irred
> xRXYRT = Z ap > xMER) xMERT)
REG REG
irred
=16l > a8 = [Gla,
w
de donde se deduce que

1 — 1 v *

Tl > xRXYRTY = G > xRXY(R) (5.16)

o bien, puesto que los caracteres son propiedad de clase, agrupando términos de la suma

@ = g i) x(Cx) X M(Cx 1) (5.172)
— g 2 i) x(Crl x™(Cr)* (5.17b)

El coeficiente a. ha de ser un namero real, entero y no negativo.
Otras relaciones de completitud se pueden obtener calculando las cantidades

irred irred

> x(R)x(R™ Z Z aga, y x™ YR

ReG ReG

donde, de acuerdo con la relacién de ortogonalidad de los caracteres de las representaciones
irreducibles,

irred irred irred

> xRxRT) =16 Y > apa, Y =16l ) i
B v o8

ReG

Es decir, la suma extendida a todas las operaciones del grupo

irred
|G| > x(R) |G| Z n(Cr) x(Cr) X(Cr-1) = ) o} (5.18)
ReG n

ha de dar lugar a una suma de cuadrados perfectos de nimeros naturales.
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|:| Ha de hacerse incapié en que todas las relaciones hasta aqui recogidas
se refieren a representaciones irreducibles.

La representacion regular descrita anteriormente en pag. 34, basada en el dlgebra sobre
el grupo, para cuya construcién ha bastado la tabla de multiplicar del grupo, tiene el valor
|G| como caracter de la operacién identidad. En dicha representacién el caracter del resto
de las operaciones es nulo.

0 siCr #E

reg(C _
x e {|G| sicr = E

Al analizar cémo se descompone en suma de irreducibles resulta, por aplicacién de la relacién
(5.18), que

irred
1

2 _ 2 _
Y df = g 6* = ial.
o

Es, en consecuencia, una representacién reducible. Los coeficientes de la descomposicién se
calculan facilmente a partir de las ecuaciones (5.17

1
a, = al (IGIng +0+ ) = ny.
En la representaciéon regular participan todas las representaciones irreducibles con factores

que igualan a la dimensién de cada representacion.

irred

X9 CR) = ) mux™(Cr)
n

De aqui se deduce otra relacién acerca de las representaciones irreducibles de un grupo
finito. Puesto que en cualquier representacidn, el caracter correspondiente a la identidad es
siempre igual a la dimensién de la representacién,

irred

Z ni = |G| (5.19)

|:| la suma de los cuadrados de las dimensiones de las representaciones
irreducibles de un grupo finito es igual al orden del grupo.

La ecuacién (5.7) enuncia que el nimero de vectores representacién irreducibles independi-
entes no puede ser mayor que el orden del grupo |G|. Cada representacién irreducible aporta
un namero de vectores igual al cuadrado de su dimensién, nﬁ. El orden del grupo debe
coincidir con el nimero de vectores independientes y, en consecuencia, se pude escribir otra
relacién de ortogonalidad

! Gl L (w [Gl J(v) orx
Z Z . Dir (R) o Di; (S)*) = &rs (5.20)
v ® M

Los elementos de los vectores representacién asociados a las representaciones irreducibles
de un grupo finito, forman una matriz cuadrada unitaria. Llamando Z a dicha matriz, las
relaciones (5.7) y (5.20) indican que Z es una matriz unitaria: ZZ" = ZTZ = L.
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Sumando la ecuacién (5.14) para todas las representaciones irreducibles, en el lado dere-
cho de la igualdad aparecen los caracteres de la representacién regular.

irred nc
ncu)n(Cv) Y x™(cu) x™M(Cv) = ) cuvis n(Cs) x"*°(Cs)
i Cs

El tnico valor distinto de cero en x"™©9(Cs) es el de la clase de la identidad. Los valores
de los coeficientes cyv.g estan recogidos en la ecuacién (2.5). Con toda esa informacién se
obtienen las relaciones

irred
G
> xMew x M) = o (5.21a)
m n(Cu)
irred |G|
> xMewxMen = —2 (5.21b)
m n(Cu)

La misma suma se anula si las dos clases de equivalencia que se multiplican no son una la
inversa de la otra. Normalizando esos vectores se puede agrupar en la forma

irred
5y ( Lo x“*)(cu)> ( Lo X(”)(Cv1)> = s (5.220)
n

irred
Z ( nl((c;li) X(”)(Cu)> ( nl(é\l/) X(u)(cv)*> = §Culv (5.22b)
n

Las ecuaciones (5.12) indican que los caracteres de las distintas representaciones irre-
ducibles son tratados como vectores ortogonales, linealmente independientes, de dimensién
igual al ntimero de clases de equivalencia

Las ecuaciones (5.22) indican que los mismos caracteres pueden ser tratados como vec-
tores ortogonales de dimensidén igual al nimero de representaciones irreducibles.

|:| El nuimero de representaciones irreducibles de un grupo finito coincide
con el numero de clases de equivalencia.

De todo ello se deduce que la Tabla de Caracteres de un grupo finito, forma una matriz
cuadrada que, normalizada adecuadamente, resulta unitaria. Las ecuaciones (5.13) reflejan
la ortonormalidad por las representaciones irreducibles mientras que las ecuaciones (5.22 lo
hacen por clases de equivalencia.

5.4 Notacion

El conjunto de todas las matrices unitarias que constituye una representacién del grupo se
indica habitualmente por la letra griega I'. Un modificador de la notacién suele ser necesario
para distinguir una representacién de otra no equivalente. En este trabajo se ha venido
usando una letra griega u,v, 0, etc. colocada como superindice.

Entrando en grupos particulares una notacién maés especifica se hace necesaria. Los conve-
nios internacionales recomiendan la siguiente notacién para las representacones irreducibles
de los grupos puntuales finitos:
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e Las representaciones de orden uno se indican por las letra A o B. La distincién entre
una y otra tiene su origen en la operacién principal giro C,, o giro seguido de reflexién
Sn. Si el caracter correspondiente a esa operacién es positivo, la representaciéon se
indica con A; si es negaivo con B.

e Las representaciones de orden dos se indican con E. También se suele indicar por la
letra E colectivamente a una pareja de representaciones unidimensionales, compleja
conjugada la una de la otra, aiin cuando sean distintas, no equivalentes.

e Las representaciones de orden superior, 3, 4, 5 se indican con las letras F, G, H. En
los textos de Quimica Inorganica se suele sustituir F' por T para evitar confusién con
estados electronicos atémicos.

Ademas de esta notacién basica se han de incluir modificadores, subindices y superindices,
para tener en cuenta el resto de las operaciones presentes.

e Subindice 1 si larepresentacién es simétrica para la operacién C), giro de 180° alrededor
de un eje secundario perpendicular al eje principal, o también si es simétrica frente a
la reflexién o, a través de un plano que contiene al eje principal.

e Superindice ' o " si indica simetria o antisimetria frente a la reflexién en un plano

ecuatorial oy,.

e Subindice g o u si el caracter asociado a la operacidén inversién es positivo o negativo
respectivamente.

La notacién se complementa con el tipo de letra empleado. Se usan letra mintsculas para
indicar el estudio de un subproblema, un electrén en uns sitema polielectrénico, un modo
normal de vibracién independientemente del resto, etc. Las letras mayisculas suelen indicar
que se estudia el problema en su conjunto, todos los electrones de una dtomo o molécula,
estados vibracionales globales, etc.

Siguiendo esas notaciones encontramos representaciones irreducibles etiquetadas como
Alg, Bau, oy, Fig, etc.

A pesar de las normas precedentes, en algunos grupos puntuales persisten ambigiiedades
en lanotacién de las representaciones irreducibles. Parte de dicha ambigiiedad se resuelve por
estricta aplicacién del convenio de orientacién de los ejes cartesianos expuesto en la pagina 24.
En el grupo Dyp, cuya tabla de caracteres se recogen en la Tabla 5.1, la asignacién de los
subindices 1, 2, o 3 a las representaciones de tipo B sigue, por convenio, la pauta indicada
en dicha tabla. Una situacién analoga aparece en la asignacién de los subindices 1 o 2 de las
reprsentaciones ireducibles de tipo F en los grupos Tgq, O y Oy,.

En la misma tabla de caracteres del grupo D,y se aprecia otra peculiaridad comin a
los grupos que pueden ser escritos como producto directo de otros dos. El grupo D,n
es el producto directo D, ® C;. El grupo C; no tiene més que dos operaciones y, por
tanto, dos representaciones irreducibles, la simétrica y la antisimétrica con respecto a la
inversién. La tabla del grupo Dy, tiene cuatro cuadrantes: el superior izquierda es la tabla
de caracteres del grupo D3, los otros tres cuadrantes son la repeticién del primero con mismo
signo para dar lugar a las representaciones etiquetadas como g y con el signo invertido en
las representaciones de tipo u.
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Table 5.1: Caracteres de las representaciones irreducibles del grupo Dyp,

Don | B C2(z) Caly) Calx) 1 olxy) olxz) ofyz) | [G]=38
Ay |11 1 1 1 1 1 1

Big |1 1 1 —1 1 1 -1 -1

Byy |1 —1 1 -1 1 1 ~1

Bsg |1 —1 1 1 [ -1 -1

Ay |11 1 T -1 -1 -1 -1

Biu |1 1 1 1 -1 1 1

Bow | 1 —1 1 1 =1 1 —1 1

By, | 1 —1 1 T -1 1 1 —1

5.5 Ejemplo

Un ejemplo sirve para ilustrar esas relaciones. De nuevo el ejemplo es el grupo Cs, cuya
tabla de multiplicar estd presentada en la Tabla 3.1. La operacién identidad es, como
en cualquier otro grupo, una clase de equivalencia. Las dos operaciones de giro ternario
constituyen otra clase y las tres reflexiones una tercera. El grupo tiene seis operaciones
agrupadas en tres clases. Los productos entre clases completas de operaciones, mencionados
en la relacién (2.4), son reunién de clases completas de operaciones. La tabla de multiplicar
entre clases completas de operaciones correspondiente a este grupo es

Csv | Ce Cc, Co,
Ce | Ce Cc, Co,
Cc, | Ce, 2Ce +Coq, 2C,,
Co, | Co, 2Cq, 3Ce +3Cc,

donde también se confirma el cumplimiento de la relacién (2.5).
Las matrices representacién irreducibles del grupo estan recogidas en la Tabla 5.2. Se
trata, obviamente, de una de las infinitas maneras equivalentes de presentar la representacién
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de dimensiones 2 x 2. Una alternativa, esta vez en el campo complejo, estd recogida en
la Tabla 5.3. Aunque, en general, una representacién matricial es un homomorfismo del
grupo, la representacién mediante matrices 2 x 2 es un isomorfismo pues todas las matrices
son distintas. Se puede comprobar que es irreducible porque no conmutan entre si. Si
una misma transformacién de semejanza puede llevar dos matrices a la forma diagonal, las
matrices conmutan y, al revés, si conmutan son diagonalizables por la misma transformacién
de semejanza. Puesto que las matrices de esa representacién no conmutan, no hay una
transformacién de semejanza que lleve simultaneamente las seis matrices a forma diagonal.
Se trata de una representacién irreducible.




Table 5.2: Representaciones irreducibles del grupo Cs,,

Csy E cy (ony oA OB oc
A, 1 1 1 1 1 1
A; 1 1 1 —1 -1 1

Table 5.3: Representaciones irreducibles del grupo Cs, (Forma alternativa)

C3v E cT 3 oA oB oc
A, 1 1 1 1 1 1
A) 1 1 1 —1 —1 —1
1 0 e O e 0 0 1 0 et 0 ¢
E
0 1 0 &* 0 ¢ 1 0 e O e* 0
£ = exp % €2 = ¢*

G onudoy

09
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Table 5.4: Vectores representacién del grupo Cs,

Cow |E CI C; oa op oc
V1 1 1 1 1 1 1

vy |1 1 1 -1 -1 —1
vi |1 -3 —3 1T -3 =3
I
R
ve |1 -3 -3 1 3 3

La Tabla 5.4 tiene la misma informacién que las matrices de las representaciones ir-
reducibles, separando las matrices en vectores tomando en el mismo vector los elementos
homoélogos de las matrices. Las matrices de dimensiones 2 x 2 dan lugar a los altimos cua-
tro vectores. Por iltimo, la Tabla 5.5 recoge los mismos vectores pero ya normalizados, de
manera que, para cada vector, la suma de los cuadrados de sus médulos sea la unidad. En
esta ultima forma, el conjunto de los seis vectores linea, cada uno de los cuales tiene seis
datos numéricos, forma una matriz cuadrada Z que aqui se transcribe.

a2 a1 a2 2 a1 a1
V6 V6 V6 V6 6 6
a2 a1 a2 - 1 1
V6 V6 V6 V6 V6 V6
L N o A N
7 — V3 2V3 2V3 V3 2V3 V3 (5.23)

1 1 1 1
o 1 -1 0 -1

1 1 1 1
0 — 2 0 7 2
1 1

1 1 1 1
V3 23 23 V3 23 V3
Lo que la ecuacién 5.7, el Gran Teorema de la Ortogonalidad, enuncia es que la matriz
Z es una matriz unitaria, ortogonal en el caso del ejemplo por ser todos sus datos reales, y
que, por tanto, Z - ZT = I. Las lineas de la matriz Z estan normalizadas y son ortogonales.
La matriz Z cumple las relaciones (5.7).

Pero también se cumple que ZT - Z = I. Es decir, se cumplen las relaciones (5.20).
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Table 5.5: Vectores representacién del grupo Cs, normalizados

Csv E C;r C3 OA OB oc
v . a1 a1 a1 a1
T Ve NG NG NG NG NG
v . I IS I I I
2|\ s NG NG NG NG NG
v I I IR DR IR IR I
3|3 2v3 23 3 2v3 V3
wlo 3 4 0 3
slo 4 30 3
ve | L 1 _1_ _1 1 a1
V3 2V3 2V3 V3 2V3 V3

Table 5.6: Caracteres de las representaciones irreducibles del grupo Cs, (cada operacién por
separado)

Csy | E C3+ C; oa o0 oOcC

Ay |1 1 1 1 1 1

Otra de las relaciones mencionadas anteriormente y que puede ser observada en la Tabla
5.2, o en la Tabla 5.3, es la que enuncia que la suma de las matrices representacién, corre-
spondientes a operaciones de la misma clase, es una matriz escalar. La suma de las matrices
asociadas a los dos giros ternarios, C3 y C3, es (51 _01 ) La matriz suma de las correspondi-
entes a las tres reflexiones especulares es, en cualquiera de las infinitas formas equivalentes,
(88)-

El mismo ejemplo utilizado anteriormente sirve para ilustrar las relaciones de ortogo-
nalidad de los caracteres. De la Tabla 5.2 (o de su alternativa Tabla 5.3) se deducen los
caracteres recogidos en la Tabla 5.6.

Puesto que los caracteres se pueden agrupar por clases de equivalencia, la forma habitual
de presentar esa Tabla de caracteres es la que se recoge en la Tabla 5.7. En esa tabla, la
clase de los giros ternarios tiene dos elementos mientras que la de las reflexiones especulares
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Table 5.7: Caracteres de las representaciones irreducibles del grupo Cs,,

Cx» |E 2C3 3o,

Ay |1 1 1

Ay |1 1 —1

E |2 -1 0

Table 5.8: Caracteres normalizados de las representaciones irreducibles del grupo Cs,

Csv | E 2C3 3o,
BE|x —-5»5 O

tiene tres. La ortogonalidad se aprecia mas facilmente si se normaliza cada linea de esa tabla
de manera que la suma de los cuadrados de sus médulos tome el valor unidad. Los caracteres
normalizados aparecen en la Tabla 5.8.

Los datos que aparecen en esta ultima tabla recogidos en forma de una matriz

1 1 1

NG V3 V2
Z = 1 1 _ 1

NG V3 V2

2 1

7% " 0

constituyen una matriz unitaria, ortogonal en este caso pues las clases son autoinversas y
los caracteres reales. Las relaciones 5.13a y 5.13b indican que las filas de la matriz Z estan
normalizadas y son ortogonales unas con respecto a las demas, Z - ZT = I.

Las relaciones de ortogonalidad (5.22) indican, en cambio, que las columnas de la matriz
Z también son ortogonales, ZT - Z = I.
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5.6 Producto directo

El producto directo, o producto Kronecker, de dos representaciones ha sido definido en la
ecuacién (4.6). Es una manera de obtener una representacién de orden n, - n, a partir
de dos representaciones de dimensiones individuales n,, y n,. Los caracteres de la nueva
representacidn, para cada una de las operaciones del grupo, se obtienen, ecuacién (4.7), como
producto de los caracteres de cada operacién en las dos representaciones por separado.

X(H®V)(R) _ X(u)(R) .X(”)(R) VREG

La representacién asi generada, como producto directo de dos irreducibles, puede ser re-
ducible y, por tanto, separable como “suma” de las irreducibles. Los caracteres de la nueva
representacién son suma de los caracteres de las representaciones en que se desdobla.

irred

X"SIR) = Y acluv) X V(R)

Los coeficientes reales y positivos a. se calculan por aplicacién de las relaciones (5.17)

1
ac(wv) = = > x"™(R)-x™(R) - xT(R)*
o 2
axliv) = g 3 niCa)-x™ (€)X (Cr) X TCR)*
Cr

En esas ecuaciones hay presente una simetria entre los coeficientes de los productos Kronecker
de las representaciones irreducibles.

a(wv) = ap-(vi*) = ay- (T

Con el asterisco se ha querido indicar la representacién irreducible cuyas matrices tienen
todos sus elementos complejo-conjugados de los de la representacién de referencia. Los
caracteres son, por tanto, complejo-conjugados de los de aquella.

De todas las representaciones irreducibles en que puede desdoblarse la representacién
1 ® v hay una que tiene, por sus aplicaciones, un particular interés. HEs la representacién
irreducible trivial totalmente simétrica, presente en todos los grupos, en que todas las ma-
trices representacién son de dimensién unidad, una fila y una columna, todas las matrices
iguales a la matriz (1) y cuyos caracteres son la unidad para cualquiera de las operaciones.
Es la representacion generada por un espacio lineal de funciones de dimensién unidad, cuyas
funciones tienen la simetria completa del grupo, son totalmente simétricas. Puesto que esta
presente en todos los grupos la indicaremos por I''). El coeficiente a; vale

1 &
Q=g D niCr)-x™(Cr) - x"™(Cr)
Cr

La suma que aparece en el lado derecho de esa relacién es precisamente la misma que en
la relacién de ortogonalidad de los caracteres de la ecuacién (5.11). En consecuencia, el
coeficiente a; es distinto de cero si las dos representaciones (t y v son una de ellas complejo-
conjugada de la otra, I'¥) = (F(”))*, y en tal caso vale la unidad.
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|:| La unica posibilidad de obtener la representacion totalmente simétrica,
por producto directo de representaciones irreducibles, consiste en multiplicar
una representacion por su complejo-conjugada. Al desdoblar ese producto,
la representacion totalmente simétrica aparece una sola vez.

Esta importante conclusién juega un papel crucial en las aplicaciones de la Teoria de
Grupos en Quimica, pues sirve para simplificar problemas de Mecanica Cudantica, para con-
cluir a prior: qué propiedades pueden ser distintas de cero en un estado de un sistema, para
deducir reglas de seleccién espectroscépicas, y en tantas otras.

5.7 Ejercicios

Problema 5.7.1 ;Por qué se dice que los caracteres de una representacién de un grupo
son “propiedad de clase”?

Problema 5.7.2 Las representaciones trreducibles de un grupo pueden ser elegidas de
manera que las matrices de la representacién sean unitarias. ;Cudntas representa-
ciones irreductbles unitarias no equivalentes tiene un grupo puntual finito? ;Cudntos
vectores representacion?

Problema 5.7.3 Comprobar que st el conjunto de matrices D(R) VR € G es una repre-
sentacion dell grupo G, el conjunto de las matrices (D(R)T)_1 es otra representacion
del mismo grupo y ademds ambas son reducibles o ambas irreducibles.

Problema 5.7.4 Escribir las relactones de ortogonalidad entre los vectores representa-
cién de un grupo puntual finito.

Problema 5.7.5 Escribir las relaciones de ortogonalidad entre los caracteres de las
representaciones irreducibles de un grupo puntual finito.

Problema 5.7.6 Utiizar las relaciones de ortogonalidad de las representaciones irre-
ducibles para obtener la tabla de caracteres del grupo Cs,,.

Problema 5.7.7 El grupo D5 consta de las siguientes operaciones agrupadas en clases:

E 2Cs 2C2 5C,
¢ Cudntas y de qué ordenes son sus representaciones irreductbles?

Problema 5.7.8 Comprobar que la suma de las potencias m-ésimas de los caracteres

de una representacion de un grupo, Y (x(R))™, es un muiltiplo del orden del grupo vy,
REG
en general,

% Z f(x(R)) = entero
TeG

stempre que T sea una funcién polinémica con coeficientes enteros.
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Problema 5.7.9 Determinar la tabla de caracteres de las representaciones irreducibles
de un grupo finito cuyas clases continen 1,2, 1,4, 2, 2, 4 elementos utilizando las rela-
ciones de su ortogonalidad.

Problema 5.7.10 ;Pueden los caracteres de las representaciones servir para distinguir
las no equivalentes? ;Y dos que sean equivalentes?

Problema 5.7.11 ;Cdémo se puede saber, con la unica informacién de los caracteres,
st una representacion dada de un grupo finito es reducible o irreducible?

Problema 5.7.12 ;Cdémo se puede saber st dos representactones reducibles, al descom-
ponerse como suma de ireductbles, tienen alguna en comun?

Problema 5.7.13 Comprobar que dos representaciones reducibles 1) y T'2) no tienen
ninguna representacion en comun st sus caracteres son ortogonales.

> xVRXTHR) =0

ReEG

Problema 5.7.14 Comprobar que el producto directo '™ @ 'Y) serd irreducible si una
de las representaciones es irreducible y la otra de dimensién unidad.

Problema 5.7.15 Comprobar que el producto directo de dos representaciones irre-
ducibles T @ (F("))* unitarias, L # v*, no contiene a la representacion totalmente
stmétrica. En cambio, el producto directo de una representacion irreducuble por su
complejo-conjugada contiene a la totalmente stmétrica una sola vez.

Problema 5.7.16 ;Qué condicién han de cumplir dos representaciones irreducibles de
un grupo para que su producto Kronecker contenga a la totalmente simétrica?

Problema 5.7.17 Comprobar que el producto Kronecker de dos representactones irre-
ducibles T y TV) de dimensiones respectivas Ny Yy Ny (M > ny) no contiene ninguna
representacion irreducible de dimension inferior a n,/n..

Problema 5.7.18 Obtener los caracteres de las representaciones obtenidas como pro-
ducto Kronecker de las ireducibles del grupo Cs, y descomponerlas en suma de irre-
ducibles. En otras palabras, escribir la tabla de multiplicar de las representaciones
irreducibles del grupo Cs,,.

Problema 5.7.19
Problema 5.7.20
Problema 5.7.21
Problema 5.7.22
Problema 5.7.23
Problema 5.7.24

Problema 5.7.25
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Funciones adaptadas a la simetria

6.1 Proyectores

En general un espacio estable bajo las operaciones del grupo da lugar a una representacién.

Or d)n = Z d)m Dmn(R)

Por un cambio de base €l espacio se desdobla en subespacios independientes.

ny,

Ocol = 3 ol DIYIR) (6.1
k

Poder disponer de una base adaptada a la simetria del problema es importante por las
simplificaciones que puede aportar. Por ejemplo, en €l caso de los estados estacionarios en
Mecénica Cuantica, quien marca la simetria del problema es el conjunto de las invariancias
de operador de Hamilton. Los estados estacionarios tienen, en general, una simetria inferior
a la del problema. Las funciones que forman base de las distintas columnas de las distintas
representaciones irreducibles son ortogonales y ademaés no interaccionantes con respecto al
Hamiltoniano. El producto interno

AT = | (A60) AR 0 ax

se anula siempre que la representacién p sea distinta de la v y que las columnas k y 1 no
coincidan. En consecuencia, la representacién matricial del operador de Hamilton en dicha
base es automaticamente diagonal por bloques con la obvia simplificacién del problema que
eso conlleva.

Es, por tanto, sumamente interesante disponer de un procedimiento sencillo que permita
transformar una base de funciones en otra adaptada que, por separado, forme base de las
representaciones irreducibles.

El problema que se plantea es el de encontrar esa transformacién de cambio de base que
lleva la representacién matricial de las operaciones del grupo a forma diagonal por bloques.
Dicho de otra manera, se trata de encontrar los subespacios lineales de funciones que son

67
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estables, e irreducibles, bajo las operaciones del grupo. Una base asi estd formada por
funciones adaptadas a la stmetria.
Para conseguir ese objetivo empezaremos por definir los operadores

(v) n (V) (p—
Py = ‘_GV| Z D;;”(R™") Ok (6.2)
REG

Hay un operador de este tipo por cada vector representacién irreducible del grupo. Es decir,
cada representacién irreducible v, da lugar a un operador por cada fila y cada columna (i, j),

i d . . . .
''T€% 12 que coincide con el orden, |G|, nimero de operaciones,

tantos como nZ. En total, ) .

del grupo. .
La importancia de estos operadores se puede apreciar por sus efectos sobre las funciones
que han servido de base para generar las representaciones.

n —
Py o = = Y DR (Orer”)

‘G| REG
ny -
(1) (1) (V) (p—
= G > (Z o DY (R)) Dy’ (RT)
REG k
ny «
=g e X D RIDYRY
k REG

por la ortonormalidad de los vectores representacién
Ty
= Z <P1(JL) MY dyi by
k
_Spv (W)
= 0"y ¢

Si el operador asociado a la representacién irreducible v se aplica a una funcién que forma
base de otra representacién irreducible p distinta, 8¥* = 0, el resultado es nulo. Si se aplica
a una funcién que forma base de la columna j-ésima, es decir, si | coincide con j, 81 = 1,
de la misma representacién irreducible, $¥* = 1, lo que se obtiene es la funcién @,EV), una
funcién que estd contenida en el mismo subespacio lineal estable bajo las operaciones del
grupo pero que forma base de otra columna de la representacién matricial. Los operadores

PS/) con i # j son operadores de desplazamiento (shift operators).

(v) L (v) (v)
Py @ = (6.3)
En cambio, los operadores asociados a elementos diagonales de las matrices representacion,
(v) _ M (W) (p—1
Pii = G| REZG Di; '(R7) Og (6.4)

son operadores de proyeccién

P 0l = ol
sobre el subespacio asociado a una columna de la representacién matricial, La confirmacién
de que se trata de operadores de proyeccién requiere la condicién de idempotencia que es

facil de comprobar.
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El conjunto de los |G| operadores del tipo sefialado, ecuacién (6.2), constituye la base del
algebra sobre el grupo, son sus unidades basicas. Otro de los operadores del conjunto es

n _
Pl = g X D5 O
SeG

Por aplicacién sucesiva de este nuevo operador sobre el resultado, ecuacién (6.3), del anterior

PI(JIL) d)gv) _ PI(JLL) PS/) (blfv} — 3V oy P](J;) (b]fu)

se deduce la relacién fundamental entre estos operadores.

Py Pi(.jV) = " o Pl(c?) (6.5)
Otra condicién que han de cumplir los operadores de proyeccién sobre subespacios distin-

tos es que sean mutuamente excluyentes, su producto ha de ser nulo. La relacién de mutua

exclusién

PPl = svrg, P

1n

es una caso particular de la anterior que incluye la condicién de idempotencia.

Los operadores PE;/) son combinaciones lineales de las operaciones Or donde los coefi-
cientes de la combinacién lineal son los elementos de los vectores representacién. Al revés,
las operaciones Og son combinaciones lineales de aquellos.

irred n.

Or = 3 3 POy
v ij

pues D,E;')(R_l ) DS’J (R) = DS’J (E) = 4i;. Es la transformacién inversa de la definicién de
los operadores PS/).

Puesto que todos estos operadores aqui definidos son operadors lineales, la aplicacién
de los operadores de proyeccién a una funcién arbitraria, no necesariamente adaptada a
la simetria del problema, da como resultado una funcién que forma base del subespacio
monodimensional vinculado a una columna de una representacién irreducible.

Esos operadores de proyeccién requieren que se disponga de una de las formas equiva-
lentes de las matrices de las representaciones irreducibles. Mas habitual es que tan solo se
conozcan los invariantes de las representaciones irreducibles, relacionadas por una transfor-
macién unitaria, y, en especial, los caracteres.

Si tan solo se dispone de los caracteres de las representaciones irreducibles, los operadores

pv) — - P.(?/) = ha% MR- o 6.6
Z it ‘G| Z X ( ) R ( )
i=1 REG
ny v *
= = > x™M(R) Ok (6.7)
‘G| REG

aplicados sobre una funcién arbitraria dan como resultado una funcién que estd contenida
en el espacio lineal, estable bajo las operaciones del grupo, que esté en la base de la repre-
sentacién v-ésima, independientemente de las columnas de la representacién.
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Estos operadores cumplen las relaciones de idempotencia y mutua exclusién

PO plw) — gve pv)

y son completos en el sentido de que su suma, extendida a todas las representaciones irre-
ducibles

irred irred n,

>opv =% Yoy =tk
v v i

es la identidad.
Si las funciones de base estan adaptadas a la simetria, es decir, forman base de las repre-
sentaciones irreducibles del grupo, de acuerdo con la ecuacién (6.1), en sus transformaciones

solo participan las funciones del mismo subespacio asociado a la misma representacién irre-
ducible.

6.2 Vibraciones moleculares

Como ejemplo practico de aplicacién de la simetria a la simplificaciéon de problemas de
interés quimico y la ordenacién y clasificacién de sus resultados, abordamos €l estudio de los
movimientos de deformacién en moléculas.

Una molécula estable, en un estado estacionario concreto, es un conjunto de puntos
materiales con masa ligados, los &tomos. Su energia aumenta al desplazar los nicleos de
sus posiciones de equilibrio, modificando distancias internucleares, angulos de valencia o de
torsién, etc. Para pequefios desplazamientos, la energia del sistema puede expresarse por un
desarrollo en serie de potencias.

3N 3N
ov 1 92V
V=V L) o (qj
@t ; (aai)eq “ T ; (aaiaaj)eq o

3N
1 o3V
+§Z <8aiaajaak> i @ te
ijk eq

En esa expresion las variables a; representan los desplazamientos cartesianos de las posiciones

de los ntucleos desde las de equilibrio
ai = Xi — Xieq (1:],3]\”

y las sucesivas derivadas estan calculadas todas ellas justamente en la conformacién de
equilibrio. El nimero total es 3N; los tres primeros datos, i = 1,2, 3, hacen referencia res-
pectivamente a los desplazamientos en las direcciones x, y, z del primer niucleo, los tres datos
siguientes se refieren al segundo de los nucleos, y de la misma forma hasta el total de N
nicleos.

El primer término del desarrollo en serie puede ponerse a cero y ser tomado como un
origen arbitrario de la escala energética y el segundo de los términos es nulo si las derivadas
estan tomadas en la conformacién de equilibrio. El término dominante es, por tanto, el
tercero, el de las derivadas segundas. La aproximacién arménica desprecia los términos de
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orden superior.
1 3N
V = z 1Z] ai Fij aj (69)

La matriz F, matriz de las segundas derivadas, también denominada matriz de Hess o hes-
siana, es simétrica y, dado que la conformacién de equilibrio es estable, ha de ser semidefinida
positival. Para el estudio de las deformaciones moleculares, F es la matriz de las constantes
de fuerza.

Al mismo tiempo los niicleos estan en movimiento con una energia cinética de traslacién

1 3N
T = 5 Z a;my Qg (6.10)
i

donde m; son las masas atémicas, las tres primeras, i = 1,2, 3, son las del primer niicleo,
las siguientes, i = 4,5,6 son tres datos iguales a la masa del segundo de los nicleos, etc.,
hasta completar los N niicleos. La notacién con el punto es la habitual para indicar derivada
temporal, velocidad. La notacién matricial simplifica las ecuaciones:

a'ma (6.11)
a'Fa (6.12)

De estas energias cinética y potencial se deducen las ecuaciones del movimiento.

3N

0= midi + ) Fyaq i=1,2--,3N (6.13a)
j

0= ma+ Fa (6.13b)

Ese conjunto de ecuaciones enuncia que el movimiento de la variable i-ésima depende de
las posiciones de las otras 3N — 1 variables a través de los elementos no diagonales de la
matriz hessiana F. Se dice entonces que los movimientos, las evoluciones de cada una de las
variables, estan acoplados.

Si esta matriz fuese diagonal se podria descomponer el problema en 3N problemas in-
dependientes pues cada variable no dependeria mas que de cantidades relacionadas con la
propia variable. Es decir, los distintos movimientos se podrian desacoplar.

Puesto que la matriz F es simétrica, un cambio de variables puede llevarla a forma
diagonal

3N
Zﬁiﬁi

3N
V= Z il &

N —

N —

1Una matriz A es definida positiva si se cumple que vi A v > 0 cualquiera que sea el vector columna v.
Sus valores propios son reales y positivos. Es semidefinida positiva si la relacién anterior puede ser > 0 en
lugar de mayor que cero. Entre sus valores propios puede haber algunos nulos.
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Las nuevas variables independientes &; son combinaciones lineales de las anteriores a;. En
esta formulacién las ecuaciones de movimiento

0= & + ANk i=12--,3N (6.14a)
0= &+ Ag (6.14b)

permiten estudiar la evolucién en el tiempo de cada una de ellas por separado. La evolucién
de cada variable es independiente y corresponde a uno de los movimientos desacoplados.

Los posibles valores de A; son todos reales, positivos o nulos, nunca negativos pues
la conformacién de partida era de equilibrio. Las variables asociadas a los valores nulos
evolucionan

AM=0—7&=E&,0+wnt

alejandose indefinidamente de la posicién de partida en movimiento uniforme. Esa solucién
corresponde a la traslacién o a la rotacién en el espacio del conjunto molecular como un todo
rigido sin deformar. La velocidad v; puede ser, por tanto, lineal o angular.

El resto de las soluciones del problema

Eiv = &iocos(wit + vi)
AL >0—

1 1 {/%
indica que, al evolucionar esas variables en el tiempo, se vuelve ciclicamente a pasar por
la posicién original en un movimiento oscilatorio arménico con frecuencias vi. Las varibles
&; correspondientes se denominan coordenadas normales de vibracién. Su evolucién en el
tiempo son los modos normales de vibracion de la molécula.

Desde el punto de vista de los calculos numéricos, todo lo que se necesita concocer es la
forma del campo potencial V, o su equivalente, la matriz de constantes de fuerza F. Todo
consiste en encontrar la transformacién lineal que lleva de las variables a;, desplazamientos
cartesianos desde la posicién de equilibrio, a las variables &;, coordenadas normales. Al
hacerlo, se descompone el problema global en un conjunto de problemas individuales. EHs
precisamente en ese paso en el que la simetria del problema, por medio de la Teoria de Grupos
ayuda a simplificar el problema y clasificar sus soluciones, sin llegar nunca a resolverlo. El
problema mecanico no se puede obviar.

La simplificacién del problema aparece al utilizar variables adaptadas a la simetria s; de
la molécula, en lugar de los desplazamientos cartesianos de los ntcleos, pues de esa forma

las segundas derivadas
%2V
651 aSj eq

se anulan cuando las variables s; y s; forman base de distinta representacién irreducible e
incluso de distinta columna de la misma representacién. La matriz hessiana tiene entonces la
forma diagonal por bloques en que cada bloque esta asociado a una representacién irreducible
distinta.

Las ecuaciones de movimiento (6.13) se transforman en

3N
0= 8, + ) dpgsq p=1,2---,3N (6.15a)
q
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0=5§+ds (6.15b)

con la particularidad de que la matriz de constantes de fuerza, d, es ahora diagonal por blo-
ques; los elementos matriciales situados fuera de esos bloques son nulos. La resolucién de ese
sistema de ecuaciones, que da lugar al desacoplamiento de los movimientos, no puede com-
binar més que variables del mismo bloque, de la misma simetria. Las llamadas coordenadas
normales son necesariamente adaptadas a la simetria del problema.

6.2.1 Ejemplo

Para ilustrar el procedimiento, nada mejor que hacer uso de un caso particular. Sea la
molécula de trifluorometano CHF; en su estado fundamental electrénico cuya conformacién
de equilibrio tiene la simetria C3, con un eje trigonal. La tabla de las operaciones de simetria
de ese grupo esta mencionada en al Tabla 3.1 y una de las posibles formas equivalentes de
sus representaciones irreducibles en la Tabla 5.2.

Las deformaciones de esa molécula desde la conformacién de equilibrio implican quince
desplazamientos cartesianos. Es, por tanto, un problema de movimiento con quince vari-
ables ai. Para ordenarlas aceptaremos que las tres primeras son los desplazamientos en las
direcciones x, Yy, z del &tomo de carbono situado en el origen de un sistema de coordenadas,
las siguientes tres variables son las del 4tomo de hidrégeno situado a lo largo de la direccién
positiva del eje z. En esa ordenacién le siguen las tres variables del atomo de fluor situado
sobre el plano xz y las seis restantes hacen referencia a los otros dos atomos de fluor.

La simetria del problema es la del campo potencial V en el que se mueven los nticleos. El
potencial es invariante frente a las seis operaciones de simetria del grupo Cs,,. Al realizar una
de las operaciones de simetria, giro o reflexién, el desplazamiento en una cierta direccién de
uno de los &tomos se convierte en una combinacién lineal de los desplazamientos del conjunto
de los atomos. Por tanto, los desplazamientos de los &tomos en las tres direcciones del espacio
forman base de un espacio lineal de funciones estable bajo las operaciones del grupo y que,
en consecuencia, sirve para construir una representacién matricial del grupo. La dimensién
del espacio lineal es quince y quince seran las dimensiones de las matrices representacién.

Antes de continuar, y para evitar arrastrar las ditintas masas de los 4tomos a lo largo
de la resolucién del problema, las consideraremos incluidas en la propia variable, definiendo
unas nuevas variables ponderadas en la forma

qi = vMmy a4

lo cual no modifica las relaciones de simetria del problema.

Las matrices representacién correspondientes a los dos generadores del grupo, las opera-
ciones C3 y oA estan recogidas en la Tabla 6.1. Estas matrices representacién de dimensiones
quince son, en realidad, el resultado de un producto externo de la representaciéon debida a
la permutacién de ntcleos a que da lugar la operacién giro o reflexién, por la representacién
natural del grupo. Esta manera de generar las matrices de la representacién aparece desa-
rrollada en la tabla 6.2. Para cada operacién de simetria, uno de los factores indica cémo
se reemplazan unos nudcleos por otros al llevar a cabo la correspondiente transformacién
mientras que el otro factor indica la transformacién de los desplazamientos cartesianos de
un punto genérico. Los caracteres de la representacion asi obtenida son los correspondientes
productos de los caracteres de los factores.
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Table 6.1: Efecto de los operadores C; y o(xz) sobre las coordenadas cartesianas

de az a8 a9 d10 qa11 qa12 a13 qa14 q15)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 o -1 74 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 é -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o -1 7§ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o X -1 0

2 i
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 o -1 7§ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 o X3 -1 0 0 0 0 0 0 0
2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 o -1 7§ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 -3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

olxz) (ql d2 43 44 d5 d¢ d7 dg d9 410 411 412 413 di4 q15>*

o (ql a2 a3 d4 d5 de a7 a8 a9 d10 da11 qa12 d13 da14 q|5>'

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —1 0
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Table 6.2: Matrices representacién como producto externo

1.0 0 0 0
01 00 0 -1 Lo
DICG)=10 0 0 0 1|®| L -1 o
00 1 0 0 o o0 1
000 1 0
1.0 0 0 0
01 00 0 1.0 o0
Dlo(xz))= 10 0 1 0 0|®|0 -1 0
00 0 0 1 0 0 1

Para obtener las matrices representacién de las deméas operaciones del grupo basta un
mero producto matricial, siguiendo la tabla de multiplicar del grupo presentada en la
Tabla 3.1.

Los caracteres, las trazas de las matrices, de esta representacién de dimensién quince
estdn recogidos en la siguiente tabla:

Cy | E 2C; 30v| g=6
rpe'r'm 5 2 3 3A,0E
Mat 3 0 1 AioE

Las representaciones irreducibles de este grupo son de dimensiones uno o dos. Una rep-
resentacién de orden quince tiene que ser reducible. Por transformaciones de semejanza
puede ser llevada a forma diagonal por bloques. Las relaciones (5.17) indican que esta rep-
resentacién es la suma ' = 4A; @ A, @ 5E. La suma de los cuadrados de los coeficientes
es cuarenta y dos que es lo que predice la ecuacién (5.18).

Quiere esto decir que el problema de quince variables es descomponible en un problema
de cuatro variables, otro de una sola variable y, como la representacién E es de dimensién
dos, un tercero de dimensién diez. Pero si se escoge el cambio de variable de manera que

cinco variables formen base de la primera columna de la representacién E y otras cinco de
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Table 6.3: Transformacién de adaptacién a la simetria

(51 s2 s3 s4 S5 Sg Sy sg s9o Sjo S11 S12 S13  S14 515)
= (ql 42 43 44 d5 dg d7 dg d9 djp 4911 912 913 414 q15)
0o 0 0 0 0 10 0 0 0 0o o 0 0 0
0o o 0 0 0 0o o 0 0 0 10 0 0 0
10 0 0 0 0o 0 0 0 0 0o o 0 0 0
0o o 0 0 0 o 1 0 0 0 0o o 0 0 0
0o 0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0o 1 0 0 0
o 1 0 0 0 0o o 0 0 0 0o o 0 0 0
0o o 0 - 0 0o o 2 0 0 o o 0 0 0
V3 NG
0o 0 0 0 ﬁ 0o 0 0 0 0 0o o0 0 ﬁ 0
0o o % 0 0 0o o 0 0 ﬁ o o 0 0 0
0o 0 0 72‘—\/3 . 0o 0 z+/€ % 0 0o o0 z]_\/i 72‘—2 0
0o o0 0 -Z 7%‘/3 o o0 z;ﬁ 721—‘/5 0 0o o % z;\/E 0
0o o ﬁ 0 0o o 0 7ﬁ o o 0 ﬁ
o o0 0 721—‘/3 -4 o o0 z;\/E % 0 o o 7%‘5 zJﬁ 0
0o o 0 I 7%\/5 0o o 72‘—\5 2\‘/3 0 o o % z+/€ 0
0o o0 % 0 0 0o o0 0 7% o o 0 0 7%

la segunda columna, el problema de diez variables se desdobla en realidad en dos problemas
de cinco variables cada uno y que ademas son idénticos.

Por aplicacién de los operadores de proyeccién, operadores diagonales en la ecuacién (6.2),
sobre los desplazamientos cartesianos, se obtiene una serie de combinaciones lineales de los
mismos. Las nuevas variables forman base de las representaciones irreducibles del grupo.
Solamente hay cuatro combinaciones lineales que forman base de la representacién irreducible
Aq, una sola funcién distinta de cero base de la representacién A, y dos conjuntos de
cinco combinaciones lineales que forman base respectivamente de las columnas primera y
segunda de la representaciéon E tal y como aparece en la tabla 5.2. EHs cierto que en esa
operacién aparecen més funciones distintas de cero pero el resto no son independientes. En
la tabla 6.3 se ha recogido una de las posibles opciones normalizada de manera que la matriz
de transformacién sea ortogonal. De esa forma las coordenadas {sg, s11} dan lugar a una
representacién de tipo E como la de la tabla 5.2, la pareja {s7, s12} otra y asi el resto de
las variables adaptadas a la simetria. Obviamente hay otras posibilidades pero siempre se
conservaran las dimensiones de los subespacios asociados a cada una de las representaciones
irreducibles.

Las representaciones matriciales de las operaciones de simetria que se obtienen con las
nuevas variables s; estdn dadas en la tabla 6.4. En ellas se aprecia claramente la descom-
posicién en bloques de dimensiones cuatro, uno y diez a lo largo de la diagonal principal.
Incluso el primer bloque, correspondiente a la representacién A1, ha resultado por si mismo
diagonal.
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Table 6.4: Efecto de los operadores C; y o(xz) sobre las coordenadas de simetria

+
CS (51 S2 $3 sS4 S5 Se s7 S8 S9 $10 S11 S12 $13 S14 515)

o (51 2 $3 sS4 S5 Se s7 S8 s9 S10 S11 S12 $13 $14 515)‘

10 0 o o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 1 0o o0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 1 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0o o 1 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 o o 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0o o o o -1% 0 0 0 0 7§ 0 0 0 0
o 0 o o0 o 0 -1 0 0 0 0 7§ 0 0 0
o 0o o o0 o0 0 0 -1 0 0 0 0 7§ 0 0
o 0 o o0 o 0 0 0 -1 0 0 0 0 7§ 0
o 0 o o0 o 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 74
o 0o o o0 o0 é 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
o 0 o o0 o 0 @ 0 0 0 0 -3 0 0 0
o0 0o o o0 o0 0 0 é 0 0 0 0 -1 0 0
o 0 o o0 o 0 0 0 4 0 0 0 0 -3 0
o0 o o o0 o0 0 0 0 0 é 0 0 0 0 -1

o (51 $2 $3 sS4 S5 Se s7 S8 s$9 S10 S11 S12 $13 $14 515)‘

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —1 0
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La matriz de constantes de fuerza en esta base es diagonal por bloques: un primer
bloque de dimensién cuatro correspondiente a la representacién Aq, otro de dimensién uno
y dos idénticos de dimensiones cinco. La eleccién de la base de manera que forme base de
las distintas columnas de la representacion E facilita que estos dos tltimos bloques sean
idénticos. Los valores de A; que resulten de ellos son iguales y como los distintos de cero
estan vinculados a las frecuencias de los modos de vibrar, habra pares de modos normales
de vibracién con las mismas frecuencias. Son modos normales de vibracién degenerados
sin que esta denominacién sea equivalente a la degeneracién de los niveles energéticos que
se obtienen en un tratamiento cudntico. Este tratamiento es de la Mecanica Clésica para
puntos materiales ligados.

Las posibilidades que ofrece la Teoria de Grupos no acaban con la simplificacién de los
calculos numéricos. Es capaz de predecir, sin necesidad de calcularlos, cuantos valores nulos
de A; se van a obtener en cada bloque de simetria, los que corresponden a la traslacién y
rotacién del conjunto como un todo rigido. El desplazamiento del conjunto en la direccién
del eje z forma base de la representacién A; pues es invariante frente a los giros y reflexiones
del grupo Cj3,. Los desplazamientos en las direcciones x e y forman conjuntamente base
de la representacién E de orden dos. El estudio de la rotacién es el de las componentes del
momento angular. La componente axial, componente z, del momento angular, giro alrededor
del eje ternario de simetria, forma base de la representacién A,. Las otras dos componentes,
transversales, de la rotacién forman base de la representacién E. Las tablas publicadas de
caracteres de las representaciones irreducibles suelen aportar esta informacién.

En consecuencia, de los cuatro valores de A; del primer bloque uno de ellos serd nulo. Solo
hay tres modos normales de genuina vibracién, con sus respectivas frecuencias, de simetria
A, totalmente simétricos. Del bloque A, de dimensién uno, la Gnica solucién corresponde
a Ay = 0. Es la rotacién alrededor del eje z. En los dos bloques idénticos de representacién
E habra dos valores nulos de A; en cada uno de ellos. Quedan tan solo tres dobles mo-
dos normales de vibracién. Son seis modos pero las frecuencias son iguales dos a dos. La
representacién construida con los desplazamientos cartesianos de los nticleos se desdobla en
la parte que corresponde a la traslacién del conjunto mas la de rotacién como un sélido
rigido mas la parte de las deformaciones, vibraciones arménicas. Los caracteres de una
representacién reducible son la suma de los de las irreducibles en que se descompone. La
tabla 6.5 presenta las distintas contribuciones a los caracteres debidas a loa movimientos de
traslacién, rotacién y vibracién por separado. Como resumen, tres coordenadas normales se
transforman como la representacién totalmente simétrica Aq, con tres frecuencias distintas.
Los movimientos correspondientes a la evolucién en el tiempo de estas variables conservan
en todo momento la simetria C3z, de la posicién de equilibrio. Los otros seis movimien-
tos independientes presentan solo tres frecuencias distintas. Al evolucionar, la molécula se
deforma y pierde la simetria que tiene en la posicién de equilibrio de partida.

La tabla 6.7 da cuenta de la representaciones en que forman base las coordenadas nor-
males de moléculas sencillas clasificadas por los grupos de operaciones de simetria.

Si se analiza con un poco de detalle las matrices representacién de los generadores, C; y
o(xz) que aparecen en la tabla 6.1, se aprecia que en ningtn caso los desplazamientos en la
direccién z, alineados con el eje ternario de simetria, se combinan con los desplazamientos
transversales. Sino lo hacen con los generadores no lo hacen con ninguna de las operaciones
de simetria del grupo. Por tanto, en el ejemplo propuesto, los desplazamientos en la direccién
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Table 6.5: Descomposicién de los caracteres

Csy E 2C3 3o, g==6

r 15 0 3 4A1 ® A, @ 5E

rtras 3 0 1 A] OFE
ot 3 0 —1 Ab®E
Nib 9 0 3 3A, @ 3E

z por si mismos forman un espacio lineal estable, base de una representacién matricial del
grupo. Los caracteres de la correspondiente representacién son:

Cs, | E 2C3 30, g=2=6

Mz) |5 2 3 |3a@E

De estos cinco movimientos independientes, hay uno de tipo A; que es sencillamente la
traslacién del conjunto sin deformar a lo largo del eje z y los dos movimientos de simetria E
corresponden a las rotaciones alrededor de los ejes x e y que involucran desplazamientos en
la direccién z.

Como consecuencia, si se pudiese restringir el movimiento de los ntcleos a sus desplaza-
mientos a lo largo de la direccién z se encontraria que solamente hay dos modos de deformar
y hacer vibrar la molécula. Ambos modos son totalmente simétricos, conservan en todo
momento la simetria que tiene la molécula en su conformacién de equilibrio.

La separacién entre los desplazamientos longitudinales y transversales que permite la
simetria no significa que la Dinamica también los separe. La posibilidad de esta separacién
adicional no estd propiamente en la simetria sino en el campo de fuerzas que mantiene los
atomos ligados. Es decir, esta separacién no implica que la matriz d de constantes de fuerza
que aparece en las ecuaciones (6.15) se haya desdoblado adicionalmente en bloques diagonales
mas pequeios. Hay, en el cémputo global, otros movimientos de deformacién que también
son de simetria Aj.

En cambio, este anélisis adicional en movimientos a lo largo del eje de mayor simetria y el
resto de los movimientos es posible en moléculas cuya conformacién de equilibrio sea plana.
En tales casos la matriz de constantes de fuerza separa los movimientos de deformacién-
vibracién en el plano molecular de los que tienen lugar perpendicularmente al plano molecu-
lar. Un ejemplo muy sencillo es el de la molécula de etileno, C2H4, cuyo estado fundamental
electrénico presenta una geometria de equilibrio plana con simetria D,p. La tabla de carac-
teres de este grupo es la que aparece en la tabla 5.1.

Un estudio anélogo al que se ha realizado en el ejemplo anterior da los resultados recogidos
en la tabla 6.6. En este grupo de operaciones de simetria hay tres ejes binarios equivalentes.
La eleccién particular de dichos ejes al orientar la molécula cambia las denominaciones de
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Table 6.6: Descomposicién por los caracteres de los movimientos en la molécula C,Hy

Dan E Caz) Caly) Calx) 1 olxy) olxz) olyz) | g =38
r 18 -2 0 o 0 0 2 6
Meras | 3 —1 —1 -1 =3 1 1 1
Mot | 3 —1 —1 -1 3 -1 -1 -
Nie |12 0 2 2 0 0 2 6
rx) | 6 -2 0 o 0 0 2 —6
Meras(x) | T =1 —1 1T -1 1 —1
Motlyz) | 2 0 0 2 2 0 0 2
Niv(x) | 3 —1 1 [ 1 -3

las representaciones de tipo B. En lo que sigue se ha procurado seguir las recomendaciones
de IUPAC tomando el origen de coordenadas en el centro de masas, en el punto medio del
enlace C—C, alineando el eje z con el enlace C—C pues el que pasa por el mayor ntimero
de dtomos, el eje x perpendicular al plano molecular y el eje y perpendicular a los otros dos
y, en consecuencia contenido en el plano molecular.

Con ese convenio de notacién, la representacién generada por las coordenadas normales
de vibracién es la suma

MNiv = 3A; ® Ay ®2B1y © Bag ® 2B2y @ 2B34 @ B3y

que incluye todos los movimientos de vibracién arménica. De entre estos, los que implican
desplazamientos fuera del plano molecular son los que aparecen en la suma

rvib(x) = Au 52] BZg ® B3u

Obviamente, otra eleccién para la orientacién de los ejes da lugar a otras denominaciones
de las coordenadas normales y de los modos normales de vibracién de esta molécula. No
cambia la posibilidad de separacién de los movimientos, solo su etiquetado.

En este problema, las coordenadas normales correspondientes a los tres desplazamientos
vibracionales fuera del plano aparecen como tnicas en la relacién del conjunto de todas ellas.
En la relacién general solo hay una coordenada A,,, una sola de tipo B,4 y una sola Bsy,.
Por tanto, en este problema hay una separacién clara entre los movimientos de vibracién en
el plano y fuera de él.
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Desde la posicién de equilibrio representada en la grafica

A Z
|
|
|

las deformaciones fuera del plano del papel estan representadas por los siguientes esquemas

%4 %4
|
|
|

que corresponden respectivamente a las vibraciones de simetria A, Bo4 y B3y, Los esquemas
simplemente indican que el movimiento de unos dtomos en un sentido es simultdneo al
desplazamiento de otros &tomos en las direcciones indicadas.

|:| Toda esta descomposicion de un movimiento complicado de deforma-
cion, de vibracion, ha sido posible con ayuda de la Teoria de Grupos para
una forma cuadrdtica del campo potencial, ecuacién (6.8). La aprozimacion
armdénica es aceptable para pequenas deformaciones. La inclusion de térmi-
nos correctivos superiores impide la separacion y el estudio individualizado
de los posibles movimientos del conjunto molecular.




Table 6.7: Simetria de las coordenadas normales de moléculas sencillas

Molécula Grupo | Clases

XY, Cav 2A1 ® B,

XYs Csv 2A, @ 2E

XYy Cav 2Ai® 2B ®B, ®2E

XY;3 Disn Al @ AY @ 2F

Xy Dan A1g®B1g®Byg ®Ey

XYy Dan Ag®Big®Bog @ Ay ®Bry ® 2B,

XYy Don 3A;® A, ®2B13 ® By ® By ®2B), & 2B3y,
X,Y4 Plana' | Dap 3A,® A, ®2Bqy, @ By @ 2B3y, @ 2B34 @ B3y,
X2Ys Dsig 3A, @ A ® 2A) @ 3E' @ 3E”

XY37 Csv 3A, ® 3E

X6Ys Den 2A1g @ Arg @ Ay ©2B1, ®2Bog @ 2By ® E1g @ 3B, @ 4B @ 2B,
Xy Ta AfoEB®F;

XYy Ta A, ®E®2F,

XY, Duh | Zi@Ii @,

XY, Dot 2rrerielyell,

XYZ Coov 2t Tl

TEn moléculas con simetria D,y distintas orientaciones de los ejes dan lugar a cambios de etiquetas en las representaciones
irreducibles B. El convenio internacional asigna el eje z de manera que sea el de mas alta simetria y, si no es suficiente,

el que pasa por el maximo niimero de dtomos y, si atin no es suficiente, el que corta al mayor niimero de enlaces;

en moléculas planas el eje x perpendicular al plano molecular si no ha sido asignado por las condiciones anteriores.

4]

9 onudoy
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6.3 Matrices de proximidad

Son muchos los problemas en Fisica o en Quimica en que han de tratarse con matrices
de proximidad, adyacencia o contigiiedad (Adjacency matriz). Un ejemplo practico lo
constituye el estudio de estructuras electréonicas moleculares por el método de orbitales
moleculares en su versién naif de Hiickel. A pesar de la semcillez del procedimiento es
asombrosa la cantidad de informacién util que puede obtenerse acerca de la estructrura
molecular.

Dado un conjunto de n puntos, nodos, unidos entre si por aristas, la matriz de con-
tigiiedad, A, es una matriz cuadrada, n x n, de tantas filas y columnas como el niimero
de nodos y cuyos elementos valen todos ellos cero con la excepcién de que un elemento no
diagonal A,q =1 si los nodos p y q estan unidos por una arista. En Quimica los nodos se
pueden identificar con atomos y las aristas con enlaces. La matriz de adyacencia informa
tan solo de qué dtomos estan unidos entre si, lo que se suele representar mediante un trazo
entre ambos dtomos.

Una matriz de proximidad puede estar modificada para dar cuenta de la importancia
relativa de unas aristas frente a otras; en Quimica se indica de esa manera la mayor o
menor importancia de ciertos enlaces. En estos casos se dice que se trata de una matriz de
prozimidad ponderada.

Es una matriz real simétrica cuyos elementos diagonales son todos nulos. Las potencias
de las matrices de contigiiedad se interpretan en el sentido de que los elementos no diagonales
de la matriz al cuadrado, (Az)pq, indican el nimero de posibles caminos entre los nodos p
y q que recorren dos aristas, los del cubo los que requieren pasar por tres aristas y asi las
demés. En ese recuento esta incluida la posibilidad de rehacer el camino adelante y atras
pasando una y otra vez por la misma arista.

Al ser una matriz real simétrica, los valores propios de la matriz de proximidad son
nimeros reales que pueden ser obtenidos por un procedimiento de diagonalizacién mediante
una transformacién ortogonal. Los valores propios son los elementos diagonales de la matriz

diagonalizada.
O"AO0 =D

La buasqueda de esa matriz de transformacién O es laboriosa. Es precisamente aqui donde la
simetria facilita los célculos llevando a cabo una transformacién intermedia que lleva a una
forma que, si no es completamente diagonal, al menos es diagonal por bloques; los bloques
fuera de la diagonal se anulan. Basta para ello cambiar de base y pasar a una base adaptada
a la simetria del problema.

El ejemplo siguiente pretende ilustrar el procedimiento. Sea el grafo que consta de cuatro
nodos enlazados de la manera indicada.

el N

Se han dibujado tres opciones de presentar el grafo. La matriz de proximidad es la misma
para cualquiera de las opciones en que se dibuje el conjunto de nodos y aristas. Incluso los
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trazos que marcan los vinculos pueden entrecruzarse. Las conclusiones que pueden obtenerse
del grafo no dependen de que esté dibujado de una u otra manera. Si se refiere a un
problema quimico de célculo de estructuras moleculares, ese grafo puede corresponder a la
los orbitales 7t de una molécula conjugada como butadieno. La segunda gréfica corresponde
a una conformacién trans mientras que la ultima se puede citar como la conformacién cis.
El método de orbitales moleculares en su versién sencilla de Hiickel no es capaz de distinguir
entre ambas conformaciones al no hacer uso méas que de la matriz de adyacencia.
La matriz de contigiiedad correspondiente a ese grafo

01 00
1010
01 01
0010

indica que hay un enlace entre los nodos 1 —2, 2—3 y 3 —4. Al revés, dada esa matriz
se puede reconstruir el grafo. La construccién de esa matriz ha respetado la ordenacion,
numeracién, de los nodos.

El cuadrado y el cubo de esa matriz

1010 0 2 0 1
0 2 0 1 2 0 30
1.0 2 0 0 3 0 2
01 01 1.0 2 0

indican que hay una sola manera de ir desde el nodo 1 hasta el nodo 3 en dos pasos pero
que hay tres maneras distintas de ir desde el nodo 2 hasta el nodo 3 en tres etapas. Estas
ultimas pasando y repasando por la misma arista varias veces.

Al haber cuatro nodos, la matriz de proximidad es de dimensiones 4 x 4. El célculo
de los valores propios de esa matriz requiere resolver la ecuacién que anula su polinomio
caracteristico de grado cuarto. La simetr’ia permite simplificar el problema desdoblandolo
en subproblemas de 6rdenes inferiores. Una base adaptada a la simetria del grafo introduce
muchos mas elementos nulos en la matriz de adyacencia. Los elementos matriciales que
combinan bases de distintas representaciones irreducibles, o distintas columnas de la misma
representacién irreducible si la representacién es de orden mayor que la unidad, valen cero.

La simetria del grafo propuesto en cualquiera de sus imagenes consta de tan solo dos
operaciones: la identidad y la operacién que permuta simultdneamente los nodos 1 con 4 y
2 con 3. Hsta forma de verlo como permutaciones de nodos es comiin a cualquier imagen
del grafo. Si se adopta la imagen puesta en segundo lugar la figura presenta una simetria
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espacial correspondiente al grupo C, mientras que la imagen presentada en tercer lugar tiene
un plano de simetria izquierda-derecha cuyo grupo de operaciones es C;. Todos esos grupos
son isomorfos y, en consecuencia, puede tomarse cualquiera de ellos pues dardn lugar a las
mismas conclusiones. De todas formas, la presentacién como grupo de las permutaciones de
nodos parece més general.

Las dos operaciones forman clases independientes y son autoinversas. Ese grupo no tiene
mas que dos representaciones irreducibles cuyos caracteres reales son:

(D(2)(3)4)  (12)(34)

I 1 1

I 1 —1

Son las representaciones simétrica y antisimétrica respecto de la permutacién de los nodos.
Los nodos se transforman por las operaciones y dan lugar a una representcién de dimen-
sién cuatro cuyos caracteres son

(M(2)(3)(4)  (12)(34)

r 4 0

Esa representacién se ha generado por aplicacién de las operaciones permutacién sobre el
conjunto de los nodos. El método de Hiickel de orbitales moleculares supone que los nodos
son ntucleos y que en cada ntcleo hay centrado un orbital atémico. La representaciéon matri-
cial es generada por la aplicacién de las operaciones del grupo (giros o reflexiones) sobre el
conjunto de los orbitales atémicos.

Esta representacién reducible es la suma I' = 2I'y @ 2I>. Habra dos combinaciones de
los nodos simétricas y otras dos antisimétricas Los proyectores sobre ambas representaciones
irreducibles son:

Pr,= 5 (E+R)

Prz = (E - R)

N = N =

Por sencillez de notacién se han indicado las operaciones con E y R.
La aplicacién del primero de esos proyectores sobre los nodos del grafo da lugar a las
siguientes combinaciones:

1
1 Y

Pr, ny 7 (1 + ng)
1

Pr,n2 = = (n2 + n3)
2
1

Pr,n3 = 5 (n2 + n3)
1

Pr,ng = = (ng + ng)
2
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Solo hay dos combinaciones linealmente independientes que son (n + n4) y (n2 + ns)
salvo factores de normalizacién. Igual ocurre con la proyeccién sobre el subespacio de la
reprsentacién antisimétrica. En resumen, y puesta en forma matricial, la nueva base adap-
tada a la simetria del problema corresponde a la transformacién ortogonal

1 1
0 L o0
1 1
R .
n Ny m3 ng |’
1 1
0 7 0 —7
L0 ! 0

Las dos primeras columnas corresponden a la representacién Iy y las dos iltimas a la anti-
simétrica.
La matriz de adyacencia transformada queda en la forma

%oo% 0100 %o%o
0 &5 5 0 1010 o%o%_
5 0 0 = 01 01| |0 & 0 -
0 &5 -5 © 0010 5 0 -5 0
010 0
110 0
000 1
00 1 —1

en que claramente se aprecia que se ha desdoblado en dos bloques independientes de dimen-

siones ambos 2 X 2 a lo largo de la diagonal principal sin que hayan cambiado ninguno de los

invariantes de la matriz, entre ellos sus valores propios. Simplemente es més facil calcular los

valores propios de esta matriz que de la primitiva pues se pueden calcular los valores propios

de cada bloque por separado. Es precisamente una de las ventajas que aporta la simetria.
El polinomio caracteristico estd descompuesto en dos factores

P(A) = det|A — A1 = A2 —A—1) (A2 +A 1)

el primero de los cuales corresponde a la parte simétrica, al primero de los bloques, y el
segundo a la parte antisimétrica. Los valores de A que anulan ese polinomio caracteristico
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son 1+£/§’ 1-v5 —13\/5’ —

2 )
dos del antisimétrico.

1;‘/5. Los dos primeros proceden del factor simétrico y los otros

Pero en esos valores propios se pone de manifiesto otra forma de simetria no contemplada
hasta aqui. Los valores propios de la parte antisimétrica son los opuestos de los de la parte
simétrica. El grafo de cuatro nodos que se viene usando como ejemplo es especial en el
sentido de que los nodos se pueden separar en dos subconjuntos de manera que los nodos
de un subconjunto enlacen con los del otro subconjunto pero no entre ellos. Es un grafo
alternante. Si se ponen marcas para distunguir los de un subconjunto de los del otro, por
ejemplo, los nodos de un subconjunto marcados con un asterisco y los del otro con una cruz
o con distintos colores,

—o —
nada impide permutar las marcas sin que cambie el problema. El resultado es que los valores
propios se agrupan por parejas, un valor y su opuesto. La simetria frente a la permutacién
de las marcas corresponde a la simetria de cambio de signo de los valores propios. El
polinonio P(A) es el mismo que P(—A). Si el ntmero de nodos de un grafo alternante es

impar, P(A) = —P(—A), al menos uno de los valores propios de su matriz de proximidad es
cero.

Otras matrices relacionadas con las de adyacencia son las matrices laplacianas. Se definen
como G — A en que la matriz G es una matriz diagonal en que los elementos diagonales
indican el namero aristas que tienen conectan un nodo con el resto. En el estudio de
estructuras moleculares, ese nimero seflala con cuéntos enlaces estd unido un atomo. Las
matrices laplacianas son semidefinidas positivas, sus valores propios reales tienen el valor
cero como cota inferior.

6.4 Ejercicios

Problema 6.4.1 ;Qué relaciones hay entre los operadores de proyeccion sobre sube-
spactos asoctados con representaciones irreductbles?

Problema 6.4.2 En el estudio por el método general de Orbitales Moleculares de la
especie OF,, (Cay), se utilizado una base de orbitales atémicos consistente en los or-
bitales 2s, 2pyx, 2py, 2p. centrados en cada uno de los tres dtomos. Transformar la base
para que sea adaptada a la simetria.

Problema 6.4.3 En un ton como Ni(CN4)2*, (Dg4n), determinar los caracteres de la
representacién que tiene como base los cinco orgitales tipo d del dtomo central. Com-
probar si es reducible. Si los es, encontrar las combinaciones lineales necesarias para
que la nueva base lo sea de las representaciones irreducibles.

Problema 6.4.4
Problema 6.4.5

Problema 6.4.6 Determinar la stmetria de las coordenadas normales y modos de vi-
bracion de la molécula de H,CO en su estado electrénico fundamental.
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Problema 6.4.7 La molécula de etileno tiene la simetria Dy, en su estado electrénico
fundamental. Sin embargo, en algunos de sus estados electrénicos excitados la simetria
corresponde al gruypo D2q. Determinar la simetria de las coordenadas normales y
modos de vibracién de esta molécula en esos estados excitados.

Problema 6.4.8 Determinar la simetria de los modos normales de vibracién de [PtCly]%~
en su conformacion cuadrangular plana.

Problema 6.4.9 Determinar la stmetria de los modos normales de vibracion de cis-
[Pt(NH;)2Cl;] en su conformacién plana en el grupo central.

Problema 6.4.10 A veces una determinada representacion irreducible no aparece entre
los modos normales de vibracién de una molécula. Tal ocurre con la representacion A,
en el caso de la molécula NH3 piramidal reqular. Es una peculiaridad de la molécula
pero no del grupo puntual. Encontrar otra molécula, también con el grupo puntual
Csv, mds complicada que NH3, que tenga algin modo normal de vibracion de stmetria
Aj;.

Problema 6.4.11 Determinar la stmetria de los modos normales de vibracién de la
conformacién molecular (C = CH,)3 plana con un eje ternario de simetria. Determi-
nar cuales de esos modos normales implican deformaciones fuera del plano molecular.

Problema 6.4.12 Determinar la simetria de los modos normales de wvibracién del
dcido C,05.

Problema 6.4.13 Determinar la stmetria de los modos normales de vibracion de octaclo-
ro-ciclo-octano en dos de sus postbles conformaciones: La que tienen todos los dtomos
de H en posicion ecuatorial y la que tiene sus dtomos de H alternativamente azial y
ecuatorial.

Problema 6.4.14 La matriz de contigiiedad de una cadena lineal, abierta en sus ez-
tremos, de nodos presenta la estructura

01T 00
1T 0 1 0
01T 01
0 010
Comprobar que sus valores propios obedecen la relacion Ay = —2cos nk—ﬂ stendo n el

numero de nodos
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Problema 6.4.15 La matriz de contigiiedad de una cadena lineal, cerrada sobre si
misma, de nodos presenta la estructura

010 1
1 0 1 0
010 0
100 0
Comprobar que sus valores propios obedecen la relacion A = 2(:052]‘771 stendo n el

numero de nodos

Problema 6.4.16 Encontrar la matriz tnversa de

c a b d c
M=1v b abbd
c d b a c

Ayuda: Puede tomarse como la matriz de adyacencia ponderada de un grafo. Por
transformacion de semejanza se puede llevar a forma diagonal por blogues, obtener
los tnversos de los bloques y deshacer la transformacion.

Problema 6.4.17 Calcular los valores propios de la matriz
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Problema 6.4.18 Calcular los valores propios de la matriz

Problema 6.4.20 Estudiar por el método simple de Huckel de orbitales moleculares el
sistema Tt de los electrones del hidrocarburo cuyos dtomos de C presentan la siguiente
matriz de adyacencia:

001 000

001 000

Problema 6.4.21 Estudiar por el método simple de Huckel de orbitales moleculares el
sistema 7t de los electrones del hidrocarburo cuyos dtomos de C presentan la siguiente
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matriz de adyacencia:

Problema 6.4.22
Problema 6.4.23
Problema 6.4.24

Problema 6.4.25
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Capitulo

Grupos y Mecanica Cuantica

La Mecénica Cuéntica se ha revelado como el instrumento més eficaz en el estudio de atomos,
moléculas o cristales y, en general, de sistemas constituidos por particulas elementales. Para
los estudios de la Quimica esas particulas elementales son nicleos y electrones. Se acepta
que las particulas elementales poseen masa, carga eléctrica y momento angular intrinseco de
espin La descripcidén del estado de un sistema en un momento determinado se hace por medio
de una funcién matematica de variable compleja que debe cumplir una serie de requisitos, y
que depende de las coordenadas de posicién de las particulas que forman el sistema, de sus
momentos angulares de espin, si son relevantes en un problema concreto, y del tiempo.

La interpretacién habitual de la funcién matemaética es estadistica, el cuadrado de su
médulo, |W[? = WW* se asocia a densidades de probabilidad, pero su evolucién en el
tiempo es plenamente determinista.

Lj %‘P(F,t) = AVY(F t) (7.1)
Es la conocida ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo. El operador A coresponde
a la funcién Hamiltoniana de la Mecéanica Clasica.

Las transformaciones de las variables de un problema que se pueden estudiar pueden ser

clasificadas como

e Traslacién o inversién del tiempo. Es una operacién aplicable a la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo.

e Traslacién en el espacio.

e Simetria espacial: giros, reflexiones, inversién y giros impropios del sistema coorde-
nado.

e Permutacién de coordenadas de posicién de particulas idénticas.
e Simetrias dindmicas.

Cada una de esas invariancias da lugar a un grupo de operaciones. El grupo de todas las
invariancias del Hamiltoniano es el producto directo de todos los grupos anteriores.

93
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La invariancia de las ecuaciones frente a la traslacién del tiempo estd asociada a la
conservacién de la energia total del sistema. El operador traslacién en el tiempo en cuantia
T modifica las funciones que describen el sistema en la forma

O(MVY(Ft) = V(Ft) = YFt—n1)

El desarollo en serie de W(¥,t — T) a partir del punto en que T = 0 conduce a la expresién

2 2 3 3
O(1) V(7 1) :( 0 , o T3

N H
]—Ta#‘im—i@ﬁ“"') Y(Ft) = e "ot V(¥ t)

La expresién precedente resulta particularmente sencilla cuando el operador de Hamilton no
depende explicitamente del tiempo, pues en tal caso, con la ayuda de la ecuacién (7.1), se
deduce que O(t) = etTh/n,

Un razonamiento similar permite escribir el operador asociado a la traslacién continua
en el espacio tridimensional, g, del sistema de coordenadas.

OsW(F 1) = W(F—Ft) = e PYW(F ) = e WP/ hy(F )

El operador traslacién en el espacio estd, en consecuencia, vinculado a la cantidad de
movimiento, al impulso lineal. Asi escrito es un operador unitario pues p es un operador
hermitico.

7.1 Niveles energéticos

Si el operador de Hamilton es independiente del tiempo, es posible encontrar soluciones
particulares de la ecuacién anterior en que las variables posicién y tiempo aparezcan en
factores independientes.

Y(F,t) = O(F) e EV7 (7.2)

Son los estados estactonartos con un contenido concreto de la energia total. La denomi-
nacién indica que el cuadrado de su médulo es independiente del tiempo, YW¥* = @ ®*.
La cantidad E que ahi aparece, y que ha permitido la separacién de variables, es uno de los
posibles valores propios del operador de Hamilton.

A ®F) = ED(F) (7.3)

Los posibles valores de E se identifican con los posibles niveles energéticos del sistema en
cada estado estacionario descrito por la respectiva funcién @.

La existencia de varias funciones @ linealmente independientes, asociadas al mismo valor
de E, es la degeneracion del correspondiente nivel energético. Si un indice sefiala un nivel
energético E;, otro u otros indices se necesitan para identificar las distintas soluciones degen-
eradas. De momento, las distintas funciones degeneradas, @iy se distinguiran por el indice
k que puede tomar g; valores distintos, tantos como la degeneracién del nivel energético.

Como en cualquier otra area de la Fisica y de la Quimica, las invariancias de las ecua-
ciones condicionan sus soluciones. La Teoria de Grupos permite clasificar las soluciones
estacionarias antes de resolver el problema. La ecuacién de valores y funciones propias es
una igualdad entre funciones matematicas. Se transforman si hay un cambio en las variables
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de la siguiente manera: si R transforma las variables, Og transforma las funciones que de
ellas dependen
Or A @y = E;{ O Dix

e insertando el operador identidad entre A y ©

Or AOg' Or @i = E; O Dix

~— N—— N——
la nueva ecuacién indica que la funcién transformada (Og @y ) es funcién propia del operador
transformado Oy A OE1 correspondiente al mismo valor propio E;.

Esa relacién es mas general pues indica cémo se transforman las funciones por la trans-
formacién de las variables y también cémo se transforman los operadores que acttian sobre
esas funciones.

Especial interés tienen las operaciones O que dejan invariante el operador de Hamilton

OorRO;' =R Or A = A0

o que, dicho de otra manera, que conmutan con él. Si hay otra transformacién que también
conmuta con A, Os A = A Og, tal que el producto de ambas operaciones, aplicacién sucesiva
de dos de esas transformaciones, es otra transformacién que también conmuta con ﬂ,

OsOr A 0;'0O5'= A OsOg A= A 0rOs
~— —— ~— ~—
orAo0;'=A OrA= A0t

estamos ante el grupo de las operaciones que conmutan con A. Existe la operacién identidad
que consiste en no transformar, existe la operacién inversa de otra y faltaria por compro-
bar que el producto posee la propiedad asociativa para confirmar que el conjunto de las
transformacione forma un grupo. Es el grupo del operador de Hamilton.

Puede decirse que el operador de Hamilton forma base de un espacio lineal de operadores
de dimensién unidad que es base de la representacién irreducible totalmente simétrica de su
propio grupo. Las funciones propias de este operador poseen, en general, inferior simetria.
La relacién de funciones propias también se cumple con las funciones transformadas

A (Or ®ix) = E;i (Og D)

de donde se deduce que (Og ®@ix) no puede ser linealmente independiente del conjunto de
las funciones @iy ; ha de ser una combinacién lineal de ellas.

gi
Or Oy = Z @i Du(R)
1

Si el nivel energético es no degenerado, el efecto de la transformacién se reduce a la multi-
picacién por un factor de fase, por un niimero complejo de médulo unidad, el®.

Las g; funciones propias del operador de Hamilton, asociadas al mimsmo valor propio
de la energia, y que describen los g; estados degenerados, forman base de un espacio lineal
de funciones estable bajo las operaciones que dejan invariante al operador de Hamilton y,
por tanto, forman base de una representacién matricial del grupo cuya dimensién coincide
con la degeneracién del nivel energético. Habitualmente es una representacién irreducible




96 Capitulo 7

del grupo por lo que las soluciones particulares degeneradas entre si se etiquetan con la
representacién irreducible p-ésima en la que forman base.
W _ % ) pw
or @y =Y o}’ DR
1

Las transformaciones, cuyo efecto sobre las funciones propias de A se analiza, suelen ser
isometrias que preservan las distancias entre los puntos. Por ello, y para funciones @y
ortonormales, las matrices representacién D (") (R) son matrices unitarias. Todas las propie-
dades de las representaciones matriciales irreducibles del grupo mediante matrices unitarias
son aplicables a las representaciones generadas por las funciones propias del operador de
Hamilton asociadas a cada nivel energético discreto. En particular, son aplicables todas las
relaciones deducidas a partir del Gran Teorema de la Ortogonalidad.

En el caso poco frecuente en que las matrices correspondan a una representacién re-
ducible se dice que hay una degeneracion accidental, niveles energéticos que coinciden “por
casualidad”. Sin embargo, esas casualidades no se suelen dar en la Ciencia y, para la mayor
parte de los casos analizados, ha acabado por encontrarse que la simetria empleada, el grupo
de operaciones, no refleja la simetria completa del problema, del operador de Hamilton, sino
que hay otro supergrupo del que este es un subgrupo de manera que los estados degenerados
asociados a un nivel energético forman base de una representacién ireducible.

La clasificacién de los estados estacionarios, soluciones de la ecuacién de Schrédinger
independiente del tiempo, de un operador Hamiltoniano hace uso de la simetria para es-
tablecer una correspondencia entre los nimeros cuénticos y las representaciones irreducibles
del grupo de las invariancias.

El operador de Hamilton consta de contribuciones debidas a las energias cinéticas de las
particulas que constituyen el sistema y de otros términos de energia potrencial en que se
recogen las interacciones mutuas y con campos externos. Las primeras implican operadores
en forma de laplacianas. Las laplacianas son invariantes frente a todas las operaciones
giros propios e impropios, reflexiones y la inversién del sistema de coordenadas. Se de-
nominan simetrias espactales o geométricas para distinguirlas de las stmetrias dindmicas
que afectan no solo a las coordenadas de posicién sino que incluyen transformaciones de
los impulsos o cantidades de movimiento. Por tanto, para establecer qué transformaciones
conmutan con el operador de Hamilton ha de prestarse atencién a la energia potencial.

La otra cuestiéon a considerar es que habitualmente se buscan soluciones particulares
aproximadas dentro de un espacio lineal finito, subespacio del espacio de Hilbert en que se
ha planteado el problema. Es el resultado de la proyeccién de la ecuacién de Schrodinger,
ecuacién (7.3), sobre ese subespacio. La simetria pertinente para ese problema no es, por
tanto, la del operador de Hamilton sino la de su proyeccién sobre el espacio lineal de trabajo.

7.1.1 Elementos matriciales

Los valores propios del operador de Hamilton se obtienen diagonalizando su representacién
matricial en el espacio lineal de trabajo. Para ello se busca una base en ese espacio lineal,
Xi, v se resuelve el sistema de ecuaciones lineales

Z Hyicui = By Z Sxicu vk, i (7.4)
1 1
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donde
Hiw = (xx|Axu) Skt = (xx Ix1)

El resultado equivale a haber desarrollado las soluciones aproximadas, ¥;, de la ecuacién de

Schrddinger en el espacio de trabajo como combinaciones lineales de una base de ese espacio,

Wi = > Xxkcki- La matriz cuadrada S recoge la “métrica” de esa base en ese espacio lineal
k

y la matriz H es la representacién matricial de A en la misma base. Ambas son matrices
hermiticas y la matriz S es ademés definida positiva.

El procedimiento habitual consiste en transformar la base de manera que tanto la re-
presentacién matricial del hamiltoniano como la matriz S queden en forma diagonal. Nueva-
mente este es un problema de cambio de base en un espacio lineal. Aqui es donde la simetriay
la Teoria de Grupos juega un papel relevante pues permite simplificar el problema y clasificar
sus soluciones.

Si, en vez de tomar una base arbitraria como base del espacio lineal de trabajo, se
escoge una base adaptada a la simetria del problema, tanto la matriz S como la matriz
H quedan diagonalizadas parcialmente en bloques diagonales, cada uno de los cuales esta
relacionado con una de las representaciones ireducibles del grupo correspondiente. En efecto,
las funciones que forman base de distintas representaciones irreducibles son ortogonales entre
si. Solamente son distintos de cero los elementos de la matriz S tales que uno de sus indices
sefiala una funcién base de una representacién irreducible y el otro indice sefiala una funcién
base de la representacién complejo-conjugada de la anterior.

La razén es muy sencilla. Para que el resultado de una integracién sea distinto de cero se
requiere que el integrando sea totalmente simétrico, o bien contenga una parte totalmente
simétrica. Segun se apuntd en la pagina 65, eso solo se alcanza cuando ese elemento matricial
es el resultado del producto de una funcién base de una representacién irreducible por otra
que sea base de la representacién irreducible complejo-conjugada de la anterior®.

En el caso de representaciones irreducibles de 6rdenes superiores a la unidad, se puede ir
un poco més adelante e indicar que esa condicién no solo afecta a funciones que formen base
de representaciones irreducibles distintas sino que incluso a las que forman base de distintas
columnas de la misma representacién.

Demostraciéon: Si cada uno de los factores forman base de una columna
de una representacion irreducible ha de ser porque es el resultado de una
proyeccién sobre el subespacio asoctado a esa columna de la representacion
matricial.

(6 ) = (P [Pt 00 = [ (PE02) (PL0) ae
= [on (PR) () G

En esa expresion se ha indicado con T el conjunto de las variables del pro-

blema sobre las que se realiza la integracion. De acuerdo con la definicion

! En la mayor parte de los grupos puntuales de interés en Quimica una representaciéon y su complejo-
conjugada son equivalentes, los elementos matriciales de la representacién son reales. Ambas representaciones
son la misma. Por ello se puede decir que ambos factores en Sy han de ser base de la misma representacién
irreducible y asi aparece a veces enunciado
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de la ecuacion (6.2), el operador de proyeccion sobre una columna hace uso
de las matrices representacion y no solo de sus caracteres. El operador

(v _ T V) p—1y)"
LY _éé(mkﬁm ") Ok

indica la proyeccién sobre el subespacio asociado a la columna k-ésima de
la representacién complejo-conjugada de la v-ésima. Su operador adjunto

v T v —
(PLk)) = % Z Dl(<k)(R 1)O£

REG
ny B
= 1g 2 DR Op
REG
Ty . )
=Gl > D (R) O = Py
REG

cotncide con el mismo operador. El producto de los proyectores
(v*) p(w) * (1)
P P = 87 o Py

se anula a no ser que la representacion v* en la que forma base el factor de
la 1zquierda coincida con la representacion w en la que forma base el factor
situado a la derecha en el producto escalar y si ambos factores no forman
base de la misma columna de sus respectivas representaciones irreducibles.
St las matrices representacion son reales, puede decirse que los 1unicos ele-
mentos matricitales del producto escalar no nulos son aquellos en que ambos
factores forman base de la misma representacién irreductble. [

Una base adaptada a la simetria del problema da lugar a una matriz S en bloques a lo
largo de la diagonal, cada bloque asociado a una representacién ireducible y su complejo-
conjugada. Si la adaptaci’on a la simetria llega a separar por columnas de una misma
representacién irreducible de dimensiones superiores a la unidad, su bloque asiociado esta,
a su vez, descompuesto en subbloques diagonales independientes asociados a las distintas
columnas de la representacién; todos los subbloques idénticos. Los elementos exteriores a
estos bloques diagonales son todos nulos.

La utilizacién de una base adaptada a la simetria del problema no solo da lugar a una ma-
triz S en bloques sino que también aparece en bloques diagonales la matriz representacién del
Hamiltoniano. Dicho de otra manera, las funciones adaptadas a la simetria del problema no
solo son ortogonales sino que también son no interaccionantes con respecto al Hamiltoniano.

Basta para demostrarlo modificar ligeramente la demostracién anterior insertando el ope-
rador de Hamilton entre las funciones de la izquierda y de la derecha del producto escalar. Los
operadores de simetria conmutan con el Hamiltoniano pues son precisamente los elementos
del grupo de las operaciones que lo hacen, son elementos del grupo del Hamiltoniano.

Un par de ejemplos permiten aclarar lo expuesto. El problema de una particula de masa
m encerrada en un “caja” de potencial monodimensional que se extiende desde x = 0 hasta
x=1 FLZ dZ

. < x <
A 2m dx? 0<x<T)
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tiene soluciones exactas bien conocidas y presentadas en cualquier texto elemental de Mecanica

‘{’n\/%sin$ (0 <x <1

Pero busquemos soluciones aproximadas en el espacio lineal desarrollado por las siguientes

Cuéntica.

funciones linealmente independientes que se anulan el los extremos de la “caja’

2L 3L 4L
=5 (5) (-5) (Y
L L 2L 5L
5) () (- 5) (%) (=)
El operador de Hamilton tiene una clara simetria: es invariante frente a la transformacién
de la variable x < L — x. El grupo de operaciones de simetria no contiene mas que dos

operaciones: la identidad y esa operacién reflexién en el centro de la “caja”. Tiene, en
consecuancia, dos representaciones irreducibles.

E xe L—x

[N 1

|1 —1

Una de ellas corresponde a las funciones que no cambian de signo al efectuar la reflexién en
el centro de la caja y la otra a las que cambian de signo. Las soluciones exactas son unas
simétricas y otras antisimétricas frente a esa operacién de simetria. La base de funciones que
se ha escogido ya es adaptada a la simetria del problema, pues las funciones @; escritas mas
arriba son alternativamente simétricas y antisimétricas, es decir, forman base de una u otra
representacién irreducible. Una mera reordenacién de la base, las de indice impar que son
simétricas separadas de las de indice par, antisimétricas, hace que tanto la matriz S como la
matriz H aparezcan descompuestas en bloques diagonales, el que corresponde a las funciones
simétricas separado e independiente del que corresponde a las antisimétricas. Los bloques
no diagonales mixtos son nulos. El problema se ha descompuesto en dos subproblemas
independientes: el de las funciones simétricas y el de las antisimétricas. Las soluciones
aproximadas simétricas no pueden ser expresadas mas que como combinaciion lineal de las
funciones de base simétricas y lo mismo puede decirse de las antisimétricas. La mejor o peor
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aproximacién a las soluciones exactas esta condicionada por la seleccién de las funciones de
base del espacio lineal de trabajo. De hecho, puesto que las soluciones exactas son funciones
armonicas, esta aproximacién no es sino un desarrollo de Fourier inverso.

El otro ejemplo esta relacionado con el estudio de los estados estacionarios del conjunto
de los electrones en un dtomo o en una molécula. Si el operador de Hamilton no incluye tér-
minos de interaccién en que participen los espines de los electrones, el espin total del sistema
es una constante de movimiento, sus operadores asociados conmutan con el de Hamilton. Los
estados propios del Hamiltoniano pueden ser catalogados con estados singuletes, tripletes,
quintetes, etc. si el nimero de electrones es par y como dobletes, cuartetes, etc. si es impar.
Si la base de representacién es adaptada a la simetria del problema, son funciones las unas
correspondientes a singuletes, otras a tripletes, etc. la representacién matricial del Hamil-
toniano aparecera en bloques, el bloque de los estados singuletes separado e independiente
del de los tripletes, etc. Un estado singulete, expresado en esa base, no puede ser mas que
combinacién lineal de funciones singuletes y lo mismo puede decirse para otros tipos de
estados.

7.1.2 Reglas de Selecciéon

La interaccién entre la materia, &tomos, moléculas o cristales, con la radicaién electromag-
nética da lugar a toda una pléyade de fenémenos que sirven, entre otras apicaciones, con
fines analiticos para identificar la especie y también para el estudio de la propia estructura
de la materia. De entre todos los distintos modos de interaccionar tiene especial importancia
la posibilidad de que, como resultado de la interaccién, la materia haya pasado de un estado
estacionario a otro ganando o perdiendo la energia correspondiente. Son las transiciones
espectroscopicas. Si la materia ha ganado en energia se dice que ha absorbido parte de la
radiacién electromagnética. Si, por el contrario, ha perdido energia se dice que ha habido
un proceso de emisién. Procesos también relacionados son los de la dispersién de la lug, sin
o con cambio en la longitud de onda o su frecuencia. Estos altimos fendmenos de conocen
como dispersién Raman. En cualquier caso estos fenémenos no agotan los posibles resultados
de esa interaccién.

Si se presta atencion a los fenémenos de absorcién y emisién de luz se encuentra que no
es posible una trasicién de cualquier estado estacionario a cualquier otro estado; tan solo son
posibles transiciones que cumplan una serie de requisitos. Todos los requisitos se pueden
condensar en la necesidad de que el resultado

(Yiniciat | O V¥final)

sea distinto de cero. El operador O indica el tipo de interaccién que se estudia.

En la espectroscopia que se estudié hasta la puesta en servicio los laseres, el operador 0
es el operador asociado al momento dipolar eléctrico. Puesto de manera méas completa lo
que se requiere que sea distinto de cero es el resultado del producto escalar

<‘Pinicia1 ‘gwﬁnal> £

donde el vector £ es el campo eléctrico de la radiacién electromagnética e indica la direccién
de su polarizacién. Es decir, se requiere que el resultado de la integracién sea distinto de
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cero y, como vector, que no sea ortogonal a la direccién de polarizacién de la luz que induce
la transicién.

Como en €l caso de los elementos matriciales del hamiltoniano, para que el resultado
de la integracion sea distinto de cero, el integrando ha de ser o ha de contener una parte
totalmente simétrica. La diferencia fundamental estriba en que el grupo de operaciones de
simetria que se esta considerando es justamente el grupo que deja invariante el hamiltoniano.
En ese grupo el operador de Hamilton forma base de la representacién irreducible trivial to-
talmente simétrica. La separacién en bloques de la representacién matricial del hamiltoniano
coincide con los bloques de la matriz de la “métrica”. En el problema de las transiciones
espectroscépicas, las tres componentes del momento dipolar eléctrico forman base de una
representacién del grupo reducible o irreducible. En el analisis de las posibilidades de que sea
o no sea nula la integral han de tenerse también en cuenta las transformaciones del operador
bajo las operaciones del grupo.

En el grupo Cjs,, cuya tabla de caracteres de sus representaciones irreducibles esta
recogida en la tabla 5.7, la componente p, del momento dipolar forma base de la repre-
sentacén A mientras que las componentes {py, py} forman base conjuntamente de la rep-
resentacién irreducible E. Si la radiacién electromagnética estd polarizada en la direccién
z son posibles transiciones A; < A, Ay, « Ay, E«— B, pero son transiciones prohibidas
Ay & Ay, Ay & E, A, & E, pues el producto directo A ® A1 ® E = E ni es ni contiene
parte totalmente simétrica. Son las transiciones que habitualemente se indican como ||, pues
su polarizacién es paralela al eje principal de simetria. En cambio, las transiciones con po-
larizacién transversa se indican con el simbolo L. Son las que permiten las componentes
{px, Py} del momento dipolar. Con esta polarizacién la transicién Ay < E es permitida pues
el producto directo de las representaciones irreducibles A @ EQE = A; & A, ® E presenta
una componente totalmente simétrica A;.

Las transiciones por momento dipolar eléctrico son uno de los posibles mecanismos de
la interaccién entre la materia y la radiacién electromagnética. Otros mecanismos incluyen
interacciones a través de momentos cuadrupolares eléctricos o de orden superior asi como
momentos multipolares magnéticos.

Las transiciones espectroscopicas permitidas se recogen en reglas mnemotécnicas cono-
cidas como Reglas de Seleccién. Estas reglas incorporan habitualmente en su enunciado el
mecanismo de interaccién a no ser que se deduzca del contexto. Por ejemplo, “Reglas de
Seleccién por momento dipolar eléctrico”.
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Capitulo

Simetria de las permutaciones

8.1 Grupo simétrico

Permutar los objetos es ordenarlos de otra forma. Los objetos pueden ser reales como los
comensales sentados a una mesa, o los electrones de un sistema de interés fisico o los niicleos
idénticos en una molécula. Pueden también ser las variables de una funcién o las coordenadas
espaciales de un punto material. El estudio de las permutaciones de n objetos es importante,
entre otras razones, porque hay un Principio General de Simetria/Antisimetria para las
funciones que describen bosones/fermiones frente a la permutacién de las coordenadas —
espacio-espin— de dos de esas particulas o, si se prefiere, hay un Principio de Exclusién
de Pauli que condiciona la forma de las funciones de onda que describen un conjunto de
electrones. Ademaés, segtn el teorema de Cayley, cualquier grupo de orden n, n elementos
en el grupo, es isomérfico a un subgrupo del grupo de las permutaciones de n objetos.

8.1.1 Permutaciones

Las permutaciones de n objetos forman grupo. Lo vemos con un ejemplo de cinco objetos
etiquetados siguiendo una pauta concreta como el orden alfabético.

A B C D E
D B E C A

Los objetos de la fila superior han sido sustituidos por los que se encuentran inmediatamente
debajo en la fila inferior. El objeto A, ha sido sustituido por el que lleva la etiqueta D, el
de la D, por el de la etiqueta C, etc. La misma permutacién puede ponerse en la forma

C E D A B

E A C D B

103
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ademaés de otras varias pues, de esas formas, se quieren indicar las mismas sustituciones de
los objetos. Son los objetos los que se reemplazan unos a otros independientemente de cémo
se hayan etiquetado para su identificacién. Las permutaciones han de verse como una serie de
operaciones que actiian sobre un conjunto de objetos. Esta independencia de la naturaleza
de los objetos permite un estudio de las operaciones permutacién haciendo abstraccién del
conjunto de objetos al que se aplica.

No todas las permutaciones reemplazan todos los objetos; en el ejemplo el objeto B no
ha sido reemplazado por ningin otro. El conjunto de las n! operaciones permutacién que
actian sobre n objetos cumple los postulados que definen un grupo.

e Hay una ley de combinacién interna —producto de operaciones permutacién— que
consiste en la permutacién sucesiva de los objetos de acuerdo con dos operaciones dis-
tintas. En principio, este producto no es conmutativo y su resultado es independiente
de la naturaleza de los objetos, sean éstos electrones o asistentes a una reunién, que
son reemplazados unos por otros.

A B CDE A B CODE
Py = P, =

D B E C A C E A D B

A B C D E

D E B A C
El resultado es otra permutacién de los mismos objetos. Por la primera permutacién,
el objeto A es reemplazado por D y, por la segunda permutacién, D no es reemplazado
por ningtn otro. En resumen, como resultado de la aplicacién de ambas permutaciones,
A es reemplazado por D. Al mismo tiempo el objeto D es reemplazado sucesivamente
por C y éste, a su vez, por A. Como convenio, en general se acepta que la primera
permutacién que se aplica a los objetos es la que figura mas a la derecha aunque otras

opciones también aparecen en la literatura cientifica.

e Existe la operacién identidad que consiste en dejar los objetos como estén.

A B C D E
A B C D E

Como tal operacién identidad ha de cumplir que
eP = Pe =P

sea cudl sea la operacién P.
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e Para cada permutacién de los objetos existe la permutacién inversa que consiste en
volver los objetos a como estaban en la situacién precedente.

A B C D E A B C D E
P = P! =

D B E C A E B D A C

P'P=PP ' =¢

La operacién inversa de una dada lo es igualmente por la izquierda que por la derecha.
El producto de una permutacién por su inversa es la identidad.

e El producto de las permutaciones tiene la propiedad asociativa,

A B CDE
Py =

D E A C B

A B CDE
P3P, =

A B D C E

A B C D E
P3P, Py = (P3P3) Py = P3 (P2Py) =

C B EDA

Elllamado Grupo Simétrico esta formado por las n! permutaciones distintas de n objetos
y, habitualmente, es indicado por el simbolo S, .

8.1.2 Estructura ciclica de las permutaciones

Las permutaciones poseen una estructura ciclica. Para ponerlo de manifiesto volvemos a
reescribir la permutacién anterior de otra forma:

A D C E B A D C E||B
P = =

D C E A B D C E A/ \B

El objeto A ha sido sustituido por el D, éste por el C, el C por el objeto E y, finalmente,
el E por A cerrando el ciclo. El objeto B no ha cambiado de posicién. En esa estructura
en ciclos no hay objetos comunes a dos o més ciclos. Son ciclos independientes que atafien
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a distintos objetos, a subconjuntos disjuntos de objetos. El producto de permutaciones que
actian sobre subconjuntos disjuntos de objetos es conmutativo.

A D C E||B B||A D C E
D C E AJ\B B/\D C E A
El ciclo
A D C E
D C E A

también se puede escribir como

D C E A

C E A D

o en otras multiples formas que mantengan la misma relacién entre los objetos de la fila
superior y los de la segunda. Escribiendo la primera sustitucién, el resto de la notacién es
obligada si no se quiere que se trate de otra permutacién distinta.

Se puede simplificar 1a notacién de las permutaciones si se anotan solamente la secuencia
de reemplazamientos. La misma permutacién se puede escribir de multiples formas pues
solamente se tiene en consideracién qué objeto reemplaza a otro dado.

P = (ADCE) (B) = (EADC)(B) = (B) (CEAD) = - -

En esa notacién cada objeto es reemplazado por el que viene a continuacién hasta llegar
al altimo del ciclo que es reemplazado por el que figura en primer lugar. De esta manera
también se pone de manifiesto que la permutacién de los cinco objetos se puede descomponer
en producto de una permutacién ciclica de cuatro objetos, por otro ciclo que no afecta mas
que al quinto objeto que no ha sido reemplazado. El nimero de elementos en un ciclo es
su longitud. Los ciclos de longitud uno, que indican que un objeto no ha sido sustituido
por ningtn otro pueden suprimirse si no da lugar a equivocos pues no afecta al resultado
de la permutacién. Por ejemplo, la permutacién (CD) indica que los objetos C y D se han
intercambiado entendiéndose que sin modificar el resto de los objetos.

Las permutaciones indicadas como P; y P2 en el apartado anterior se escriben en esta
notacién en la forma

P; = (ADCE) (B) P, = (AC) (D) (BE)

y su producto
P,P; = (AD)(BEC)

consta de un ciclo de dos objetos por otro ciclo de tres.
Una misma permutacién puede escribirse como producto de ciclos de multiples formas
equivalentes pues el producto de ciclos independientes es conmutativo y un mismo ciclo
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puede también escribirse de varias maneras. Es la estructura ciclica de la permutacidn,
es decir, en cudntos ciclos independientes se descompone una permutacién y cuéles son sus
longitudes respectivas.

La identidad sera representada por

e = (A)(B)(C) (D) (E)

tantos ciclos de un objeto como objetos hay presentes.
El operador inverso de una permutacién consta de los mismos ciclos con los mismos
objetos pero escritos en orden inverso o en alguna desde sus formas equivalentes.

P = (ADCE) (B) P~! = (ECDA) (B) = (CDAE)) (B)

Una permutacién y su inversa tienen, por tanto, la misma estructura ciclica.

En cada grupo S, hay una sola permutacién que conste de n ciclos de longitud unidad,
la identidad, y (n — 1)! permutaciones que constan de un solo ciclo de n objetos, ademas
de otras permutaciones con un nimero de ciclos intermedio. El ntmero medio de ciclos
independientes en que se descomponen las n! permutaciones viene dado por

1 1 1

]+§+§+"'+E

relacionado con la media armoénica H,, de los niimeros del 1 al n.

>

k=1

21—
==

1
Hn
Cualquier permutacién que solamente altera las posiciones de dos objetos (AB) = (BA)
se denomina una transposicién y es autoinversa.
Todas las permutaciones pueden expresarse como una aplicacién sucesiva de transposi-

ciones.

(ABC) = (CA) (AB) = (AB) (BC) = (BC) (AC) = ---

En este ejemplo, los factores afectan a objetos comunes. Al afectar a objetos comunes el orden
de aplicacién de esas transposiciones es importante. Esos productos no son conmutativos.
La descomposicién de una permutacién en producto de transposiciones no es tnica. En
general, un ciclo de p objetos puede ser expresado como producto de p — 1 transposiciones

(ABCD) = (AD)(AC)(AB) = (AB)(BC)(CD) = ---
pero también por p + 1, p + 3, p + 5, etc. transposiciones.
(ABCD) = (AC)(AD)(BD)(CD)(AC)

El valor de p — 1 es el minimo. Como en todos los productos de operaciones, se entiende
que la primera transposicién aplicada es la que se encuentra mas a la derecha de la cadena.

La multiplicacién de dos ciclos que tienen un elemento en comin es sencilla; basta llevar
el objeto comin a la altima posicién del factor de la izquierda y a la primera posicién en el
factor de la derecha y combinar ambos ciclos.

(DBC) (AEB) = (CDB) (BAE) = (CDBAE)
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Otras multiplicaciones que afectan a un objeto comtn como
(ABG)~' (BCDE...)(ABG) = (ACDE...)

en que el primer factor es el inverso del tercero, tienen por inico efecto reemplazar B por A
en la segunda de las permutaciones.

8.1.3 Orden de una permutacién

Como ocurre con otros grupos de transformaciones, el orden de una permutacién es la
potencia minima a la que hay que elevarla para alcanzar la identidad.

El orden de una mera transposicién es dos pues su cuadrado es la operacién identidad. El
orden de una permutacién que consta de un solo ciclo de p objetos coincide con su longitud

p.
(BDE)> = (BDE)(BDE) = (BED) (BDE)® = e

El orden de una permutacién arbitraria, productos de varios ciclos independientes, es el
minimo comuin multiplo de las longitudes de los ciclos en que se descompone. Por ejemplo,
una permutacién como (A)(BCD)(EF) que consta de un ciclo de orden uno, otro de orden
tres y el dltimo de orden dos, es de orden sexto, pues hay que multiplicarla por si misma
seis veces para obtener la identidad. Seis es el minimo comtn mualtiplo de 1,2, 3.

8.1.4 Paridad de una permutacion

Si el nimero de transposiciones en que se descompone una permutacién es par, se dice que
la permutacién es par. Si, por el contrario, ese nimero es non, se dice que la permutacién es
impar. Aunque la descomposicién en producto de transposiciones no es tinica, su paridad si
lo es.

La paridad de una permutacién también puede ponerse de manifiesto mediante un pro-
cedimiento grafico. Si representamos la permutacién por el esquema

No hay ahora mas que contar el nimero de cruzamientos en las lineas que unen los distintos
objetos antes y después de la permutacién. Si el nimero de cruces es par, la permutacién es
par. Si es un namero impar —siete en el ejemplo precedente—, la permutacién es impar.

La paridad de una permutacién puede ser también estudiada con el dlgebra matricial. Si
construimos la matriz asociada a una permutacién de manera que sea toda de ceros excepto
en la fila y columna en que un objeto es reemplazado por otro como
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D|j1 0 0 0 O

Ej0 0 1 0 O

que representa la permutacién anterior, el determinante de esa matriz es +1, el signo positivo
para la permutaciones pares y el negativo para las impares. Lia matriz asociada a un producto
de permutaciones es simplemente el producto matricial, no conmutativo, de las matrices
asociadas a cada una de ellas.

La paridad estad relacionada con la estructura ciclica. Un ciclo de un nimero par de
objetos es una permutacién impar, mientras que los ciclos con ntimero impar de objetos
indican permutaciones pares. La paridad de la permutacién coincide con la combinacién de
las paridades de los ciclos independientes en que se descompone.

Hay otra manera incluso mas sencilla de analizar la paridad de una permutacién. El
decremento de una permutacién es la diferencia entre el nimero n de objetos y el de ciclos
independientes en que se descompone. La permutacién (A)(BCD) afecta a cuatro objetos y
se estructura en dos ciclos independientes. Su diferencia, el decremento de esa permutacién,
es dos. Si el decremento es par, la permutacién es par y viceversa.

Si bien se mira, las distintas maneras de determinar la paridad de una permutacién son
todas ellas distintas formas de presentar una sola relacién.

La identidad es siempre par. Una permutacién y su inversa tienen la misma estructura
ciclica y, por tanto, la misma paridad. En el grupo hay tantas permutaciones pares como
impares.

La paridad de una permutacién P también se suele indicar por ¢p

(—1)P = {+1 para las permutaciones pares.

—1 para las permutaciones impares.

donde p el ntmero de transposiciones, par o impar, en que se descompone la permutacién
P.

La paridad de un producto de permutaciones es el producto de sus respectivas paridades.
epapy = (1P (<17 = (1)
Esa tabla de multiplicar de las paridades es 1a misma que aparece en muchos otros contextos

+o+ =+
_|_._:_
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e indica que el grupo S,, de las n! permutaciones de n objetos es homomorfico del grupo S,
que no contiene més que dos elementos {e, a}, con la tabla de multiplicar

e -e = ¢
e-a=a
a-e=a
a-a=4®e€

de manera que las permutaciones pares estén asociadas a la identidad y las impares a la otra
operacién a.

Vista la paridad como el determinante de la matriz asociada, la paridad del producto de
dos permutacion es el producto de sus respectivas paridades como el determinante de un
producto de matrices es el producto de sus determinantes.

8.1.5 Generadores del grupo

Es el conjunto minimo de operaciones a partir de las cuales, por aplicaciones sucesivas,
productos de operaciones, se pueden generar el resto de los elementos del grupo. En el caso
del grupo simétrico, una manera sencilla, aunque no la tnica, de seleccionar los generadores
es la de las transposiciones entre los objetos cuyas etiquetas sean correlativas. Son las
llamadas transposiciones adyacentes.

Siguiendo con el ejemplo de cinco objetos, todas sus permutaciones se pueden obtener
por aplicacién sucesiva de las siguientes transposiciones adyacentes:

g1 = (AB)
g2 = (BC)
g3 = (CD)
gs = (DE)

El ntimero de generadores coincide con el de objetos menos uno

g1, 92, ~°, gn—1

Todos los generadores asi escogidos son de orden dos, su cuadrado es la operacién identidad.

of = e (=12 ,n-1)
Otras relaciones entre los generadores estan dadas por las siguientes expresiones
(g1 gin1)> = e (=12 n-2)
9i9i+1 91 = Git1 9i git1 i=12-+,n-2)
gk 91 = gt 9k (k:]vzvan_3v l:k+2vvn_1)

De esas expresiones, las dos primeras son redundantes y la tltima no hace sino reflejar el
hecho de que dos permutaciones que afectan a distintos objetos conmutan entre si.

Cualquier otro grupo cuyos generadores satisfagan estas mismas relaciones ha de ser
necesariamente isomorfo al grupo S,.
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8.1.6 Las permutaciones como operaciones unitarias

El operador adjunto O, de otro dado O, es aquél que cumple la relacién

<65(D‘W> = <(D|©rly>

AN AN AN T AN
y se indica como Og = O!. Indudablemente (OI) = Oy, el operador adjunto del adjunto

es el propio operador. Los operadores que cumplen ol = O, se dicen autoadjuntos o
hermiticos.
Los operadores unitarios ( son los que preservan las normas.

(Qwidy) = (¥iv)
Haciendo uso del operador adjunto
Wy = (waraw)

Para que sea verdad independientemente de la naturaleza de ¥ se ha de cumplir que ar =
ﬂ_l, es decir, el operador adjunto de uno unitario ha de ser su inverso.

Sea una operacién que permuta las variables de una funcién f(x) donde x representa el
conjunto de variables. Sea x el conjunto de las variables permutadas por la permutacién r,
es decir, en otro orden. De acuerdo con la transformacién de las variables y de las funciones,

f'(x) = O, f(fx) = f(x)
f'(x) = O, f(x) = f(¥ 'x)
f(x) = O; ' f(#'x)

donde se ha hecho distincién entre el operador que actiia sobre las variables y el operador
0, que modifica la funcién. Como el resultado de la integracién de funciones no depende de
la denominacién de las variables sino, tan solo, de la forma analitica de la funcién y de los
limites de integracién

(f(x)| f(x)) = (f(F'x)

I
(@3
5
— —_

De ahi se deduce que @r_] = O! confirmando que se trata de operadores unitarios.

8.1.7 Clases de equivalencia de las operaciones

Las relaciones de equivalencia son una manera de clasificar los elementos de un conjunto,
en el caso presente los elementos de un grupo, con la condicién de que todos los elementos
estén en alguna de las clases y que las clases sean disjuntas, es decir, que no haya un mismo
elemento en mas de una clase. Hstas relaciones tienen las propiedades de ser reflexivas,
transitivas y simétricas.

Dos elementos de un grupo de las permutaciones, P y Q, se dicen conjugados, y son de
la misma clase, si estédn relacionados por

R'"PR =Q




112 Capitulo 8

donde R es alguna de las permutaciones del grupo S,, y R™! es su inversa.

En el grupo de las permutaciones de n objetos, las relaciones de equivalencia no modifican
la estructura ciclica de la permutacién. Esto quiere decir que las operaciones de permutacién
P y Q anteriores necesariamente se descomponen de la misma forma en ciclos independi-
entes. Por ejemplo, para cinco objetos, las permutaciones (A)(BC)(DE) y (C)(BD)(AE)
estan clasificadas en la misma clase de equivalencia o de conjugacién. Ambas constan de dos
ciclos de dos objetos y un ciclo de un solo objeto. Como una operacién y su inversa tienen
la misma estructura ciclica, las clases de equivalencia son autoinversas, una permutacién y
su inversa estan en la misma clase.

Para ordenar las clases de elementos del grupo basta, por tanto, analizar las posibles
estructuras ciclicas de las permutaciones. En general, una permutacién se descompone en
ciclos independientes con la siguiente estructura:

v1 ciclos de 1 objeto

v, ciclos de 2 objetos

Vi, ciclos de m objetos

Naturalmente, > (1vy +2v2 +--- + mv,;y) = n, todos los objetos han de estar en alguno
m
de los ciclos. El conjunto de ntimeros no negativos {v} = {vi, v, --- , v} €s una particién

del namero n. Las clases de equivalencia se identifican por las distintas particiones de n.
Con cuatro objetos, las tinicas posibilidades son:

vi=4 v =0 vz =0 v4 =0 {4,0,0,0}
vi=2 vo2=1 v3 =0 v4 =0 {2,1,0,0}
vi=0 v =2 v3=0 v4 =0 {0,2,0,0}
vi=1 v =0 v3=1 v4 =0 {1,0,1,0}
vi=0 v =0 v3 =0 v4 =1 {0,0,0,1}

Las particiones de un nimero natural n han sido ampliamente estudiadas a lo largo de
la historia. Muchas de las relaciones que aqui se mencionan ya eran conocidas por Euler.
El interés por dichas particiones en este contexto es porque catalogan las distintas clases de
equivalencia y, como se vera més adelante, las representaciones irreducibles del grupo S, .
El nimero de posibles particiones de n, y de clases de equivalencia de S,,, coincide con el
coeficiente de x™ en el desarrollo de la funcién generatriz

P(x) = 1_[(1—xk)_1 = H(1+xk+x2k+x3k+---)
k=1 k=1
— 1+X+X2+X3+---)(1+X2+X4+---)(1+X3+---)---

P(x) = T+x+2x% +3x3 +5x* +7x° + 11x® + 15x” 4+ 22x8 + 30x7 + - --
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El término 11x® indica que las 6! = 720 permutaciones de seis objetos estan clasificadas en
alguna de las once clases de equivalencia.
La estructura ciclica, y las clases de equivalencia, son habitualmente identificadas por la
notacién:
(Ve 2vz o.oomVm)

evitando los ceros. Los 4! elementos del grupo S, estan catalogados en alguna de las cinco
clases de equivalencia

(1Y), (1%2), (2%, (13), @)

donde también se ha omitido el superindice cuando es la unidad.
El namero de permutaciones que se incluyen en cada una de las clases constituye un
problema de combinatoria. A la particién {v} estan asociadas

n!
Vil IV vyl 2V2 ey I mYm

Ny} =

permutaciones. La identidad, como en todos los grupos, constituye por si misma una clase
de equivalencia (1™) vinculada a la particién {n,0,0,---}. La suma, extendida a todas las
clases de equivalencia, del nimero de permutaciones en cada clase coincide con el niimero
total de permutaciones n!.

El ntimero de permutaciones en una clase de equivalencia puede también ser obtenido a
partir del desarrollo de la funcién generatriz

o0 m o0
Xk Kk " vy Vv
—t = !E —En X7 X2 X
( k > m n! {v} % 2 n
n=m

k=1
(vi +v2+ ...+ vy = m)

y aparecen en el desarrollo del determinante

X1 X2 X3 X4 ... Xn-1 Xn
1 X1 X2 X3 Xn—-2 Xn-—1
0 2 x1 x2 Xn—3 Xn-2
0 0 3 X1 Xn—4 Xn-3
0o 0 0 0 n—-1 x

= Z(—])“‘Z Yingg xy Xy 2 X3 X

Para el caso particular de n = 4 las veinticuatro permutaciones se catalogan en clases de
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acuerdo con la siguiente distribucién:

Clase (14) 1 operacién

Clase (12 2) 6 operaciones
Clase (22) 3 operaciones
Clase (13) 8 operaciones

Clase (4) 6 operaciones

en las cinco clases de equivalencia. De estas, la primera, con un solo elemento, es la identidad,
la segunda engloba las transposiciones simples, las permutaciones incluidas en las particiones
(12 2) y (4) son las doce permutaciones impares.

8.1.8 Subgrupos

El producto de dos permutaciones pares, o de dos permutaciones impares, da lugar a otra
permutacién también par. En cambio, el producto de una par por otra impar es impar. En
consecuencia, el conjunto de las permutaciones pares, que incluye a la identidad, constituye
por si mismo un grupo.

Dentro del grupo S,, hay permutaciones que pueden presentarse como descompuestas en
ciclos independientes, todos ellos de la misma longitud. Con cuatro objetos podemos tener
las siguientes permutaciones:

(A)(B)(C)(D); (AB)(CD); (AC)(BD); (AD)(BC)

Estas cuatro permutaciones constituyen, por si mismas un grupo, subgrupo de S;4. Con los
mismos cuatro objetos se pueden también seleccionar el subgrupo formado por

(A)(B)(C)(D); (ABCD); (AC)(BD); (ADCB)

con elementos que tienen ciclos idependientes de la misma longitud. Este altimo grupo
en particular es un grupo ciclico pues sus elementos pueden obtenerse como las sucesivas
potencias de un solo generador, por ejemplo, (ABCD).

g = (ABCD)

g> = (ABCD)? = (AC)(BD)

g> = (ABCD)® = (ADCB)

g* = (ABCD)* = (A)(B)(C)(D) = e

Si el namero 1 de objetos es primo, este subgrupo consta tan solo de la identidad y de n — 1
permutaciones ciclicas de n objetos. El grupo que resulta es un grupo ciclico.

Estas permutaciones, y los subgrupos que ellas constituyen, se denominan regulares. Los
subgrupos regulares constan de tantas operaciones permutacién como objetos a permutar.
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En estos subgrupos, aparte de la identidad que no modifica ninguno de los objetos, el resto
de las permutaciones los modifican todos, no dejan ningtn objeto sin ser sustituido por otro.
Dicho de otra manera, en estos subgrupos, que constan de tantos elementos como objetos
sobre los que actiian, ninguna de las permutaciones, aparte de la operacién identidad, puede
ser descompuesta de manera que aparezca un ciclo de un solo objeto.

Otros obvios subgrupos de S;, son &1, Sh—2, etc.

8.1.9 Subgrupo alternante

Las permutaciones de un ntmero finito de objetos n se dicen pares si se expresan como un
producto de un nimero par de transposiciones y se dicen impares si son el resultado de un
namero impar de transposiciones. El producto de una permutacién par por otra par da una
nueva permutacién también par, por lo que las permutaciones pares de n objetos constituyen
grupo.

Se trata de un subgrupo del grupo simétrico S;, que tiene exactamente la mitad del
namero de elementos, n!/2, y que se denomina grupo alternante, A,. Hs un subgrupo
normal de S, pues contiene clases completas de permutaciones. De la misma manera que
los elementos de un grupo S,, se pueden generar a partir de transposiciones, ciclos de orden
dos, los elementos del grupo alternante, A,,, se pueden generar a partir de las més sencillas
permutaciones pares, los ciclos de orden tres siempre que el nimero de objetos a permutar sea
al menos tres. Con tres objetos, el grupo alternante es un grupo ciclico de tres operaciones
isomorfo a cualquier grupo de orden tres.

Los grupos alternantes de n objetos son grupos stmples en el sentido de que no pueden
ser descompuestos en grupos de orden inferior. El grupo alternante A4, con doce elementos,
ademas de simple es ciclico. Es isomorfo al grupo de las rotaciones propias del tetraedro. Si
n > 5 son simples pero no ciclicos. El grupo As con sesenta elementos es el grupo simple
no ciclico de menor orden. Es isomorfo al grupo de las rotaciones propias del dodecaedro o
del icosaedro.

En el grupo alternante, las permutaciones ciclicas que afectan a k objetos (k tiene que
ser un numero impar para que la permutacién sea par) son conjugadas y estan en la misma
clase de equivalencia siempre que k < n — 1. Esta afirmacién es aplicable para n igual a
cinco o superior. Para n =4, la tunica posibilidad es k = 1 que se reduce a la identidad.

El namero de clases de equivalencia de los grupos alternantes crecen con el valor de n
segin la secuencia 1,3,4,5,7,9,14,18,---. Hs decir, las doce permutaciones del grupo A4
se clasifican en alguna de las cuatro clases de equivalencia, las sesenta permutaciones pares
de cinco objetos se catalogan en cinco clases, etc.

8.1.10 Diagramas de Young

Puesto que el nimero de representaciones irreducibles no equivalentes de un grupo coincide
con el namero de clases de equivalencia, es légico que las particiones de n sirvan a la vez
para etiquetar las clases de operaciones y las representaciones irreducibles.
Una manera alternativa de particionar n consiste en una serie de valores de A; de manera
que
)\12)\222)\m M+AN++AnL =n
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donde algunos valores de A; pueden coincidir.

Hay un método grafico de describir las particiones de n, las representaciones irreducibles
del grupo. Consiste en disponer un total de n casillas en filas y columnas de manera que,
en cada fila haya A; casillas, es decir, que el namero de casillas en una fila no sea mayor que
en la fila superior. Para n =4 los cinco posibles diagramas son

I

Estos diagramas, conocidos como diagramas de Young, tienen aplicaciones en multiples
campos ademas de ser de gran ayuda en el estudio del grupo simétrico. Suelen etiquetarse
mediante la particién de n por el conjunto de valores de A; en la forma {A} = {A1 A2 -+ A}

Hay miltiples maneras de referirse a esos diagramas y, por tanto, a las particiones {A} de
un numero n. En el diagrama se pueden identificar las p casillas “diagonales” situadas a la
largo de la “diagonal principal”.

|

El diagrama esta completamente identificado contando el ntmero de casillas a la derecha,
ai, y por debajo, b;, de cada una de las p casillas “diagonales”.

aq a - ap
{A1vA2a"' »Am}—>

by by - by

El niimero p se denomina rango de la particién. La sumap+aj+ax+---+ap +by+by +
-4+ bp = n ha de coincidir con el namero total de casillas. Para el diagrama del ejemplo,
esta forma de notacién se reduce a (3 1).

Hay distintas particiones {A} relacionadas entre si porque corresponden a diagramas de
Young en que se han intercambiado filas por columnas. Son diagramas duales el uno del
otro. Las particiones se suelen indicar por {A} y {A}. En la notacién ahora indicada, para
referirse a ese diagrama dual basta intercambiar los papeles de a; y bj.

) b1 by - by
A} —

a ap P a_p

Dos particiones distintas {A} y {\’} se pueden comparar y establecer un orden entre ellas
siempre que haya un criterio de prelacién. Se dice que la particién {A} es mayor o prioritaria
sobre la particién {\'} si la primera de las diferencias A; — A} es positiva.

A los anteriores diagramas de la particién de n = 4 les corresponde las siguientes parti-
ciones {A} ordenadas en orden decreciente segiin el criterio anterior.

{4,0,0,0}
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{3,1,0,0}
{2,2,0,0}
{2,1,1,0}
{1,1,1,1}

Las particiones {A} de n sirven para etiquetar las representaciones irreducibles del grupo
simétrico S,,. Las representaciones irreducibles correspondientes al ejemplo precedente, n =
4, se indican con la notacién [4], [31], [2?], [21%] y [1?] respectivamente, evitando, también
en este caso, los valores nulos y los superindices unidad. Las filas de igual longitud se han
agrupado en el superindice. Esta notacién se similar a la utilizada para identificar las clases
de equivalencia.

El nimero de particiones {A} en que todos los valores de A; distintos de cero son impares es
igual al ntmero de particiones en que todos los valores de A; distintos de cero son distintos
entre si. Con n = 4 hay dos particiones en que los A; son impares: son las particiones
{1,1,1,1} y {3,1,0,0}. También hay dos particiones, {3,1,0,0} y {4,0,0,0}, en que todos
los A; son distintos entre si. Para n = 5 hay tres de cada uno de los tipos: {1,1,1,1,1},
{3,1,1,0,0} y {5,0,0,0,0} para el primer tipo y {3,2,0,0,0}, {4,1,0,0,0} y {5,0,0,0,0} para
el segundo.

Es facil encontrar una correspondencia entre la particién de n en un conjunto de {v} y
en otro conjunto de {A}.

M = vi+va+vi+ - +vy
A = V2 + V34 o+ Vm
Am = Vm
Vi = A=A

Para n = 5, a la particién en {v} dada por los nimeros {0,1,1,0,0} le corresponde una
particién en {A} dada por {2,2,1,0,0}. De acuerdo con lo expuesto anteriormente, como clase
de equivalencia se clasifica con el simbolo (23) mientras que como representacién irreducible
corresponde a [221] con el diagrama

Desde el punto de vista grafico, la diferencia entre haber analizado la particién de n en
forma de {v} o de {A} consiste en intercambiar las filas y columnas. Por tanto, los mismos
diagramas sirven para etiquetar las clases de operaciones y las representaciones irreducibles.
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8.1.11 Representaciones irreducibles

Una representacién de un grupo es un conjunto de matrices cuadradas, en general del campo
complejo, que cumplen, bajo el producto matricial, la misma tabla de multiplicar que los
elementos del grupo. Se trata de un homomorfismo y no de un isomorfismo pues no todas
las matrices han de ser distintas.

Como soporte de una representacién hay un espacio lineal de funciones que se trans-
forman entre si por las operaciones del grupo, es decir, es un espacio lineal estable bajo
las operaciones del grupo. Una base de ese espacio lineal se transforma de acuerdo con la
relacién

Opf; = > fiDIM(P)

i=1

donde P es una operacién del grupo, Op esel operador que transforma las funciones f; y ny
es la dimensién del espacio. La matriz cuyos elementos son Di(_j”) (P) es la representacién de
P en el espacio de dimensién n,,. El conjunto de todas las matrices

(D (P)} VP e Sn

constituye una representacién I'") del grupo de las permutaciones S,,. La dimensién del
espacio lineal pasa a indicar la dimensién u orden de la representacién.

En general, distintos espacios lineales de funciones dan lugar a distintas representaciones
matriciales del grupo. Excepcionalmente, si las funciones de dos espacios lineales, de idén-
ticas dimensiones aunque se trate de distintas funciones, ambos estables bajo el grupo, se
transforman bajo las operaciones del grupo de la misma manera pueden dar lugar a la misma
representacién irreducible.

Se pueden obtener distintas representaciones del grupo tomando otras bases del mismo
espacio lineal estable bajo el grupo; en este caso, no se habla de representaciones distintas
sino equivalentes, sus matrices estan relacionadas por la transformacién de semejanza aso-
ciada al cambio de base. Son, por tanto, los espacios lineales de funciones, y no una base
concreta de ellos, los que identifican las representaciones distintas.

Una representacién se dice irreductble si no es posible encontrar dentro del espacio de fun-
ciones un subespacio de dimensién inferior a n,, que también sea estable bajo las operaciones
del mismo grupo. El nimero de representaciones irreducibles distintas, no equivalentes, co-
incide con el nimero de clases de equivalencia.

Las representaciones equivalentes, constituidas por conjuntos de matrices relacionadas
mediante transformaciones de semejanza, tienen muchas cosas en comun. Las matrices
asociadas a la misma operacién en distintas bases, tienen en comin, entre otras cosas, los
determinantes, los coeficientes del polinomio caracteristico, los autovalores y las trazas, suma
de los elementos diagonales. Estas trazas se conocen como caracteres de la representacion.
El conjunto de los caracteres de una representacién es, por tanto, independiente de la base
seleccionada en el espacio de funciones. Las representaciones equivalentes tienen el mismo
conjunto de caracteres. Los caracteres distinguen una representacién de otra distinta, no
equivalente, asociada a otro espacio de funciones. Los caracteres de las representaciones son
propiedad de la clase de equivalencia: los elementos que se agrupan en la misma clase tienen
los mismos caracteres. En particular, en cualquier representacién irreducible, el caracter del
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elemento identidad del grupo, que forma una clase por si mismo, coincide con la dimensién
del espacio lineal de funciones.

Para determinar las dimensiones de las distintas representaciones irreducibles se hace
uso una vez méas de los diagramas de Young. Una aplicacién regular consiste en colocar
nimeros del uno hasta n en las n casillas del diagrama de Young de manera que, en una fila,
crezcan hacia la derecha y, en una columna, crezcan hacia abajo. Estas aplicaciones regulares
permiten que, al suprimir la casilla con el indice méas alto n, el diagrama que resulte sigue
siendo un diagrama valido de Young correspondiente al grupo S, 1. La representacion [2?
1] del grupo Ss tiene las siguientes posibilidades

[1]4]
3[4] [2[4] [2[5]
5] 4] 5] 4]

La dimensién de la representacién irreducible coincide con el ntimero de estas aplicaciones
regulares o cuadros de Young estdndar. Las cinco aplicaciones regulares del ejemplo in-
dican que se trata de una representacién irreducible de dimensién cinco. Esos cuadros de
Young sirven también para identificar no solo la dimensién del espacio, sino incluso una
base concreta, fi, en ese espacio lineal.

Hay un criterio usado para ordenar esos cuadros de Young en funcién de una desviacién
creciente del orden natural entendiendo por este la ordenacién que sitiia los ntimeros mas
bajos en la primera fila, los mas bajos del resto en la segunda, etc. Los cuadros anteriores
estdn ordenados segun ese criterio. El cuadro del orden natural figura en primer lugar; es el
cuadro fundamental o, también llamado normal. El resto de los cuadros estandar pueden
verse como resultado de ciertas permutaciones sobre el cuadro fundamental.

Esos cuadros de Young también indican la manera en que se van descomponiendo las
representaciones irreducibles a medida que se desciende de simetria desde el grupo S, suce-
sivamente a S;, 1, Sn_2, hasta S, por el sencillo procedimiento de ir eliminando, en cada
caso, el objeto con el nimero de identificacién mas alto.

fi: 221 — 221 — 211 — [2)
far [221] = [217] = 21] — [2]
f3: [221] - [22] - [21] — [17]
fa: [221] = [217] — [21] — [17]
fs: [221] — [217] — [21] — [17]

Eise analisis informa que, al descender en simetria desde el grupo Ss al grupo S, la represen-
tacién irreducible [221] de dimensién cinco se desdobla en las representaciones irreducibles
[212] de dimensién tres y [22] de dimensién dos.

Alternativamente, se puede llegar al mismo resultado de la dimensién de la representa-
cién irreducible poniendo en cada casilla la suma del ntmero de casillas que se encuentran a
su derecha y hacia abajo incluyendo ella misma. En el diagrama de Young de once casillas,

[]

la linea punteada atraviesa cuatro casillas. En consecuencia, en la casilla en que esa linea
cambia de direccién debe ir el niimero cuatro.
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4| |

En este otro diagrama de cinco casillas se han anotado los ntimeros que corresponden a cada

[4]2]

La dimensién de la representacién irreducible caracterizada por ese diagrama es el resultado
de dividir n! por todos los niimeros que aparecen en las casillas. En el ejemplo anterior de

casilla.

cinco casillas, grupo Ss,
51

4.-3-1-2-1
como por el procedimiento descrito anteriormente. La expresién general

=5

2
X2 1%) =5

indica que el caracter de la identidad (1°) en la representacién [22 1] es cinco.

Hay otros procedimientos practicos de calcular las dimensiones de las representaciones
irreducibles del grupo S, sin necesidad de escribir todas las aplicaciones regulares, todos los
cuadros estdndard de Young. Hsta es otra alternativa. Denominaremos m el niimero de
filas del diagrama de Young, el ntimero de valores de A; distintos de cero en la particién de
n. Se definen unas nuevas cantidades

hi = A +m—1

que coinciden con los valores anotados anteriormente en las casillas de la primera columna.
La dimensiion de la representacién irreducible coincide con

n!
hlholhs! - - [ e =)

i<j

Ese producto de las diferencias esta relacionado con el determinante de Vandermonde

1 hy h? - hM!
1T hy hi - hM!
m(m-—1) 2 2
(1)~ = = [Jthi—n)
i<j
1 hm h% - h!

Para el mismo ejemplo anterior del grupo Ss y representacién irreducible [22 1], el niimero
de filas en el diagrama de Young es m = 3, los valores de h; son 4, 3 y 1. La dimensién de
la representacién irreducible es

51

m 4-3)(4-1)(3—-1) =5
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la misma que con los procedimientos anteriores.

De todas las representaciones irreducibles hay algunas que tienen especial importancia
por lo que se vera mas adelante. Se trata de las representaciones irreducibles cuyos diagramas
de Young asociados no tengan mas de dos filas: {A} ={A1,A2,0,0,---}. La dimensién de la
correspondiente representacién irreducible es

AM—A2+1 (7\1+7\z+1>
AMA+A2+1 A2

La dimensién de esta representacién irreducible coincide con el ntmero de funciones de
espin electrénico de un conjunto de n = Ay 4+ A, electrones con un niimero cuantico de espin
N Vi v

Dos representaciones irreducibles cuyos diagramas de Young asociados sean duales el
uno del otro, resultado de intercambiar filas y columnas, son de las mismas dimensiones.
Ademas, de acuerdo con teorema de Burnside, la suma de los cuadrados de las dimensiones
de las representaciones irreducibles

coincide con el nimero de operaciones del grupo.
Para determinar el resto de los caracteres de las distintas representaciones irreducibles
hay que tener en cuenta que

e todos los caracteres son reales, pues las clases son autoinversas. Una operacién y su
inversa tienen la misma estructura ciclica y estan en la misma clase.

e dos representaciones conjugadas, cuyos diagramas de Young se relacionan por el inter-
cambio de filas y columnas, diagrama dual uno del otro, tienen los mismos caracteres
para las operaciones pares y de signo opuesto para las operaciones impares. Las rep-
resentaciones autoconjugadas tienen caracteres nulos para las operaciones impares.
El término conjugado utilizado en este contexto hace referencia a los diagramas de
Young y no debe ser confundido con la conjugacién compleja. En el caso de las per-
mutaciones, la representacién complejo-conjugada de una dada es equivalente a ella
misma con caracteres reales.

Para encontrar el valor de los caracteres se va a seguir el procedimiento propuesto por
A. J. Coleman®. Anteriormente se ha colocado en cada casilla de un diagrama de Young
un numero que se identifica con todas las casillas que quedan a la derecha y debajo de una
dada. El diagrama de Young esta perfectamente identificado por el conjunto de niimeros de la
primera columna. En el ejemplo presentado maés arriba, el diagrama [22 1] est4 identificado
por [431]. Esta secuencia de nimeros puestos entre barras puede manejarse con algunas
de las reglas aplicables a los determinantes. Los niimeros negativos no tienen sentido. Dos
nimeros idénticos anulan el “determinante”. La permutacién de dos nimeros cambia el signo
del “determinante”.

Con esas reglas tan sencillas se obtienen los caracteres de las distintas clases de equiv-
alencia en esa representacién irreducible. Calculamos a continuacién el caracter de la clase

1A. J. Coleman, Adv. in Quantum Chemistry, 4, 83 (1968)
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(1% 3): La aplicacién (12 3) al “determinante” [431| consiste en ir restando sucesivamente 1,
otra vez 1y, por dltimo 3 de cada una de las posiciones de [431].

(123) [431] = (13){|421| + |430[}
= (3){I321] + |420] + [420]}

= 102114 2]120] = [210]— 2/|210] = —1[210]

Al final, el “determinante” ha de quedar como una secuencia decreciente de nameros consec-
utivos. De ahi se deduce que
2
X2 T (123) = 1

Puesto que se trata de una clase de operaciones pares, el caracter en la representacién
conjugada con la anterior, [32], ha de ser el mismo.

(123) |42/ = (13){I32/ + 141}
= (3){1311+131] +[401}
= 2|01/ +10] = —2[10/+ 10| = —1]10|
X322 (123) = —1

En todos los grupos de permutaciones S,, hay dos representaciones irreducibles de especial
relevancia. Ambas son de dimensién unidad. La primera es la representacién trivial, presente
en todos los grupos, que consta de matrices de dimensiones 1 x 1, todas ellas iguales a la
unidad. Se trata de la representacién totalmente simétrica, identificada con el diagrama
]

De acuerdo con el principio de simetria/antisimetria, las funciones que describen un con-
junto de bosones deben transformarse por la permutacién de sus coordenadas como esta
representacién irreducible.

La otra representacién irreducible de especial interés es la conjugada de la anterior aso-
ciada a un diagrama [1"] como

cuyos caracteres son —1 para las permutaciones impares. Es la representacién totalmente
antisimétrica. Un conjunto de fermiones deben estar descritos por funciones que formen
base de esta representacién.

8.1.12 Matrices representacion

Disponer de las matrices representacién de un grupo es un poco mas complicado que cal-
cular sus caracteres. Las primeras dependen de una base. En el caso de representaciones
equivalentes, distintos conjuntos de matrices representacién estdn relacionados mediante
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transformaciones de semejanza siguiendo el cambio de base. En cambio, los caracteres son
invariantes frente a esos cambios de base.

A pesar de la multiplicidad de representaciones matriciales que se pueden tener incluso
construidas sobre el mismo espacio lineal de funciones, hay procedimientos sencillos de
obtener una forma de representacién a partir de la cual otras representaciones equivalentes
pueden obtenerse por rotacién de la base. En cualquier caso, solamente es necesario disponer
de las representaciones matriciales de los generadores del grupo. El resto de las matrices
asociadas a otras operaciones se calculan de acuerdo con la misma tabla de multiplicar de
las operaciones del grupo. En el grupo de las permutaciones los n — 1 generadores se pueden
escoger en la forma (O;0;) donde O; y Oj son dos de los objetos cuyas permutaciones
se estudian y el indice j = i+ 1. Los generadores que asi se indican corresponden a las
transposiciones (AB), (BC), (CD), etc.

Representacion ortogonal estandar

Los diagramas de Young sirven para identificar las representaciones irreducibles. El ntimero
de las aplicaciones regulares, colocacién de los niimeros 1,2, ..., n en las casillas del diagrama
en orden creciente hacia la derecha y hacia abajo, cuadros de Young estandar, indica la
dimensién de la representacién. Ademas, cada una de esas aplicaciones regqulares identifica
una de las funciones de base del espacio lineal que sustenta esa representacién irreducible.
Para la representacién [2 12] del grupo S

hay tres aplicaciones regulares indicando que la dimensién del espacio de funciones, y de
la representaciéon irreducible, es tres. Las matrices representacién seran de dimensiones
3 x 3. Incluso, se vié anteriormente que esas aplicaciones regulares, cuadros estandar de
Young, pueden ser ordenados con el criterio de desviacién creciente respecto de la aplicacién
fundamental.

Pero los mismos cuadros de Young también hacen referencia a las tres funciones lineal-
mente independientes de manera que permiten escribir las matrices de la representacién sin
llegar a conocer de forma explicita esas funciones. Si los objetos a los que se refieren las
permutaciones son las variables de las funciones, cada uno de esos diagramas indica una
funcién que no cambia de signo al permutar las variables cuyos indices consecutivos estan
en la misma fila y si cambian al permutar dos variables cuyos indices consecutivos estén en
la misma columna. Por ejemplo, el primero de los diagramas indica la funcién

+f(x1,%2,%3,%a) — f(x1,%2,%4,%3) + f(x2,%1,%3,%4) — f(x2,%1,%4,%3)

1 1 1 1
fzf(m,m,xz,m) + Ef(X],X3,X4,X2) + Ef()q,m,xz,m) - Ef(X],X4,X3,X2)
1 1 1 1
*Zf(xz,xsyxl,xﬂ Ef(xz,xs,m,xl) Zf(xz,m,xhxs)*Ef(xz,m,m,xl]
1 1 1 1
_Zf(X3,X1,X2,X4) Ef(x3>x])x4yxz) - Zf(X3,XZ,X],X4) + Ef(x3>x2)x4yxl)
1 1

1 1
+Zf(X4,X1,X2,X3) - Ef(m,xhxs,xz) + zf(m,xz,xhxs) - Ef(m,xZ,Xs,Xl)

que no cambia de signo por la permutacién (x1x,) pero que cambia por la permutacién
(x3x4). Las otras dos funciones a que hacen referencia los cuadros de Young anteriores,
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cambian de signo por la permutacién (12).

Las matrices representacién de los generadores del grupo se obtienen con facilidad sigu-
iendo unas sencillas reglas practicas. Para la matriz asociada a la transposicién (ij), j = i+1
se analizan las posiciones relativas de i y j en en las sucesivas aplicaciones regulares.

e Sij estd en la misma fila que i, se escribe 1 en la diagonal y O en el resto de la fila y
columna.

e Sij estd en la misma columna que i, se escribe —1 en la diagonal y O en el resto de la
fila y columna.

e Sino se cumple ninguna de las dos condiciones anteriores, ha de haber necesariamente
dos aplicaciones regulares que se diferencian tan solo en el intercambio de 1 y j. Los
cuatro elementos que corresponden a esas dos funciones en la matriz se escriben en la
forma

s (1_32)‘/2

(1—32)1/2 s

donde s es el inverso de la “distancia” entre las casillas ocupadas por i y j siguiendo
el movimiento de la torre en el juego del ajedrez, es decir, por la fila y la columna de
casillas y no en diagonal.

Para la matriz asociada a la transposicién (12), la primera de las funciones tiene los
indices 1 y 2 en la misma fila.

En la segunda de las funciones ambos indices estan en la misma columna.
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En la tercera funcién también estdn en la misma columna.

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

La matriz asociada a la transposicién (23) se obtiene por el mismo procedimiento. En las

dos primeras funciones, ambos indices estan separados por dos casillas, s = 1/2. La matriz
correspondiente sera

N|=
N

M

En la tercera funcién los indices 2 y 3 estan en la misma columna.

LR
CEENE
o 0 -1

-1 0 0
1 /8
0 -3 5
8 1
o B 3

Las tres son matrices ortogonales con determinante +1, y con la traza, el caracter de la
operacién en la representacién irreducible, —1.

Una vez determinadas la matrices representacién de los generadores del grupo, los pro-
ductos de estas matrices generan las matrices asociadas al resto de las operaciones siguiendo
las tablas de multiplicar del grupo.

Si en lugar de elegir como ejemplo la representacién irreducible [212] se hubiese elegido
su representacién conjugada [31], las funciones de base hubiesen sido

[1]2[3] [1]2[4] [1]3]4]
L4] (3] (2]
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ordenadas segin el mismo criterio indicado anteriormente. Las matrices representacién de
los generadores (12), (23), (34) resultan respectivamente

.
1.0 0 1.0 0 -1 2 0
01 0 0o -1 ¥ VA
00 —1 0o B 1 0 0 1

También son matrices ortogonales pero con determinante —1 y traza +1. En efecto, puesto
que los generadores son operaciones impares, sus caracteres han de ser de signos opuestos
en dos representaciones conjugadas.

El conjunto de matrices que se han obtenido por este procedimiento, para uno o para
el otro ejemplo, utilizando los cuadros estandar de Young, constituyen la representacién
ortogonal estdndar de Young o, simplemente representacion estdndar, no son mas que
una opcién de las infinitas posibles, todas ellas equivalentes, de escribir las representa-
ciones irreducibles. Las unas estan relacionadas con las otras mediante transformaciones de
semejanza, de cambio de base de la representacién.

Representaciones no estandar

Una de las infinitas representaciones irreducibles no estandar asociada al diagrama de Young
se puede obtener con unas reglas sencillas, ligeras modificaciones de las que se usaron
para obtener las matrices correspondientes a los generadores en la representacién estandar.

e Ordenando las aplicaciones regulares, los cuadros estdndar de Young, en orden inverso.

[1]3[4] [1]2[4] [1]2]3]
(2] (3] (4]

e Conservando el resto de las reglas para construir la representacién irreducible estandar
excepto en el caso de dos cuadros de Young que difieren tan solo en una permutacién
(1j), j = i+ 1 de los indices. En este caso, cambian de signo los cuatro elementos
matriciales.

Como en cualquier otra opcidn, si se dispone de las matrices asociadas a los generadores, las
asociadas al resto de las operaciones se obtienen siguiendo la tabla de multiplicar del grupo.

La representacién [3 1] que asi se obtiene presenta las siguientes matrices para los gener-
adores (12), (23), (34) respectivamente

-1 0 0

M5
o
—
o
o

“I

=
W=

o
o
—_
o
o
—_
o
|
“f
|
W=
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Esta representacién irreducible no es la estandar [3 1] sino una equivalente a ella. La rep-

resentacién estandar y la no estdndar estén relacionadas por una transformacién de cambio
. . 00 1 .. .

de base dada, en este ejemplo, por la matriz ortogonal (0 -1 0) que coincide con su in-

versa. Hsta representacién irreducible no estandar [3 1] es la representacién conjugada de la
estandar [212].

8.1.13 Producto directo de representaciones

Las n,, funciones f; son base de un espacio lineal estable bajo las operaciones del grupo. Ese
espacio lineal ha dado lugar a la representacién p-ésima cuyos caracteres son x*)(P) para
las distintas operaciones del grupo, P € S;,. Otro espacio lineal de funciones de dimensién
N, y en él una base de funciones g;, da lugar a otra representacién cuyos caracteres son
x™M(Q) VQESn

El producto externo de ambos espacios es otro espacio lineal también estable bajo las
operaciones del mismo grupo, cuyas funciones de base son los productos (f; - gj) y que da
lugar a una representaciéon del grupo de dimensién 1, - 1, cuyos caracteres se obtienen

xRy = xW(P) - xY(P) VPES,

como producto de los caracteres de los factores. La nueva representacién asi obtenida proba-
blemente no es irreducible y, en tal caso, se expresa como suma directa de las representaciones
irreducibles.

XH®(P) = 3 aex7(P)  VPES,
o

siendo o las representaciones irreducibles y a, la frecuencia, el nimero de veces que la
representacién irreducible ¢ participa en (n ® v). Las propiedades de ortogonalidad de los
caracteres de las representaciones irreducibles permiten calcular con facilidad los coeficientes
()

1 _
a = — ) xP X
© PESa

En el caso del grupo simétrico, la anterior expresion se abrevia por ser las clases autoinversas
y los caracteres reales.

En general, el producto directo de una representacién irreducible por su compleja conju-
gada contiene una sola vez a la representacion totalmente simétrica. Pero si la representacién
compleja conjugada es equivalente a ella misma con caracteres reales, el producto de una rep-
resentacién por si misma o es la representacién irreducible totalmente simétrica o la contiene
una sola vez. Un ejemplo tomado del grupo S3 sirve para ilustrar lo anterior

BZ@BH = D:D@@@Bj

RUeR21] = Ble[1® e [21]

En la suma directa de representaciones aparece la representacién irreducible [3] con un factor
unidad. Pero, si lo que se multiplica es una representacién irreducible por su conjugada, la
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representacién irreducible que resulta con coeficiente unidad es la representacién irreducible
totalmente antisimétrica. El siguiente ejemplo esta tomado del grupo Ss

BE':@@}: @

B2AeR2*] = PPe---

Ese producto contiene una sola vez a la representacién irreducible totalmente antisimétrica
ademas de otras representaciones irreducibles hasta completar un espacio de funciones de
dimensién veinticinco. El espacio lineal de funciones de dimensién veinticinco, obtenido
como producto externo de los dos espacios de dimensién cinco, tiene un subespacio de
dimensién uno que también es estable bajo las permutaciones del grupo; es el subespacio de
las funciones antisimétricas.

Si la representacién irreducible que se multiplica por si misma es autoconjugada, en
la descomposicién del producto aparecen con coeficientes unidad tanto la representacién
irreducible totalmente simétrica como la totalmente antisimétrica. Esta vez el ejemplo esta

tomado del grupo Ss.
B}@B} = D:DZVGBEEBBE’

2@ 2% = de e 22

Desde el punto de vista practico, es importante hacer notar que los procedimientos ante-
riormente expuestos son las tinicas posibilidades de obtener las representaciones irreducibles
totalmente simétrica o totalmente antisimétrica a partir del producto externo de otras dos
dentro del mismo grupo de permutaciones de n objetos. La descripcién de un conjunto de
fermiones mediante funciones antisimétricas puede descomponerse en funciones que depen-
den de las coordenadas de posicién por funciones que dependen de los espines. Con dos
particulas esa factorizacion siempre es posible. Con un niimero mayor de particulas esa de-
scomposicién es posible si uno de los factores es totalmente simétrico y el otro antisimétrico.
En el resto de los casos esa factorizacién no es posible; el producto de una funcién espacial
por otra de espin necesita ser proyectada al subespacio de las funciones antisimétricas pues
hay también contribuciones de otras representaciones irreducibles.

8.1.14 Descensos en simetria

Se produce un descenso en simetria cuando se pasa de un grupo a alguno de sus subgru-
pos. Ello puede ser debido a la aparicién de alguna forma de interaccién no contemplada
previamente. Esa ruptura de la simetria suele llevar aparejado un desdoblamiento de las
degeneraciones.

En el caso de las permutaciones de n objetos esas interacciones hacen que alguno de los
objetos no pueda ser intercambiado con el resto, el objeto ha desaparecido o ha sido fijado.
En definitiva, hay operaciones de permutacién que han dejado de formar parte del grupo.
Se ha pasado a otro subgrupo con un nimero menor de elementos.

Eliminando un objeto se pasa del grupo S, al subgrupo S;_1. Un espacio de funciones
de dimensién m estable bajo S,, que da lugar a una representacién irreducible, puede ser
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reducible bajo las operaciones de S;,_1. Es decir, las representaciones irreducibles se des-
doblan en otras varias al descender en simetria. El an&lisis del desdoblamiento se facilita
con la ayuda de los mismos diagramas de Young que se han utilizado para etiquetar las
representaciones irreducibles.

El procedimiento grafico es sencillo. Basta ir suprimiendo en el diagrama una casilla de
todas las formas posibles respetando que no tengan otra mas a su derecha ni por debajo. En
el siguiente ejemplo que hace referencia a la reduccién del grupo Sg al Ss,

o NeTT]
. H@ﬂea_ ®

[321] — 2°1] @ [31%] @ [32]

el espacio de funciones de dimensién dieciséis se ha desdoblado en tres subespacios de di-
mensiones cinco, seis y cinco respectivamente. En este otro ejemplo,

SR
[2212] — 2211 @ [21°]

el desdoblamiento ha sido de un espacio de dimensién nueve a dos subespacios de dimensiones
cinco y cuatro.

Los espacios de dimensién unidad no se desdoblan. Indudablemente, el proceso de paso
a un subgrupo se puede continuar hasta llegar al grupo S; que afecta a un tnico objeto.

8.1.15 Operadores de proyeccién

Una representacion reducible bajo las operaciones de un grupo se descompone en suma di-
recta de las irreducibles. Las funciones que forman base del espacio lineal reducible tienen
contribuciones de los distintos subespacios irreducibles en los que aquél se desdobla. Los
operadores de proyeccién asociados a los subespacios irreducibles permiten extraer la com-
ponente de una funcién dada en cada uno de los subespacios irreducibles.

El procedimiento es general. Estos operadores se definen por los resultados de su apli-
cacién a una funcién arbitaria f de n variables.

ONf — % S XM Opf = % 5 (Xm>*(p) Op f

" PESH " PESH

En esa expresién [A] indica una particién de n y, por ende, una representacién irreducible,
cada sumando incluye es resultado de aplicar una permutacién P a la funcién, la suma se
extiende a todas las operaciones P del grupo y, por tratarse de clases autoinversas y caracteres
reales, puede suprimirse la referencia a la operacién inversa o al complejo conjugado.

A n
QD\]f _ Z X[)\](p) Op f

n!

Puesto que los caracteres de una representacién son propiedad de clase de equivalencia, la
suma anterior puede agruparse por clases de permutaciones con el mismo caracter.
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Como tales operadores de proyeccién son

idempotentes O QI = QW
mutuamente excluyentes QD‘] QD‘]I =0 A # [N
y totalizan la identidad Z O = e

[A]

Dos de estos operadores de proyeccidén tienen especial relevancia. Son los que proyectan
sobre los subespacios totalmente simétrico y totalmente antisimétrico.

QMf = §f l' ) Opf
n'PGSn

n S ]
QU = Af= = > (-1)" Opf
" PESH

Son, respectivamente, el simetrizador y el antisimetrizador frente a las permutaciones de n
objetos. Para el primero de ellos, todos los caracteres son iguales a la unidad mientras que,
para el segundo, los caracteres alternan signos de acuerdo con la paridad de la permutacién.
Uno es aplicable para obtener funciones que describan conjuntos de bosones y el otro para
fermiones. Tanto uno como otro son operadores hermiticos obtenidos como combinaciones
lineales de operaciones unitarias de permutacién.

Estos operadores no son sino casos particulares de una opcién mas general. No sola-
mente se puede proyectar sobre el subespacio asociado a una representacién irreducible, sino
incluso sobre una de las funciones de base de la representacién, una de las columnas de la
representacién matricial. Ello implica haber adoptado una base concreta en el espacio de
funciones. La diferencia estd en que, en un caso basta conocer los caracteres de la repre-
sentacién, las trazas de las matrices, mientras que en el otro se requieren todos los elementos
de las mismas matrices representacién. En general, para un grupo G

QW =Xy DR Ok
9 REG

donde (i) hace referencia a una representacién irreducible, n; es su dimensién, g es el nimero
de operaciones R contenidas en el grupo. Para las representaciones en forma de matrices

unitarias e .
QY = 7 Y (DI(R) Ox
9 ReG

. A . ..,
Hay un total de g operadores de este tipo Q que satisfacen la condicién

Al AU _ A1)

Q'rs Qtu - 6ii dru Qts
Los operadores diagonales, (r = s), son proyectores idempotentes sobre la funcién r-ésima
que sirvidé para construir la matriz representacién. Los no diagonales son operadores de-
splazamiento, es decir, aplicados a una funcién que se transforma como la funcién r-ésima
de una representacién irreducible

O £ — £

TS T S
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da lugar a otra funcién que se transforma como la s-ésima. Expresado en forma mas general
QWY ) = 8y 8y LY

en cuya deduccién se ha hecho uso de las relaciones de ortogonalidad de las matrices repre-
sentacién presentadas en forma unitaria.

Los operadores Q(rz) son las piezas bésicas del grupo pues cualquiera de las operaciones
del grupo puede ser escrita como una combinacién lineal de estos operadores

Z Z Qrs sr )

y son, ellos mismos, base de las representaciones irreducibles del grupo de que se trate
Or QlY) = Z QY by

con independencia de las funciones sobre las que acttian las operaciones del grupo.
Para el caso particular del grupo de las permutaciones, las representaciones irreducibles
se identifican por la particién [A], g = n! y las matrices son reales.

n! PESH

La suma de los proyectores sobre €l conjunto de funciones de base de una misma represen-
tacién irreducible

> QY = Z Z - % S xW(P)op = QW

PESH " PESn

es el proyector mencionado anteriormente sobre una representacién irreducible [A].

Otra manera de definir operadores de proyeccién hace uso de los diagramas de Young
asociados a las particiones {A} de n. Los cuadros estdndar de Young se obtienen al colocar
los nimeros del 1 hasta el n en las casillas del diagrama de Young de manera que crezcan
hacia la derecha y hacia abajo. De entre los cuadros estandar de Young correspondientes
al mismo diagrama, hay uno especial denominado normal o fundamental. El resto de los
cuadros se obtienen por las permutaciones de los ntimeros en el cuadro fundamental. No
todas las permutaciones dan lugar a cuadros estandar. Si se toma el cuadro fundamental de
la particién [212]

Y21z =

otros cuadros se pueden expresar
(23) (243)
Y272y = Y21z =

[4]

como resultado de permutaciones de los ntimeros.
Para cada particién A hay un diagrama de Young y varios cuadros de Young identificados
por YB\]. Sobre esos cuadros se pueden definir los operadores

AP
= £P
SIN] AAIASL L. )\3 Z Al
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1

~P P
A = 77— Ec Cy
N NIAGIALL Z %

1 1
AP P P o~P AP
e = ecfpyciy = Sy a
] mw\z!)\g!...)\qu\g!)\g!...; ¢TI R

donde, en el primer caso y con el simbolo f, solo se suma para todas las permutaciones
que intercambian nimeros dentro de cada fila. Las permutaciones incluidas en el segundo
caso con el simbolo ¢ son las que intercambian niimeros dentro de las columnas con la
paridad correspondiente; el factor numérico da cuenta del nimero de términos en la suma
y corresponde a la particién {A\'} conjugada de {A}. En el tercer caso, se incluyen ambos
conjuntos de permutaciones. Los conjuntos de permutaciones f y c constituyen diferentes
subgrupos del grupo S,. Los operadores §[; y G[x) son respectivamente el simetrizador y
antisimetrizador totales de los correspondientes subgrupos.

Para Y'[; 12 los operadores Sy, 121, G[212] ¥ €[212] tienen contribuciones de los siguientes
conjuntos de permutaciones

fi212) = {e, (12)}
ci212) = {e, (13), (14), (34), (134), (143)}

De manera anéloga se pueden deducir las permutaciones dentro de las filas y dentro
de las columnas de los otros cuadros de Young Y][Dzﬂ]' Los operadores correspondientes son
respectivamente el simetrizador, el antisimetrizador y simetrizador irreducible o simetrizador
de Young del cuadro asociado a la particién A. Todos ellos son idempotentes. El conjunto
de los simetrizadores irreducibles de todos los cuadros estandar de Young son linealmente
independientes y constituyen una base del grupo pues cualquier operacién puede ser escrita
como combinacién lineal de tales operadores.
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Table 8.1: Tablas de caracteres de los primeros grupos simétricos

S | (%) (2)
(1] 2 1 1
H [12] 1 -1

Sz | (1) 3(12) 2(3)

T B3 1 1 1

H:\ (21] 2 0 -1

(13] 1 -1 1

] 2121 ] 3 -1 0 -1 1
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Table 8.1: Tablas de caracteres de los primeros grupos simétricos (cont.)

Ss | (1%) 10(132) 20(123) 15(122) 30(14) 20(23) 24(5)

aam 32] | 5 1 -1 1 -1 1 0
mmm 3121 | 6 0 0 -2 0 0 1
= 2211 | 5 -1 -1 1 1 -1 0

u 213 | 4 -2 1 0 0 1 -1




Table 8.1: Tablas de caracteres de los primeros grupos simétricos (cont.)

Se | (1°) 15(1%2) 45(1%2%) 15(23) 40(133) 120(123) 40(3%) 90(1%4) 90(24) 144(15) 120(6)
o (6] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Enman [51] 5 3 1 -1 2 0 -1 1 -1 0 -1
o [42] 9 3 1 3 0 0 0 -1 1 -1 0
ﬁ:[\] [412] 10 2 -2 -2 1 -1 1 0 0 0 1
man [32] 5 1 1 -3 -1 1 2 -1 -1 0 0
HH:\ [321] | 16 0 0 0 -2 0 -2 0 0 1 0
@ [23] 5 -1 1 3 -1 -1 2 1 -1 0 0
T [313] 10 -2 -2 2 1 1 1 0 0 0 -1
am 22121 | 9 -3 1 -3 0 0 0 1 1 -1 0
T 214 5 -3 1 1 2 0 -1 -1 -1 0 1
= [1¢] 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1

021439Uts odnar)

GeT
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Table 8.2: Matrices de la representacién ortogonal estandar para los generadores.

S3 (12) (23)
(3] 1 1
0 _1 V3
21] 2 2
1 @ 1
[13] -1 -1
Sa (12) (23) (34)
4] 1 1 1
10 0 1.0 0 -1 B
BU | lo1 0 0 -1 & sl
00 -1 o ¥ 1 0 0 1
10 -1 £ 1 0
[22] 2 2
0 1 VA 0 1
0 0 -1 5 0 -1 0 0
2
2200 o |4 1 oo |o -1 %
0 I 0 0 -1 o B 1
(14] -1 -1 -1
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8.2 Algunas aplicaciones a la Quimica Teérica

8.2.1 Particulas idénticas: electrones

Los electrones son fermiones. Su espin individual esta dado por el nimero cuantico s =1/2
con dos opciones para el nimero cudntico ms = 1/2, —1/2 que dan cuenta de los posibles
valores de la proyeccién del momento angular sobre un determinado eje y que habitualmente
se suelen indicar por & y 3 respectivamente.

Las funciones de onda que describen un conjunto de electrones han de ser antisimétricas
frente a la permutacién de las variables que identifican dos electrones cualesquiera. Dichas
variables son tres coordenadas espaciales y la especificacién del estado de espin de cada
electrén.

El producto de una funcién que dependa de las coordenadas espaciales por otra funcién
que indique los espines, de manera que uno de los factores forme base de una representacién
irreducible y el otro de la representacién irreducible conjugada de la anterior, da lugar a una
funcién antisimétrica. De una manera mas general, una funcién antisimétrica se obtiene de
las combinaciones lineales de tales productos.

Si para un electrén las posibles funciones de espin, autofunciones del operador §Z, son

(1) (1)

para dos electrones las autofunciones de S, son el resultado de todos los productos posibles
de las funciones de base del espacio de un electrén por las del segundo

x(Nx(2) «(1)B(2) B(Nx(2) B(T)R(2)

Son linealmente independientes, base de un espacio de funciones de dimensién cuatro, que da
lugar a la representacién I" del grupo de las permutaciones de los indices de los dos electrones
cuyos caracteres son

S | 1(12) 1(2)

r ‘ 4 2
Eista representacén es reducible. La representacion I' se descompone en suma directa
r=32 e 017

en tres veces la representacién simétrica y una vez la antisimétrica. Un mero cambio de base
conduce a un nuevo conjunto de funciones igualmente independientes pero adaptadas a la
simetria de la permutacién
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Ordenadas de esa forma, las tres primeras son simétricas frente a la permutacién, forman
base de la representacién irreducible [2], [OIJ. Se identifican respectivamente con los tres
valores, 1, 0, -1 del ntmero cuéntico Ms. Son las tres componentes de un estado triplete,
S=1.

Por el contrario, la altima es antisimétrica, forma base de la representacién irreducible
[1%], cuyo diagrama de Young es E . Bsta funcién esta asociada a los valores Mg =0y S =0
de los ntimeros cuanticos.

Analizando en el grafico el comportamiento de estas funciones se observa que siguen la
pauta habitual de ser simétricas para la permutacién de objetos que estan en la misma fila
y antisimétricas para los que estan en la misma columna.

Para un sistema de tres electrones, las ocho posibles funciones de espin forman base de
un espacio de dimensién ocho que da lugar a la representacién I' cuyos caracteres son

S; | 1(13) 3(12) 2(3)

r ‘ 8 4 2
Eista representacién es reducible y se descompone en la forma
M= 4[3] & 2[21]
Las cuatro funciones
o1 = o(1)x(2)ex(3)

P2 =

P3 =
@4 = B(1B(2)B(3)

que forman base de la representacién irreducible [3] constituyen las cuatro componentes

Ms = %, %, —%, —% de un estado cuartete, S = %

Las cuatro funciones restantes, una de cuyas posibles expresiones es

@5 = \/L@ (2 x(Dee(2)B(3) — x(T)B(2)x(3) — BT x(2)x(3) )
96 = \/L@ ((MB2)BB) +B(Me(2)B(3) =2 B(1)B(2)x(3))
907 = \/LZ (a(1)B(2)x(3) = B(T)x(2)x(3) )
98 = \/LZ (a(1)B(2)B(3) = B(1)x(2)B(3) )

constituyen dos parejas cada una de las cuales estd asociada a los valores Mg = %, —% de
sendos estados dobletes, S = % pero por la permutacién de indices la pareja (@5, @7) forma
base de la representacién irreducible [21] e igual ocurre con la pareja (@6, ©3).
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En resumen, las funciones de espin de tres electrones se clasifican como un cuartete y
dos dobletes.
r=4011e2 EF\

Los factores 4 y 2 engloban las cuatro/dos posibilidades para los valores de los nimeros
Ms. En el caso de los dos dobletes hay dos funciones con Mg = % que forman base de la

representacién irreducible [21] de dimensién dos y otras dos funciones con Mg = —% que,
independientemente, también son base de una representacién irreducible [21].
En esa descomposicién no aparece la representacién irreducible [13], H, totalmente

antisimétrica. Con dos tinicas funciones individuales & y 3 para cada electrén no hay manera
de escribir una funcién de més de dos electrones que sea antisimétrica frente a la permutacién
de cualquiera de las parejas entre ellos. Las tinicas representaciones irreducibles que aparecen
en esa descomposicién son las que corresponden a diagramas de Young con no mas de dos
filas de casillas.

Esta idea es facil de generalizar. Para un numero arbitrario n de electrones, las fun-
ciones de espin forman base, frente a la permutacién de los indices, de representaciones
cuyo diagrama de Young tenga una o dos filas de casillas —nunca méas de dos— asociadas a
particiones de n en la forma

{}\}:{7\1)}\2)0)0)"'} 7\1‘1‘)\2:“

La diferencia de casillas entre la primera y segunda filas, Ay — A, esta relacionada con el
valor del momento angular de espin total de manera que

] (A A2) =S

AL 2) =

Si las dos filas tienen igual longitud, S = 0, se trata de estado singulete, si la primera excede
en dos casillas a la segunda, S =1, se trata de un triplete, etc. El namero de los estados de
espin independientes se puede calcular mediante la relacién

f(n,S) = n _ n 0 25+1 ([ n+1
T \UIn=S n-S-1) n+1 \In-S

conocida como férmula de Heisenberg. Como cada uno de esos estados comprende 2S5 + 1
componentes distintas con distintos valores de Mg, el nimero total de estados de espin

> (2S+1)f(n,S) = 2"
S

donde la suma se extiende a todos los posibles valores de S desde S =0 hasta S = %n.
Alternativamente, se puede seguir un método gréafico por via de recurrencia para llegar
a las mismas conclusiones. También se utilizan diagramas formados por casillas pero con
un sentido ligeramente distinto. En este esquema grafico las dos posibilidades o y 3 de
un electrén se identifican con una casilla [], el espacio de funciones de dos electrones es
el producto externo del espacio de un electrén por si mismo [ ] ® [ ], y en general e,
BEstos productos no deben ser confundidos con otros vistos anteriormente. Alli se referian a
productos de representaciones irreducibles del mismo grupo S, mientras que estos implican
el paso del grupo S,, 7 al grupo S,,. Obtenidos de esta manera, los coeficientes que en la
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versién anterior indicaban los 25+ 1 posibles valores de Mg no aparecen pues estan implicitos
en el propio grafo. Los diagramas caracterizan ahora al conjunto de las 2S + 1 funciones
correspondientes a los distintos valores del ntimero cuantico M.

El analisis de las representaciones irreducibles en que se descompone la n-ésima potencia
se puede seguir de forma gréfica afiadiendo una casilla extra a los resultados de la potencia
n — 1 de manera que siga siendo un diagrama valido de Young pero que no tenga méas de
dos filas. Del diagrama de un electrén

(]

se pasa al de dos afiadiendo una casilla
Ueld =[e H
del de dos electrones al de tres

(D]eeHmD = DZDEBHIEBHI

y al de cuatro electrones

(DE@ZBH)@D:I [ 11 IEBU | IEBZ(U | IEBEH)

que indica que las dieciséis funciones se agrupan en un quintete, tres tripletes y dos singuletes.
Un quintete quiere decir que cada una de las cinco funciones asociadas respectivamente

a los cinco valores de Ms = 2,1,0,—1,—2 da lugar a una representacién irreducible [4]
totalmante simétrica de dimensién unidad. Los tres tripletes indican que hay tres funciones
linealmente independientes con Mg = 1 que forman la representacién irreducible [31] de
dimensién tres e igualmente las tres funciones de Mg = 0 y las tres de Mg = —1. Decir que
hay dos singuletes quiere decir que hay dos posibles funciones con M s = 0 que conjuntamente
forman base de la representacién irreducible de dimensién dos [22].

En definitiva, las funciones de espin de un conjunto de n electrones se pueden poner
como

=(n, S, Ms, k)

con el indice k, que puede tomar los valores desde el 1 hasta f(n,S), y que sirve para
identificar los posibles estados de espin con los mismos nimeros cuanticos S y Mg. Las
funciones de espin forman base de una representacién del grupo de las permutaciones de n
objetos de dimensién f(n, S), identificada por la particién {A} de n.

f(n,S)
PTZ(n,$,Ms,1) = > Z(n,S,Ms, k) D (P°)
k=

—_

Aqui la permutacién P° afecta solamente a las variables de espin de los electrones y la
representacién irreducible se ha indicado por el superindice S en lugar de hacerlo por la
particién {A} pues, segiin se ha visto, hay una correspondencia entre ambas. La forma de las
matrices representacién D5 (P°) depende de la opcién adoptada para escribir las funciones
=. Una de las posibles opciones es la representacién ortogonal estdndar de Young descrita
en parrafos anteriores. Esta es la opcidén que se va a seguir en los ejemplos que se incluyen
a continuacién.
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Una funcién que describe un conjunto de electrones no consta solamente de la parte que
especifica los estados de espin de los electrones. Necesita también especificar la dependencia
espacial. De acuerdo con el principio de antisimetria la funcién debe formar base de la
representacién irreducible totalmente antisimétrica frente a las permutaciones simulténeas
de las variables posicién y espin de dos electrones cualesquiera.

La tnica manera de obtener funciones antisimétricas consiste en multipliar un factor que
forme base de una representacién irreducible por otro factor que forme base de la represen-
tacién irreducible conjugada de la anterior. Si el factor que engloba los espines forma base
de una representacién irreducible cuyo diagrama de Young tiene, a lo sumo, dos filas de
casillas, el factor espacial ha de formar base de una representacién irreducible cuyo diagrama
de Young tenga, a lo sumo, dos columnas de casillas. Esos productos de representaciones
irreducibles contienen a la representacién irreducible totalmente antisimétrica una sola vez.
Las dimensiones de los espacios de funciones que han servido para obtener las representa-
ciones irreducibles individuales estan identificadas por la particién {A} y su conjugada, ambas
de dimensién npy;. El espacio de las funciones dependientes de las variables de espacio y espin
es de dimensién né\] en el cual solamente hay un subespacio de dimensién unidad realmente

antisimétrico. De las n[ZM funciones, salvo factores numéricos, solo una es antisimétrica.

B}j@@} @

En consecuencia, las n[z)\] funciones linealmente independientes han de ser proyectadas sobre
el subespacio antisimétrico.

Hay una excepcién en el caso en que njy; = 1. Esto ocurre siempre que se estudie un
sistema de no mas de dos electrones y también, en el resto de los casos, para los estados
de méxima multiplicidad de espin en que la particién {A} es precisamente {n,0,0,---}, la
representacién irreducible es la totalmente simétrica [n] y su representacién conjugada es
[1™]. En estos casos especiales, la funcién que describe el conjunto de electrones es realmente
separable en factor de espacio por factor de espin.

El procedimiento de escribir una funcién de las variables espacio-espin de n electrones
consiste en multiplicar las funciones de espin mencionadas anteriormente por una funcién
que dependa de las coordenadas espaciales y antisimetrizando el producto asi obtenido.

Y = A{®(r) - Z(n,$,Ms, )} (1=1,---f(n,S))

La funcién @(r) quiere indicar una dependencia con respecto a las posiciones de todos los
electrones presentes en el sistema, ®(ry, r2, -+, ry,). Elindice | es necesario para distinguir
los posibles estados de la misma degeneracién de espin. En parrafos anteriores se ha visto que
con tres electrones puede haber dos dobletes distintos, con cuatro electrones tres tripletes y
dos singuletes, etc. que han de ser estudiados independientemente.

En el operador antisimetrizador idempotente

X 1 P pr po
A:EZ(—U PP

los dos operadores P" y P° son la misma permutacién pero se han separado para indicar
la permutacién de las variables espaciales y la de los espines. La notacién se simplificara
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cuando no haya ambigiiedad.

— Z PPT®d-P°Z(n,S, Ms,1)
PeSn
Las funciones de espin dan lugar a la representacién irreducible identificada por S.

f(n,S)
1 -
= - Y (-1PPT@- ) Z(n,S,Ms,k) D (P)
" PESH k=1
f(n,S) 1
= ) Z(nSMsk) ;Z )" D} (P) PO
k=1 ESn
f(n,S)

Yi= ) Z(n,S Ms,k) - 0F(r) (1=1,---f(n,S))
k=1

Las funciones ¥ son antisimétricas. Hay tantas como indica f(n,S). Para cada valor del
indice 1 hay una funcién distinta, combinacién lineal de otras varias. Esa combinacién lineal
consta de un solo término cuando la representacién irreducible asociada al nimero cuantico
S es monodimensional y eso ocurre si n =2 o si S coincide con su valor maximo %n. Para
cada valor de | hay un ntmero f(n,S) de funciones distintas de espin sefialadas por el indice
k y el mismo nimero de funciones espaciales, pero solamente una funcién es antisimétrica.

A partir de una funcién @ (r) se han construido f(n, S)? funciones CD]Sd(r) con ayuda de
las matrices representacién D®(P) de las funciones de espin.

() = = 3 (1) DR(P) PO
" PESH

Analicemos cémo se transforman estas funciones (Dil(r) frente a una permutacién Q de sus
variables espaciales.

Q DRy (r n' D> (=1 D{(P) QP

PESH
El producto de dos permutaciones es otra permutacién QP = R
f(n,S)
- Y D@ X 17 DR Re
m=1 RESH

La suma es la misma sea el indice de suma P o R.
f(n,s)

QdY(r) = Y (NI DF(Q ") @fyl(r)

m=1

Por ser ortogonales las matrices representacién

Y Dhulr) Di(Q) (—1)° VQE€ Sn
m=1
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Las f(n,S) funciones d)ﬁl(r) con valor de 1 constante forman base de una representa-
cién irreducible relacionada con aquella en que forman base las f(n,S) funciones de espin
=(n,S,Ms, k). Por aparecer la paridad en esa ultima expresién, los caracteres de ambas
representaciones irreducibles son opuestos para las operaciones impares; ambas representa-
ciones irreducibles son conjugadas la una de la otra, sus diagramas de Young son el resultado
de intercambiar filas por columnas.

Sea un sistema de tres electrones. Sus ocho funciones de espin se catalogan en forma
de un cuartete y dos dobletes. El cuartete no ofrece demasiadas dificultades. Las cuatro
funciones de espin estan asociadas a distintos valores de Ms y son simétricas frente a las
permutaciones, forman base de la representacién [4].

La unica funcién que dependa de las coordenadas espaciales serd totalmente antisimétrica.
Suponiendo normalizada la funcién @ y una vez normalizada su proyeccién, sobre la repre-
sentacién [14], la funcién espacial es

1 | +O@(r1,r2,r3) + @(rz,r3,17) + O(r3,17,12)

—®(rp,ry,r3) — d(r3,ry,r1) — O(ry,r3,r)

Basta ahora multiplicar el factor espacial por cada uno de los factores de espin

Ms = 3 ol - 2(3,3.3.1)
Ms = 1 o} 2(3,3,1,1)
Ms = — ol 2(3,3,-11)
Ms = -3 ol 2(3,3,-30)

para tener las cuatro funciones del cuartete S = %

Las funciones de espin de los dobletes forman base de la representacién irreducible [2 1].




Algunas aplicaciones a la Quimica Tedrica

145
La representacién ortogonal estandar esta formada por el conjunto de matrices
e (123) (132)
vo [y g [ %
o1) g 1) \F 4
(12) (13) (23)
Vo (o f] [ f
o) \-£ 1) gy
y las funciones de espin que han servido para construir esa representacién son
=(3,3,3.1) = %(zamcx(zm(s) —a(1B2)al3) — p(Na(2)a(3))
=(3,3,5,2) = %((X(UB(Z)OC(% —B(N«(2)x(3))
=3,3,-31) = % (a(1)B(2)B(3) + B(1x(2)B(3) —2 B(T)R(2)x(3) )
=(3,3,-3.2) = %((X( IB(2)B(3) — B(Der(2)B(3))
Hay dos funciones de Mg = % que forman base de esa representacién y otras dos de Mg = —%

que, independientemente, también dan lugar a las mismas matrices representacién.

Las relaciones anteriores permiten escribir las funciones espaciales adaptadas a la simetria,

una vez normalizadas, en la forma

12 1 +2®(ry,r2,13) — O(rz,r3,r7) — @(r3,r71,12)

() = —
1 W3
—2®(rz,ry,r3) + O(ry,r3,r2) + O(rs,ra,ry)
(D1/z 1 —@(rp,r3,r1) + O(rz,ry,ry)
21 )
—(D(r1,r3,r2) + q)(rg,,l‘z,r])
(D]/z . ] +®(rz,r3,r1) - q)(rg,,r]’rz)
12 E

_q)(r1 ar3ar2) + q)(r3ar2)r1)
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Las dos primeras dan lugar al primero de los dobletes con dos componentes de M = %, —%.
1 - -
Ms = 3 o117 23,1, 51) + 07 - =2(3,1,1,2)
1 172 - /2 -
Ms = — ol 2.1 -11) ¢ 0k 2(3,3,-3.2)

Ms = 3 ol (11 + ol 20,312
1
Ms= 3 ol 24 -b1) + o 23412

Desde el punto de vista de su comportamiento frente a las permutaciones, las dos fun-
ciones (D}]/Z y CD%2 forman base de la representacién irreducible [2 1] que es conjugada de
aquella en que forman base las funciones de espin; sus diagramas de Young son el dual el
uno del otro, resultado de intercambiar filas por columnas. Ambas representaciones coinci-
den en este ejemplo sencillo por ser una representacién irreducible autoconjugada. Pero las
matrices representacién no son las mismas. Ambas representaciones no son idénticas sino
equivalentes. Las matrices representacién para las funciones espaciales son

e (123) (132)
vo) [ og) [ %
o1) (g 1) \g
(12) (13) (23)
R I R
) A R

Estas matrices representacion se distinguen de las anteriores no solo en que han cambiado
de signo para las permutaciones impares, sino que, ademéas ha habido una reordenacién de
la base. Se puede pasar de una a otra representacién irreducible equivalente mediante la
transformacién de semejanza que corresponde al cambio de base dado por la matriz (? _01 )
cuya inversa es (_01 (1)) Para la representacién ortogonal estandar se eligié una ordenacién
de la base de los cuadros de Young de manera que fuesen desviandose de modo creciente
del orden natural, del cuadro fundamental. Las matrices representacién generadas por las

funciones espaciales suponen una eleccién inversa del orden de las funciones de base. En el
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ejemplo, las bases de las funciones espaciales que ha dado lugar a las matrices se corresponden
con una eleccién

mientras que las funciones de espin estaban ordenadas en la forma

es decir, al revés.

Las dos funciones = (3, ;, ;, 1) (3, ;, 7

dos; las dos funciones (D11 y (Dz] también forman base de otro espacio de dimensién dos.
Los productos de unas por otras forman base de un espacio de dimensién cuatro

) forman base de un espacio de dimensién

,z)) ® ((D}{Z, cD”z)

~/~
[
—
w
N[—=
=
"_‘
N—r
[1]
—~
w
N[—
=

en el cual hay un subespacio antisimétrico de dimensién uno. Es, salvo factores de nor-
malizacién, la funcién Mg = % del primer doblete. Lo mismo puede decirse de las otras
componentes

o!/2 1/2
15

))e (o ox’)
)) e (@17, @3%)
(26441, 26.5.02) 0 (012, 03?)
))e (@1, 0x)

/2 1/2
12

En cada caso solamente hay un subespacio de dimensién unidad antisimétrico frente a las
permutaciones de las variables espacio-espin de los electrones.

En toda la discusién anterior nada se ha dicho acerca de la forma analitica de la fun-
cién de las coordenadas espaciales ®@(rq, ra, ---, rn) que puede incluso depender de las
posiciones relativas (distancias) de unos electrones con respecto a los otros. El caso mas
sencillo es el del modelo de particulas independientes en cuyo caso esa funcién es un mero
producto de orbitales, funciones de un electrén. Esta opcién permite escribir las funciones
antisimetrizadas de las coordenadas espacio-espin como una combinacién de determinantes
de Slater o productos antisimetrizados.

En el ejemplo de tres electrones,

O(ry, r2, r3) = @alry) eu(r2) @c(rs)
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El estado de M = % del primero de los dobletes se expresa como

v

N|=

)

N|=

1 (]vzv?))

B

$a(l)

by (1)

dc(1)

$a(2)

$v(2)

$c(2)

donde ¢m (1) = @m () a(p) mientras que ¢y, (1) = @m (1) B(W).
del segundo doblete estd dado por

El estado Mg = %

$all) ¢dal(2)

Y13001,2,3) = % Bo(1) Fu(2)

de(1) bc(2)

Los dos estados correspondientes a Mg = —%

$a(3)

$u(3)

$c(3)

ba3)]  [da(1) da(2)
Pp(3)] 7 Pu(1) du(2)
dc(3)]  [De(1) de(2)
$a(3)  [Pall) $al2)
Gp(3)] 7 (1) du(2)
dc(3)]  [De(1) de(2)

by (3)

dc(3)

se obtienen por el mismo procedimiento.

La correspondencia entre el estado de espin de un conjunto de electrones y la simetria
permutacional del factor espacial en la funcién de onda abre una via de investigacién para
los sistemas en que las interacciones debidas a los espines no sean tomadas en consideracién.
Esta via, denominada Quimica Cudntica libre de espin (Spin-free Quantum Chemistry),
consiste en esencia en el estudio de los factores espaciales adaptados a las representaciones
irreducibles del correspondiente grupo Sy .

8.2.2 Particulas idénticas: Valores esperados

La forma mas sencilla de describir un conjunto de N electrones es mediante un producto
antisimetrizado de espinorbitales, un determinante de Slater. Si los espinorbitales utilizados
son ortonormales, ($x(1)|d1(1)) = 8y, la funcidén que describe al conjunto se escribe

$u1(1)

$i1(2)

di1(N)

bi2(1)

di2(2)

di2(N)

din(1)

din(2)

din(N)
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incluyendo un factor de normalizacién \/% La misma expresiéon puede ponerse como

W(1,2,--  N) = i1 (1) di2(2) -+ din(N))

indicando tan solo la diagonal principal del determinante.
Ese determinante es el resultado de aplicar un operador de proyeccién sobre el subespacio
de las funciones antisimétricas de un producto simple de espinorbitales.

Y(1,2,--- \N) = VNUAN {dir (1) $i2(2) -+ din(N)}

donde el operador Ay es el operador antisimetrizador idempotente
A 1
AN = WZ ep P{dir (1) di2(2) -+ din(N)}
P

donde la suma se extiende a todas las permutaciones de N objetos, ep es la correspondiente
paridad , en conjunto, es el proyector sobre el subespacio lineal de funciones de N variables,
asociado a la representacién irreducible [1N].

El célculo de los valores esperados de operadores que afectan al conjunto de los N elec-
trones de una manera simétrica, es decir, independiente de las permutaciones entre las
coordenadas, posicién-espin, de todos los electrones se ve claramente simplificado. Sea el
operador O(1,2,--+ ,N), su valor esperado es

<‘y(]v2v vN) ‘ 6(]v2v aN)‘y(1v2v aN)> =
= <N A {bur diz -+ bin ‘ O VNI AN {di1 di2 -+ ¢iN}>

pero el operador antisimetrizador es hermitico, por lo que puede afectar al ket de la misma
manera que al bra.

(0) = VNI (11 biz -+ bin | An O An {di1 iz -+ bin]) VNI

. A . . .
Si el operador O es invariante con respecto a las permutaciones, conmuta con todas ellas y
con el antisimetrizador.

(0) = NI {11 diz - din | O An An {di1 P12 -+ din})
Pero, como el antisimetrizador es un proyector y, por tanto, idempotente,

(0) = NI (bi1 diz -+ dpin | O An (i1 biz -+ bind)

(0) = <¢ﬂ iz - bin

0 Z ep P{dpi1 iz - - ¢iN}>
P

G (1) d2(1) - bin(1)

A

<©> = <¢i1(”¢i2(2) o pin(N) | O

di1(2)  P2(2) .- ¢iN(2)>

Gi1(N)  dpi2(N) -+ Pin(N)
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El resultado equivale a poner tan solo la diagonal principal a uno de los lados del operador
O y el determinante completo, sin el factor de normalizacién, en el otro lado.

La regla préactica no ha hecho mencién de las funciones monoelectrénicas que aparecen
en los determinantes de Slater. En consecuencia, el procedimiento descrito es extensible
al célculo de los elementos matriciales de la representacién del operador O en la base de
determinantes de Slater linealmente independientes. Es decir, un determiante de Slater a
un lado del operador y otro, igual o distinto, en el otro lado.

8.2.3 Productos externos

Las propiedades de una distribucién de carga eléctrica se expresan habitualmente mediante
un desarrollo en multipolos. En coordenadas cartesianas, una componente del multipolo de
orden n esta etiquetada con n indices y esta dada por la relacién

(n)
Yopyov = D G TiaTip Ty =+ Tiv (8.1)
j

donde tanto & como {3 hasta v pueden indicar las componentes x, y o z del vector de posicién
7 de la particula j-ésima.

Pero, de la propia definicién de esas componentes cartesianas, y de la permutatividad de
sus productos, se aprecia que las que tan solo se diferencian en la ordenacién de los n indices
oy - --v han de ser iguales. En consecuencia, el nimero de componentes independientes es
mucho menor y coincide con (“;2).

Como ejemplo, para el caso en que n = 3, para cada trio de indices xf3y hay un total
de 3! posibilidades afvy, focy, YR, xyfp, pyx, yap que forman base de una representacion
reducible de orden 3! de cuya reduccién solamente se obtiene una componente totalmente
simétrica, que forme base de la representacién irreducible [3]. El resto de las posibilidades,
que forman base de otras representaciones irreducibles, se anulan. Esas 3! componentes
son idénticas. Basta con la informacién contenida en una de ellas. La informacién que
porporciona este momento de la distribucién de cargas estd contenida en un total de diez
componentes independientes. Para evitar las repeticiones, esas componentes se pueden elegir
en la forma:

XXX, XXY, XXZ, XYY, XYz, X2z, Yyyy, yyz, yzz, zzz.

El resto de la informacién hasta las veintisiete componentes es redundante por razon de su
invariancia frente a la permutacién de sus indices.

Las cantidades tensoriales mencionadas, cuyas componentes son simétricas frente a la
permutacién de sus indices, pueden ser descompuestas en contribuciones independientes por
medio de sus trazas. Las trazas de un tensor de n indices, «f3,---,v, son el resultado de
sumar los elementos que tengan dos de esos indices en comin. Para n = 2 hay una sola

3 3 3
Y+ 73, + v

2 2 2
traza, 'YECX) + Y,(Jy) + 'Y(ZZ); para n = 3 hay tres trazas 'Yl(J?;c)x + Tlﬁ}y + YL?;.)Z

3 3 3
YO+ TS, + v

En general, el nimero de trazas posibles es (sz)
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La descomposicién para n = 2 es de la forma

2 2 2 —~(2 ~(2 —~(2 2
Y)(cx) chy) YE(Z) ;Ecx) -:o(cy) ;Ecz) Y((l\)) 0 0
2
2 2 2 — _— —~(2 ~(2 ~(2 2
Y2 v @[ =5 (=2 =2 =20 v o
2 2 2 —~(2 ~(2 —~(2 2
Y(zx) Yfzy) Y(ZZ) ;Lx) -:(zy) ;Lz) 0 0 YEIV)

donde el primer sumando tiene traza nula y el segundo sumando es un escalar.
~ - ~ 1
=@ 422 422 =0 TR = 3 (Y& v+ )

Descomposiciones anélogas puenden obtenerse para cantidades tensoriales de rango superior.
La descomposicién puede continuarse haciendo que las nuevas cantidades tensoriales asi
obtenidas se desdoblen a su vez en otras contribuciones de rango inferior.

Tratandose de momentos de una distribucién de cargas eléctricas, las tinicas contribu-
ciones de interés son precisamente las de las trazas nulas, pues son las que dan lugar a
interacciones con campos externos. Los factores numeéricos sirven para acomodar a la nor-
malizacién habitual

s DM e @0 0 a1
—aBy--v nl ; q] Tj aTjo( aTJB arj'y arjv T‘j

de las contribuciones de trazas nulas o momentos multipolares de la distribucién de cargas.

Dichos momentos son simétricos frente a la permutacién de sus indices cartesianos, de trazas
nulas y ademaés invariantes frente a las rotaciones-reflexiones del sistema de coordenadas
en tres dimensiones, es decir, las 2n + 1 componentes independientes forman base de las
representaciones irreducibles del grupo O(3).

Las distribuciones de probabilidad de presencia en cada punto del espacio-espin de los
electrones en un atomo o en una molécula estan expresadas mediante la funcién de densidad
electrénica p(x,y,z,0). La normalizacién habitual de esta funcién proporciona el nimero
total de electrones como suma de las probabilidades en todos los recintos.

Jv ; p(r¥,o)d¥ = N

En esa expresién se suma para las dos orientaciones independientes del espin y la integracién
se extiende a todo el volumen.

La funcién densidad electrénica puede desarrollarse en una base de r espinorbitales lin-
ealmente independientes en la forma

p(f,0) = D bi(F,0) - Diy - b} (¥, 0)
ip

La matriz D es hermitica, de dimensiones r x r y semidefinida positiva. Si las funciones
de base son ortonormales, (¢i|d,) = 8ip, la traza de la tabla numérica de doble entrada D
también coincide con el nimero total de electrones presentes.

T
> Dy =N
i
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La distribucién de probabilidad de presencia simultdnea de dos de esos electrones esta
expresada mediante otra funcién y(x1,y1,21, 01, X2,Y2,22,02) de las coordenadas de posi-
cién, espacio-espin, de los dos electrones. Una de las formas habituales de normalizacién de

esa funcién N
J D> y(F 01, T, 00)dF dFy = <2>
%

HWV2 50,

El desarrollo de esta funcién en la base de funciones monoelectrénicas

T
Y(F1,01,72,02) = ) bilF1,01)d5(F2,02) 2 Dijipg - 9} (F1, 01) % (2, 02)
iprd

da lugar a una matriz D también hermitica, semidefinida positiva y cuya traza es (];l) si la
base es ortonormal.

La matriz D que da cuenta de la distribucién de individuos no es méas que una contraccién
de esta 2D.

2 T
Di;p = —N 1 E zDit;pt
t

Es decir que la informacién acerca de la distribucién individual esta contenida en la infor-
macidn acerca de la distribucién de pares de electrones.

El problema surge si se pretende dar cuenta de la distribucién de pares con la sola
informacién acerca de la distribucién individual. El problema es sencillo si los sucesos
son independientes, es decir, si los electrones se comportan segin un modelo de particulas
independientes pues, en tal caso, la probabilidad del suceso combinado es simplemente el
producto de las probabilidades de los sucesos independientes. Si el modelo de particulas
independientes no es estrictamente aplicable, puede, al menos, constituir una aceptable
aproximacién.

*Dijipg = Dip Diiq ‘D=D®D

La matriz que da cuenta de la distribucién de pares es simplemente el producto externo de
la que da cuenta de la probabilidad individual por si misma.

Lo anterior no es exacto ya que, por tratarse de particulas con espin semientero, los
electrones son fermiones y deben, al menos, cumplir con el principio general de antisimetria.
Es decir, la 2D debe consistir exclusivamente en la parte antisimétrica del anterior producto
externo, la proyeccién del anterior producto externo sobre los subespacios antisimétricos
tanto de los indices de fila como de columna. Estos productos externos antisimetrizados se
escriben para el caso general en que haya r indices de fila y s de columna en la forma

N~

/N
Ciriz.iryiniz..js = A As Qi i ir.. bikm...ir;jtm...js

1
- rls! Z €p - £€Q ﬁ Q Qigdksj..du bik+1--<ir;jl+l---js
T PQ

donde las prmutaciones P afectan a unos indices y las permutaciones Q a los otros; ep y €q
son las correspondientes paridades.

La aplicacién de la expresién anterior al caso de las probabilidades de presencia de pares
electrénicos da como resultado

1

zDii;vq 2 (Di;p Dj;q — Djip Di;q) ‘D=DAD
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Las ideas expuestas anteriormente son facilmente generalizables a las distribuciones de prob-
abilidad de trios, cuartetos, etc. Son las potencias externas de la distribudién individual,
antisimetrizadas frente a las permutaciones tanto de los indices de fila como de columna.

8.2.4 Invariancias de las matrices

Una matriz permutacién P es aquella cuyos elementos valen todos cero excepto un elemento
de cada fila y de cada columna que vale la unidad. La premultiplicacién de una matriz A por
una de permutacién, es decir (P A), da como resultado una permutacién de las filas de A;
en cambio, la posmultiplicacién (A P) intercambia las columnas. La inversa de una matriz
permutacién coincide con su transpuesta. La transformacién de semejanza P A P~ permuta
las filas y las columnas de A y equivale a una reordenacién de la base de representacion.
Otras transformaciones de semejanza mediante matrices unitarias, UAU ' dan lugar a
matrices equivalentes a la matriz A relacionadas por el cambio de base. Las cantidades
invariantes frente a esas transformaciones de semejanza son las que permiten simplificar los
problemas y que pueden tener informacién susceptible de confirmacién expermental.

Muchas de las matrices que se manejan en los problemas de Quimica Cuantica son her-
miticas. Son representacién de operadores hermiticos asociados a observables cuyos valores
propios se identifican con los posibles resultados de las medidas esxperimentales. Ademaés
de hermiticas, algunas son definidas positivas como la representacién matricial del operador
identidad, es decir, las “métricas” de los espacios lineales, las matrices de los recubrimientos
entre las funciones de base de los correspondientes espacios lineales. Otras, como las rep-
resentaciones matriciales de los operadores densidad o densidad reducida, las Matrices de
Densidad (DM) o las Matrices de Densidad Reducida de orden p (p-RDM), son semidefinidas
positivas. Estas altimas describen las probabilidades de presencia simultanea de p particulas
idénticas en los distintos puntos del espacio y que permiten el calculo de los valores esperados
de operadores que afectan a p de esas particulas idénticas.

Estas matrices hermiticas en el campo complejo, simétricas en el campo real, tienen un
conjunto de propiedades invariantes con respecto a determinados cambios de base de repre-
sentacidén, con respecto a determinadas transformaciones de semejanza, ya sean unitarias en
el campo complejo u ortogonales en el campo real. Algunas de esas propiedades invariantes
guardan una estrecha relacién con el grupo de las permutaciones.

Por ejemplo, son invariantes los autovalores, la traza, el determinante, los coeficientes
el polinomio caracteristico, y otras muchas cantidades que pueden tener una intrepretacién
fisica.

El polinomio caracteristico de una matriz A de dimensiones r X r estd dado por el
desarrollo

Pr(A) = |A = A1) = ¢, A% — ¢, AT oAt — e
— (1) e AT 4 (=1) e AT
En ocasiones, y para evitar la alternancia de signos, se prefiere definir el polinomio carac-

teristico en la forma

Pr(p) = [HA + 1] = crpu’ + crg UT71 +cr2 Uriz +
+ou +eap +eopl
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lo que equivale a haber substituido p = — 1/A ademés de haber multiplicado por u".

Los valores propios de A son las raices del polinomio P, (A). En todos los casos co = 1,
la traza de la matriz coincide con el coeficiente ¢y, ¢, coincide con la suma de todos los
determinantes 2 x 2 construidos sobre la diagonal principal de A y el determinante de la
matriz es el coeficiente c,.

Hay un algoritmo que permite calcular facilmente esos coeficientes mediante la aplicacién
de la secuencia dada por la relacién de recurrencia

Bo= A c1 =tr By
1
By_1 = A(ck—11 — Byx_) k= tr By_1

El procedimiento se conoce como de LeVerrier-Faddeev. Las sucesivas matrices By coinciden
con los productos externos antisimetrizados de A por si misma k veces y contraidos hasta
una matriz de primer orden.

B, 1 = L} AN

La secuencia se interrumpe pues B, es una matriz escalar y B, se anula ya que, segtn el
teorema de Cayley, la matriz anula su propio polinomio caracteristico o, dicho de otro modo,
porque no hay parte antisimétrica de las potencias superiores.

También se puede comprobar que en esos coeficientes participan las trazas de las potencias
de la matriz A

c1 = trA
1
2= 3 ((‘m‘A)2 — trAz)
c3 = % (trA)® —3trAZtrA + 2tr A?)
4 2]—4 (trA)* — 6tr A% (trA)? + 8trA3tr A + 3(trA?)? — 6trA?)
(trA)®> — 10tr A? (trA)3 4 20tr A3 (tr A)?
1
= 120 —20trA3trA? — 30tr A% (trA)
+15(trA%)2 (trA) + 24tr A°
En general

1 n
Cm = — ; XU ) (BrA)YT (trAZ)Y2 - (trA™) Y

donde v identifica las distintas particiones de m que caracterizan las clases de equivalencia
del grupo S, de las permutaciones de m objetos por su estructura ciclica, n, es el nimero
de elementos en esa clase y XL} I es el caracter de la clase v, (1V1 2¥2 ... m¥™), en la

representacién irreducible [1™] totalmente antisimétrica.
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En esas relaciones se aprecia que los sucesivos coeficientes c¢; son las trazas de las potencias
externas de la matriz de partida A.

Cx = tr ANk

antisimetrizadas frente a las permutaciones.

Se han mencionado las relaciones entre los coeficientes del polinomio caracteristico y las
trazas de las potencias simetrizadas de la matriz A. Un andlisis de las relaciones entre los
mismos coeficientes y los valores propios de la matriz nos llevaria a otro capitulo de las
Matematicas, el que trata de las funciones simétricas de un conjunto de variables.

Si en lugar de utilizar los caracteres de la representacién irreducible totalmente anti-
simétrica se hubiese utilizado la totalmente simétrica [m] se habria obtenido otro juego de
coeficientes igualmente invariantes frente a los cambios de base y, por tanto, susceptibles de
dar lugar a cantidades que pueden ser confirmadas por la experiencia.

El determinante de la matriz A es el dltimo de los coeficientes, ¢,.. La expresién habitual
para ese determinante es

detA = ) epP (Air A2my o Arr,)
PES:

donde la operacién P permuta los indices de columna en la forma (731 ﬂzz . 7{) el factor
ep indica la paridad de la permutacién, es decir, el cardcter de la permutacién P en la

representacién irreducible [17].

detA =[A] = > xp P (Ain, Adn, o A,
P

Si en lugar de la representaciéon irreducible antisimétrica se hubiera usado la totalmente
simétrica, en lugar del determinante se habria obtenido el permanente de la matriz A. Si
en esa combinacién lineal se hubieran usado los caracteres de otra de las representaciones
irreducibles del grupo S;, se habrian obtenido los inmanentes de la matriz, de los que tanto
el determinante como el permanente son casos particulares. Si el determinante de una matriz
se indica por la notacién det A o bien por |A|, los inmanentes se han indicado por |A|* para
hacer notar que son los caracteres de la representacién irreducible [A], asociada a la particién
{A} de 1, los que han intervenido en su definicién. En esta notacién, el determinante y el
permantente se indican por |A|"") y |A|!") respectivamente. El concepto de inmanente es,
en consecuencia, una extensién del concepto de determinante. Los inmanentes de una matriz
A son invariantes frente a las transformaciones del tipo PAP ' donde P sea una matriz
permutacién.

Una maés extensa generalizacién del concepto de determinante se alcanza utilizando como
coeficientes, no ya los caracteres de las representaciones irreducibles, sino otra funcién de
la permutaciéon de que se trate. La idea, con el nombre de algebrante, se ha utilizado
en el desarrollo de los cdlculos dentro del esquema de “enlaces de valencia generalizados”
(Generalized Valence Bond-GVB).

8.2.5 Recuento de isdémeros

En Quimica, se dicen isémeras aquellas especies que tienen la misma composicién elemental
aunque distintas propiedades macroscépicas observables. La razén de las diferencias se busca
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en el mundo submicroscépico, molecular, atribuyendo las propiedades a las variadas formas
de organizarse los atomos para formar las moléculas.

Los isémeros de posicién son las especies quimicas cuyas moléculas individuales presentan
unas conformaciones de equilibrio, en sus respectivos estados electronicos fundamentales,
en que distintos 4tomos o grupos funcionales se encuentran en posiciones permutadas sin
modificacién de la red de vinculos que mantienen unidos los 4tomos. Esa red es la que se
suele representar por una serie de trazos simbolizando los enlaces. Es decir, se puede tener
un isémero de posicién distinto si se permutan un atomo de Cl con otro de F, o un atomo
de O por otro de S, e incluso, si la permutacién es entre un isétopo '2C por otro '3C. Pero
no se pueden permutar un dtomo de C por uno de Cl pues cambiaria la red de los enlaces
a la que se atribuye estabilidad de la molécula; en todo caso esa permutacién daria lugar a
un isémero de otro tipo. Desde el punto de vista estructural, la distindién entre isémeros
de posicién se reduce a un problema de permutaciones de grupos funcionales que permitan
mantener el mismo nimero y tipo de vinculos con sus més préximos.

No todas las permutaciones entre &tomos o grupos funcionales dan lugar a otras especies
isémeras de posicién. No son consideradas como tales las permutaciones que solamente
equivalen a ver la misma estructura desde el otro lado, es decir, a un giro del conjunto sin
modificar las conexiones de unos atomos con otros. Tampoco se suelen considerar iSomeros
distintos alli donde la barrera energética para la interconversién es tan pequeiia que, a la
temperatura ambiente, la energia cinética es suficiente para sobrepasar esa barrerra y resulta
impsible separar, por cristalizacién o por cualquier otro procedimiento de separacién, las
distintas estructuras. El ejemplo mas caracteristico es el de libre giro de un grupo terminal.
En estos casos se prefiere hablar de conformeros aludiendo a las distintas conformaciones
espaciales de presentarse un mismo isémero.

Los distintos isémeros de posicién estan relacionados por permutaciones dentro de sub-
conjuntos de atomos o grupos. En el ejemplo

W Y

X Z
se pueden permutar los objetos {A,B} entre si y también los objetos {W,X,Y,Z} sin que
cambie la estructura, las ligaduras que mantienen unido el conjunto. El grupo de permuta-
ciones es el producto directo de las permutaciones de cuatro objetos por el de dos objetos:

S4®S;. Hs un grupo que tiene 48 operaciones. Pero no todas cuentan a la hora de identificar
isémeros pues solamente se ha de contar una de cada cuatro. Las cuatro formas siguientes

L%% Y X Z Y W Z X

X Z W Y Z X Y W
no son distintos isémeros sino la misma molécula vista desde otro lado. Hsas cuatro figuras
son el resultado de aplicar las operaciones giro alrededor de los tres ejes cartesianos ortog-
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onales sobre la figura de la izquierda. Son el resultado de la aplicacién de las operaciones
del grupo diedro D, = {E, C2(z), C2(y), C2(x)}. Por tanto, el niimero de posibles isémeros
de este ejemplo no es mas que doce. Dos distribuciones de los subconjuntos {W,X,Y,Z} y
{A, B} son el mismo isémero si estan relacionadas por las operaciones del grupo D;. En este
ejemplo la inclusién de otras operaciones de simetria como inversién y las tres reflexiones
especulares del grupo D,y no aportan otra figura distinta de las anteriores que sean equiva-
lentes al resultado de permutar los niicleos. No es imprescindible utilizar el grupo completo,
basta el subgrupo D».

Otros ejemplos implicardn otro de los grupos puntuales. En el ejemplo anterior se ha
supuesto que todos los elementos de un subconjunto eran distintos entre si y lo mismo puede
decirse del otro subconjunto. El problema se complica si en los subconjuntos anteriores puede
haber repeticiones. Una solucién general hace uso de un teorema enunciado por Polya en
un contexto de “cajas” y “colores” y que junta los problemas de la simetria con los de la
Combinatoria. Aborda problemas como el recuento del nimero de collares distintos que se
pueden construir ensartando abalorios de distintos colores o el nimero de distintas formas
de rellenar un tablero de “Tres en raya” que no sean equivalentes por rotacién del tablero.

Para su aplicacién solo se requiere tener claro qué disposiciones de los niicleos se consid-
eran que son el mismo isémero aunque visto de otra forma, qué permutaciones de los niicleos
no deben ser consideradas como distintos isémeros.

Lo primero que se necesita es el indice polinémico ciclico (cycle index polynomial) o
polinomio caracteristico. Se obtiene a partir del grupo de las permutaciones validas sin
modificar la especie isomérica. Es un subgrupo de las permutaciones entre todos los niicleos.
Siguiendo con el mismo ejemplo, en notacién de las permutaciones, esas cuatro estructuras
se identifican con

A B w X Y Z
A B w X Y Z
A B WX YZ
A B Xw zY

AB wy XZ

BA Yw X

AB \\'74 XY

BA W YX

La primera permutacién consta de dos ciclos de primer orden en {A,B} y cuatro ciclos
también de primer orden en los elementos {W, X, Y, Z}. Para este elemento asignaremos el
polinomio f% 9‘1‘. La segunda permutacién tiene dos ciclos de primer orden en {A, B} y dos
ciclos de segundo orden en {W, X,Y, Z}. El polimonio correspondiente sera f% g%. El indice
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ciclico de esta estructura sera

1
7 (f1 97 + 195 + f295 + 2 93)

Basta ahora sustituir f; por la suma formal de los niicleos que pueden aparecer formando
parte del primer subconjunto. f, serd entonces la suma, también formal, de sus cuadrados.
Por ejemplo

fi="1C+ 3C +Si + -
fZZ 1202+13c2+3i2 4o

Igualmente con las funciones g:

g1= 'H+2H + F + 3Cl +3%Cl + ---
g2 = 1H2 +2H2 +F2 +35012 +37c12 + o

Al desarrollar el indice ciclico con las reglas habituales del Algebra se obtiene un polinomio.
Para llevarlo a la formulacién habitual de la Quimica los ntimeros que figuran como expo-
nentes han de ser escritos como subindices pues dan cuenta del niimero de nicleos idénticos
en una férmula quimica. Los coeficientes de los términos de ese polinomio asi construido
indican el nimero de isdémeros distintos, no relacionados por las operaciones de simetria de
la estructura.

Para no alargar demasiado la tabla, €l caso sencillo en que f; = Cy gy = H + Clda
un polinomio resultante

1C,H4 + 1 C,H3Cl + 3 C,H,Cl, + 1 C,HCI3 + 1 C,Cly

indicando que son posibles tres isémeros de C,;H,Cly con la estructura plana de las figuras
anteriores.

El mismo procedimiento con fi = A+ By g1 =W+ X+ Y + Z proporciona un término
12 ABWXYZ, corroborando el recuento realizado anteriormente en que eran posibles un total
de doce isémeros distintos.

Una estructura como la de la conformacién de equilibrio del estado electrénico funda-
mental de la molécula de etano (CgHg) tiene la simetria del grupo D3g4.

X X

St S G

R R

Las operaciones de simetria distinguen dos subconjuntos de ntcleos que ninguna de las
operaciones es capaz de intercambiar. Un subconjunto esta formado por los dos niucleos que
forman el enlace central A — B, el otro subconjunto estd formado por los seis niicleos de la
periferia. La transcripcién de las operaciones de simetria en forma de permutaciones indica
las equivalencias recogidas en forma de tabla:
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E 2C; 304 i 2S¢ 3C,

f19f 2f793 3figigl fag3 2f2g¢ 3f203

con lo que el indice ciclico, o funcién caracteristica, de esta estructura es

1
75 (fi o7 + 21 03 + 3fi o7 03 + 4f293 + 212 96)
Si ahora se permiten dos posibles tipos de nticleos en el primer subconjunto y tres en el

segundo
fi=A+ B
g=X+Y+Z

se llega a que no hay méas que un isémero de féormula A,Zg pero hay un total de dieciocho
isémeros no equivalentes de férmula ABX,Y>Z,. Obviamente, al incluir en ese recuento
las operaciones impropias, inversién, reflexiones y operaciones de tipo giro impropio, se ha
aceptado la posibilidad de modificar la quiralidad de los centros sin que ello dé lugar a
distintos isémeros.

Si realmente se distinguen como distintos los isémeros que resultan de una operacién
impropia, estas ultimas deben ser excluidas del recuento. El grupo de operaciones es entonces
del D3 que solamente contiene operaciones de rotacién del conjunto. La funcién caracteristica
queda reducida a

(% of + 21363 + 31203)
Con dos posibilidades para los &tomos centrales y tres para los periféricos, como en el ejemplo
anterior, resultan treinta isémeros no equivalentes, identificables separadamente, todos ellos
con la composicién ABX,Y>Z,;.

El libre giro de un grupo terminal aumenta el nimero de posibles permutaciones que
resultan indistinguibles aunque no sean resultado de ninguna operacién de simetria del
conjunto. Ha de tenerse en cuenta que en este estudio no son las operaciones de simetria
las importantes, aunque se usen como referencia, sino las permutaciones entre los nicleos
que dan lugar a conformaciones experimentalmente indistinguibles. En el ejemplo que se
viene analizando, el grupo de las permutaciones que no cambian de isémero es el producto
directo del grupo de las tres permutaciones ciclicas de tres objetos por el grupo de las seis
permutaciones representadas por la simetria espacial D34. En presencia de libre giro de los
grupos terminales, el indice ciclico o polinomio caracteristido presenta més términos

11—8 (ff of + 41193 +3f203 + 6296 + 41797 03)
De las dieciocho operaciones, hay seis que coinciden con las operaciones de simetria del
grupo D3. El resto son permutaciones ciclicas de los grupos terminales que no corresponden
a ninguna operacién de simetria espacial del conjunto. Para el mismo ejemplo anterior, la
libre rotacién restringe a diez el nimero de isdémeros distintos con la ffmula ABX;Y,Z,.

La comparacién entre el tratamiento con y sin libre giro permite hacer el recuento de
cuantos isémeros son simplemente el resultado de una rotacién de un grupo terminal. Igual-
mente, el anélisis con y sin operaciones impropias permite distinguir entre los distintos

isémeros cuéles de ellos son enantiomeros.
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8.3 Ejercicios

Problema 8.3.1 Escribir los generadores del grupo simétrico S y sus relaciones defin-
itorias.

Problema 8.3.2 ;Cdmo se escribe la permutacién inversa de una dada? Poner un
ejemplo.

Problema 8.3.3 Comprobar que el grupo simétrico S, de orden n! es homomorfico al
grupo S, de orden 2.

Problema 8.3.4 De las clases de equivalencia de las permutaciones de cuatro objetos,
scudles son autoinversas? ;De qué manera se refleja eso en la tabla de caracteres de
las representaciones irreducibles?

Problema 8.3.5 ;Pueden coezistir en una misma clase de equivalencia permutaciones
pares e impares?

Problema 8.3.6 Determinar las posibles estructuras ciclicas de las permutaciones de
stete objetos.

Problema 8.3.7 Calcular el nuimero de permutaciones del grupo S; que tienen la es-
tructura ciclica (1723). ;Cudntas tienen la estructura ciclica (223)?

Problema 8.3.8 Determinar los posibles subgrupos del grupo S,.

Problema 8.3.9 Para el polinomio x1x2 + x3 + x4, scudl es el subgrupo de Sy (per-
mutaciones de las cuatro variables) que deja invariable el polinomio? ;Cudl es el que
deja wnvariable el polinomio x1 x2 + x3 x4 2 ;Contiene al anterior como subgrupo?

Problema 8.3.10 En el grupo de las permutaciones de cinco objetos, jpuede haber
alguna representacion irreducible de orden cuatro? En caso afirmativo, ;cudles serian
sus caracteres?

Problema 8.3.11 Determinar los caracteres de la representacion irreducible asociada
a la particion [321] del grupo de las permutaciones de seis objetos, Si.

Problema 8.3.12 ;Cudntas representaciones irreductbles posee el grupo S7?

Problema 8.3.13 Escribir las particiones del numero nueve que se asocian a represen-
taciones trreducibles autoconjugadas del grupo So.

Problema 8.3.14 ;Cdmo se descomponen las representaciones irreducibles del grupo
S3 al reducir la stmetria a S> ?

Problema 8.3.15 Construir el grupo alternante de cuatro objetos, As. Escribir su
tabla de multiplicar y encontrar sus clases de equivalencia.

Problema 8.3.16 determinar el cuadro de caracteres de las representaciones irre-
ducibles del grupo alternante A4 de cuatro objetos.
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Problema 8.3.17 ;Qué pasa con las representaciones ireducibles del grupo S, al re-
ducirse a su subgrupo alternante A4 ?

Problema 8.3.18 Ezpresar la identidad como combinacion lineal de los stmetrizadores
de Young de los cuadros estdandar del grupo S,.

Problema 8.3.19 Usar los stmetrizadores de Young para construir combinaciones lin-
eales de productos de orbitales para describir cuatro electrones y clasificarlas de acuerdo
con las representaciones irreductbles del grupo S,.

Problema 8.3.20 Un cierto sistema consta de n electrones. ;Es posible expresar la
funcién de onda como producto de una funcion de variables espaciales por otra de
espin? ;En qué casos es de variables separables?

Problema 8.3.21 Utilizando operadores de proyeccion, encontrar la parte antisimétrica,
con respecto a las permutaciones de los tres electrones, de la funcion electréonica

Tsa(1) TsPB(2) 2sx(3)

de un dtomo.
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Capitulo

Grupos continuos

Hasta aqui se han considerado grupos puntuales finitos de transformaciones, grupos de ope-
raciones que actiian sobre las variables de un problema, con un namero finito de elementos.
Sin embargo hay problemas en Quimica que precisan de un tratamiento con grupos que con-
tienen un ntmero infinito de elementos. Son problemas como los relacionados con moléculas
lineales o con &tomos aislados. Es decir, con problemas que presentan simetria cilindrica o
esférica.

Para la mayor parte de los problemas de tipo estructural que presenta la Quimica, la
simetria esférica parece ser el mayor supergrupo puntual necesario. Sin embargo, hay prob-
lemas concretos cuyo tratamiento requiere la utilizacién de otros grupos méas extensos de
operaciones. Sirvan de ejemplos el uso de las invarianzas en cuatro dimensiones para justi-
ficar las degeneraciones de los estados electrénicos de los atomos hidrogenoides y la intro-
duccién del concepto de espin de los electrones, momentos angulares con nimeros cuanticos
semienteros. La intencién de este capitulo es dar una somera introduccién a lo que tienen
en comun la mayor parte de los grupos continuos.

9.1 Grupos de matrices

En los grupos finitos los distintos elementos constituyen un conjunto discreto. En los grupos
infinitos hay operaciones que se diferencian en una cantidad infinitesimal. Por ejemplo, en
un sistema con un eje ternario las operaciones de giro alrededor del eje pueden ser de 120° o
de 240°. En una simetria cilindrica las distintas operaciones giro estan identificadas por un
angulo ¢ de giro alrededor del eje. Pero el angulo ¢ puede tomar todos los valores continuos
desde O hasta 27.

Por otra parte, si las transformaciones son lineales, basta una base de un espacio lineal
para disponer de una matriz asociada a cada operacién. Es habitual referirse entonces a
grupos de matrices. Siguiendo con el ejemplo anotado un poco mas arriba, una rotacién de
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angulo ¢ alrededor de un eje puede ser identificada con la matriz

cos¢ —sind

sin ¢ cos ¢

Estos grupos tienen una ley de composicién interna, su “producto”. Visto el grupo como
constituido por los giros del sistema coordenado, el giro de un angulo « seguido por el giro
de angulo 3, alrededor del mismo eje, da como resultado el giro de &ngulo vy = o+ 3. El
producto matricial ordinario

cosx —sinx cosfp —sinf cos(a+pB) —sin(xc+ ) cosy —siny
sine  cosx sin 3 cos f3 sin(ax + ) cos(oc + B) siny cosy

satisface la misma relacién de los angulos como se puede comprobar por las relaciones ele-
mentales de la Trigonometria. En este ejemplo, tanto con las operaciones giro como con las
matrices, el “producto” es conmutativo.

Hay un isomorfismo entre los grupos de transformaciones —giros, reflexiones, etc— y los
grupos de las matrices ortogonales. En muchos casos se prefiere trabajar con los grupos de
matrices en lugar de hacerlo, de forma mucho més abstracta, con los grupos de transforma-
ciones lineales. Al tratar de estos grupos continuos, nos referiremos indistintamente a unos
u otros grupos segin resulte en cada caso conveniente.

9.2 Clasificaciéon

El caso mas general de transformaciones lineales en un espacio de dimensién n constituye
el grupo GL(n,C). La denominacién GL procede de “General Linear’. Esta formado por
todas las matrices cuadradas de dimensiones n x n, no singulares, con determinante distinto
de cero de manera que su inverso exista, en que los elementos matriciales estan tomados del
campo complejo.

El resto de los grupos que aqui se van mencionar son subgrupos de éste. El grupo
GL(n,R) es el subgrupo del anterior que tiene todos los elementos de las matrices reales.
El grupo U(n,C) es aquel en que las matrices son unitarias con elementos complejos. El
grupo SU(n) (Special Unitary) es el subgrupo del anterior que limita las matrices unitarias
a las que tienen determinante +1. De entre estos ultimos grupos podemos seleccionar los
subgrupos de matrices restringiendo al campo de los ntimeros reales. El grupo O(n) es el
de las matrices ortogonales de dimensiones n x n. A su vez, las matrices del subgrupo del
anterior SO(n) limita las matrices a las de determinante +1. En particular, el grupo SO(2)
es el que tiene como elemento modelo la matriz (zf’;g Zzian;d)) y que ha sido mencionado
anteriormente. Este grupo de todas las transformaciones de giro alrededor de un eje suele
ser mencionado en los estudios de Quimica como Cq,.

La otra forma de clasificar los grupos continuos, o de referirse a ellos, es por lo que
cada uno deja invariante. El grupo SO(2) o C4 de las rotaciones alrededor del eje z, deja
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invariante la distancia de cualquier punto al eje de giro, x? + y2. Son las rotaciones en
un plano, rotaciones bidimensionales. De manera similar puede hacerse referencia a otros
grupos.

n
Los grupos unitarios, U(n), dejan invariante la cantidad )_ |xi\2 donde las cantidades
i

xi son nameros complejos. Puesto que se trata de matrices unitarias, M = M~', son
transformaciones que dejan invariante la forma bilineal x Ix' donde I es la matriz unidad
nxmn.

e (X’)T =xMM'x" = xIx" = xx'

La matriz de la forma bilineal es, para estos grupos, la unidad.

n
Los grupos ortogonales, O(n), dejan invariante la cantidad }_ xiz con cantidades reales.
i

También dejan invariante la forma bilineal x Ix" en que la matriz es, también en este caso,
la matriz unidad.
Otros grupos ortogonales son los que se referencian como O(n, m) que dejan invariante

n n+m
la cantidad | >_ xiz - sz o, de una forma equivalente, la forma bilineal en que la
i=1 j=n+1

matriz es diagonal, tiene a lo largo de la diagonal n elementos con valor +1 y m elementos
con valor —1. El caso particular de grupo que deja invariante la cantidad x? +y? +z2 — c?t?
tiene interés especial en los estudios de Mecanica Relativista, es el grupo O(3,1) y se concoce
como grupo de las transformaciones de Lorentz o, simplemente, grupo de Lorentz.

Los grupos cuyas matrices de transformacién dejan invariante la forma bilineal

xJx'
donde
0y Ik
J =
I O

donde Oy es una matriz nula de dimensién k y Iy es la matriz unidad, también de dimensién
k, se conocen como grupos simplecticos, Sp(2k).

9.3 Generadores

Muchas de las conclusiones apuntadas para los grupos finitos son igualmente validas en los
grupos infinitos con algunas significativas variaciones.

Un elemento de estos grupos continuos estd identificado por una serie de parametros
continuos ademas de parametros discretos. En el ejemplo mencionado mas arriba del grupo
SO(2) o Cy, €l giro del sistema se identifica con el mayor o menor angulo girado. Un
solo parametro sirve para etiquetar cada elemento del grupo. En cambio, el grupo O(2)
incluye tanto las matrices con determinante +1, vistas anteriormente, como las que tienen
determinante —1, (§f§$ _Slclzj’d)) El determinante es un parametro discreto. No es posible
modificar de una manera continua desde una matriz ortogonal con determinante 41 hasta
otra con determinante —1. Ha de haber un salto. A este grupo se suele referir como Cqy
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pues, desde el punto de vista de la simetria incorpora las reflexiones o, a través de los infinitos
planos que contienen al eje de simetria. El grupo Dy, tiene dos parametros discretos que
corresponden a las reflexiones o, del C, y ademas a la reflexién en un plano horizontal
oh, perpendicular al eje de simetria principal.

En general, los elementos de los grupos continuos dependen de r pardmetros continuos y
de otros pardmetros discretos. Si el nimero r de pardmetros continuos es finito, se dice que
es un grupo continuo finito. La presencia de parametros continuos y discretos distingue com-
ponentes de un grupo como el conjunto de todas las operaciones accesibles desde una dada
por cambio solamente de los parametros continuos. Los posibles valores de los pardmetros
se agrupan en regiones disjuntas del espacio de los parametros.

El elemento identidad del grupo estd en una de las componentes. La componente que
contiene a la identidad constituye un subgrupo invariante . Cualquier operacién contenida
en esta componente puede ser alcanzada por una repeticién de pequefias transformaciones
empezando en la identidad. Una rotacién de dngulo ¢ es el producto de k veces el giro de
angulo % Al tratar de los generadores del grupo se pondra especial énfasis en los generadores
infinitesimales en el entorno de la identidad.

Si una operacién estd identificada por los valores, a, que toman el conjunto de los r
parametros continuos, el producto de dos operaciones, con valores a y b de los v pardmetros,
es otra operacién que también pertenece al grupo y que se puede identificar por otro conjunto
de parametros, c.

R(c) = R(a) R(b) (9.1)

Los valores de ¢ estan condicionados por los de a y b.
Ci:(bi(a])al)"')ar;bhblv"')br) i:1,2,"',T. (92)

El ejemplo visto anteriormente de giro de un angulo 3 alrededor de un eje seguido de otro
giro de angulo « es lo mismo que un giro de angulo v = 4 (3. Las relaciones (9.1) y (9.2),
o las mismas agrupadas en forma conjunta

¢ = (I)(a»b))

juegan en los grupos continuos el mismo papel que juega la tabla de multiplicar, o tabla de
Cayley, en los grupos finitos.
El elemento identidad puede ser asociado con los valores by de los r parametros.

E = R(bo)
y el inverso de uno de los elementos b del grupo
R(b) R(b) = R(by) = E

es identificado por el conjunto b de parametros.
Para que el conjunto de las operaciones constituya un grupo se necesita también que se
cumpla la condicién de que los productos han de ser asociativos.

R(a) (R(b) R(c))
d(a; ¢(b;c))

ol
< =
s &
» o=
o =
S o=

o
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Si las funciones ¢; definidas en la ecuacién (9.2) son analiticas, continuas y derivables,
con un desarrollo en serie de Taylor convergente, se dice que el grupo correspondiente es un
grupo de Lie en honor de Sophus Lie que los estudié con detalle.

Las n variables de un problema x; son transformadas por la operacién de simetria b en
la forma

X, = fi(x1, - ,xn; b1, ,by), i=1,---,n

Puesto en forma abreviada

La operacién inversa de la anterior se escribe
x = f(x'; b)

Dos transformaciones consecutivas se escriben entonces, por la asociatividad de las opera-
ciones del grupo, como

x'" = f(x';a) = f(f(x;b);a) = f(x;c)

con la condicién de que la operacién indicada por c esté contenida en el grupo. Es la condicién
de cierre. La operacién identidad x = f (x; bg) deja las variables sin transformar.
Si una operacién es capaz de cambiar los valores de las variables de un problema,

x' = f(x;b)

otra transformacién préoxima a la anterior da lugar a variables transformadas préximas a las
anteriores.

x' +dx' = f(x;b + db)

La variacién en las variables esta ligada a las variaciones de los parametros que caracterizan
la transformacién.

T T
ofi(x'; b
dxj = ) (71;;' )) dbe = ) wi(x') dby
k b=b, K

k

Una funcién que dependa de esas variables
F = F(XI)XZ)“' )XT‘L)

se transforma al transformar dichas variables.

= ) dby lz Uik (x) ai] F=) dbx (X« F)
Kk t k

Los operadores Xi son los generadores infinitesimales del grupo.

= /dfi(x; b d
Xe = Y <%) (9.3)

b=b, OXi
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Estan definidos en el entorno de la identidad. Hay un generador infinitesimal por cada uno
de los parametros que indican las distintas operaciones del grupo.

La modificacién en una cuantia finita de uno de los parametros, tal que el k-ésimo, puede
ponerse como una sucesién de transformaciones méas pequefas.

n

Op, F = lim <]+Exk) F = eP<XcF
n—oo n

De manera similar se expresan las transformaciones debidas a cualquiera de los otros parame-

tros.

Las operaciones de giro alrededor de un eje, grupo SO(2) o C,,, mencionadas anterior-
mente son conmutativas. Es un grupo abeliano. Pero eso no es lo habitual. La discusién
acerca de la conmutatividad de las operaciones en los grupos continuos estd basada en la
conmutatividad de sus generadores. En general, el conmutador de dos generadores del grupo
no se anula

T
Xk, X1] = Z el Xm (9.4)
m=1

sino que se obtiene una combinacién lineal de los propios operadores infinitesimales. Los
operadores Xy forman base de un espacio lineal conocido como el dlgebra de Lie del grupo
correspondiente. Los coeficientes c|} son sus contantes estructurales.

Si los generadores infinitesimales del grupo forman base de un espacio lineal, es posible
escoger otro conjunto de operadores, combinaciones lineales con coeficientes complejos de los
anteriores, que también sean base del mismo espacio lineal. En particular es posible escoger
los generadores de manera que sean operadores hermiticos. Las constantes estructurales
dependen de la particular eleccién de los generadores.

El rango del grupo es el nimero maximo de generadores que conmutan entre si. En un
grupo de rango | es posible construir 1 operadores que conmuten con todos los operadores del
algebra, con todos los generadores infinitesimales del grupo. Son los 1 operadores de Casimir
que serviran en los apartados siguientes para referenciar las representaciones irreducibles del

grupo.

9.4 Densidad de operaciones

Una de las herramientas méas eficaces en es estudio de la estructura de los grupos finitos es
el Gran Teorema de la Ortogonalidad enunciado en la ecuacién (5.1). Ha servido para
establecer relaciones entre los elementos matriciales de las representaciones irreducibles de
los grupos en que hay un conjunto discreto de operaciones. Generalizar expresiones como

é > f(R)

ReG

no es inmediato. Indudablemente la suma discreta ha de ser reemplazada por una suma con
respecto a los pardmetros discretos si los hay, y por una suma continua, una integracién,
con respecto a los pardmetros continuos. Estos ultimos son los que necesitan un estudio
detallado.
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Pero también se ha de conservar otra de las propiedades vistas en los grupos finitos y
comunes a todos. Es el teorema de la reordenacién: El producto de todos los elementos del
grupo por uno de ellos da como resultado los mismos elementos pero alterado su orden. En
consecuencia, cada vez que se escribe esa suma discreta, distintas alternativas son aceptables

L > f(R) > f(Rs) Z f(R
|G| REG ‘G‘ REG RSEG

pues la suma se extiende a los mismos elementos en otro orden.
Al tratarse de grupos continuos, esa suma debe ser reemplazada por

1
—— 7 | f(R(b)) dR(b
FaRin) | fIRO) R(D)
pero como las operaciones de simetria estan identificadas por un conjunto, b, de r parame-
tros,
: J
f(R(b)) g(b) db
Jg(b)db

es preciso introducir la funcién g(b) que da cuenta de la concentracién de operaciones que
hay en las proximidades de la operacién R(b), o sea, en el entorno de b. Esa funcién es una
densidad de operaciones. Con la expresiéon db se quiere indicar un elemento de volumen
en el espacio de los parametros de r dimensiones. La cantidad g(b) db es proporcional a la
cantidad de operaciones cuyos parametros estdn comprendidos entre b y b+db. La densidad
de operaciones es, en principio, distinta en el entorno de cada operacién R(b), en el entorno
de cada b.

Pero, por el teorema de las reordenacién de las operaciones, al multiplicarlas por una de
ellas también se ha de cumplir

1
[ dR(b)

1

[ #R)) gle) e
donde R(¢) = R(a) R(b) para una operacién R(a) fijay ¢ = ¢ (a; b) es la ley de composicién
interna del grupo expuesta en la ecuacién (9.2).

Para que las relaciones anteriores sean coherentes se ha de cumplir que

g(b) db = g(c) de

A partir de aqui es facil encontrar una expresién para la densidad de operaciones. En primer
lugar, puesto que no se necesita el valor absoluto sino que basta conocer la densidad salvo
por un factor constante, es conveniente asignar un cierto valor, g(by), a la densidad de
operaciones en el entorno de la operacién identidad by.

Los parametros que identifican una operacién producto de otras dos son funcién de los
parametros de los factores. Si uno de ellos es la identidad:

¢; = ¢j(bo;c)

Diferenciando esa relacién se obtiene

T

Z <a¢] (b; c ) .
P e oo
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que puesto en forma compacta se escribe como
de = J(c) db

donde J(¢) indica el jacobiano de las relaciones ¢ con respecto a los parametros ¢ tomado en
el entorno de la identidad. La densidad de operaciones en el entorno de ¢ esta relacionada
con la densidad de operaciones en el entorno de la identidad.

gle) = J(e)" g(bo)

El ejemplo mas sencillo es el del grupo SO(2), o C. Tiene un tnico pardmetro que
indica el dngulo girado. La tnica ley de composicién interna ¢. = ¢p + ¢4 indica que el
angulo girado en dos transformaciones consecutivas es la suma de los angulos de cada uno
de los giros. La identidad corresponde a un &ngulo de giro nulo. El jacobiano tiene un solo
elemento, un escalar, constante e igual a la unidad. En consecuencia, este grupo tiene una
densidad de operaciones uniforme para todos los valores del dngulo de giro.




o 1O

Simetria axial

Se dice que un problema tiene simetria axial o cilindrica cuando la rotacién alrededor de
un eje deja invariante el problema, es decir, cuando no existe un experimento que permita
distinguir si el objeto de estudio ha girado sobre un eje o no.

Muchos problemas en Quimica presentan este tipo de simetria, la mayor parte de las veces
acompaiiada por otros tipos de invariancias. Las moléculas cuya conformacién de equilibrio
presenta todos los ntcleos, supuestamente cargas y masas puntuales, a lo largo de una recta,
tienen como operaciones de simetria las rotaciones alrededor de la linea que sustenta los
niicleos y también las reflexiones a través de planos que contienen dicha linea. El grupo de
operaciones de simetria es O(2), un supergrupo del SO(2). En la notacién habitual entre los
quimicos, este grupo suele ser referenciado como Cy,,. Como grupo de matrices de rotacién
2 x 2, este grupo admite tanto las que tienen determinante +1 como —1.

Sila molécula objeto de estudio presenta ademas un plano ecuatorial de simetria el grupo
es entonces denominado Dy,. La combinacién de giros alrededor de la linea que sustenta
los ntcleos con la reflexién oy, hace que también la inversién sea una operacién de simetria.
El grupo Dy, es el producto directo o externo de los grupos

Dooh = Coov ® Ci

Un 4tomo aislado presenta simetria esférica, O(3). El mismo dtomo, puesto en presencia
de un campo externo, presenta una simetria inferior, uno de los subgrupos del anterior. Si
el campo es eléctrico el subgrupo de las operaciones que dejan invariante el problema es el
0O(2) 0 Cyxv. Pero si el campo externo es magnético, el grupo de operaciones de simetria
tiene las operaciones giro alrededor de un eje y también la reflexién en un plano ecuatorial
perpendicular al eje. El grupo se denomina en tal caso Cyoty.

Todas las operaciones de estos grupos de simetria dependen de un solo parametro con-
tinuo, el &ngulo de giro, independientemente de otros pardmetros discretos. En este apartado
se va a dedicar en principio una especial atencién al grupo SO(2) para destacar después las
matizaciones que aportan los pardmetros discretos.

171
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10.1 Grupo SO(2)

Como grupo de operaciones estd formado por todas las operaciones giro de un angulo
0< ¢ <2m Cyu(d). La ley de composicién interna indica que el resultado de dos ope-
raciones consecutivas es otro giro de angulo suma de los angulos: ¢ = bp + dq.

Por ser un grupo ciclico, se ha de cumplir que el resultado del giro de angulo ¢ + 27
coincida con el giro de angulo ¢. Esta relaciéon permite trasladar una rotacién de angulos
situados fuera del intervalo (0,271) a otro valor dentro de ese intervalo sumando o restando
un maultiplo de 2.

La operacién identidad es el giro de 4ngulo nulo. La operacién inversa de la que se carac-
teriza por el valor ¢ del parametro es la que corresponde al valor —¢ del mismo parametro.
Es un grupo abeliano o conmutativo. En consecuencia, cada operacién constituye por si
misma una clase de equivlencia.

Como grupo de matrices, con el producto matricial ordinario como operacién interna,
contiene todas las matrices ortogonales con determinante +1 de la forma

cos¢ —sind
R(¢) =

sin ¢ cos ¢

con las mismas limitaciones que en el caso de las operaciones giro del parametro ¢.
El producto de dos de estas matrices

R($1) R(d2) = R(d1 + ¢2)

es conmutativo.
La matriz identidad de este grupo es la matriz unidad, ((1) ?) Al ser matrices ortogonales,
la matriz inversa de una dada es su transpuesta.

10.1.1 Generadores

Operaciones

Al no tener méas que un solo parametro, tiene un solo generador infinitesimal definido en las
inmediaciones de la identidad que, obviamente, conmuta consigo mismo. HEs un grupo de
rango igual a la unidad.
Un giro alrededor del eje z provoca un cambio en las coordenadas x,y
x'= xcosd —ysind = fi(x,y,d)
y' = xsind +ycosdp = f2(x,y, )

cuyas derivadas en el limite de dngulo cero se obtienen facilmente

. ofy . .
4191310%_ 41>131()(_X81n¢ —ycosd) = —y
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. of . .
d1>13108_d§:<[1>1310( xcosp —ysind) = x
En consecuencia, de acuerdo con la ecuacién (9.3) el generador infinitesimal de este grupo

se escribe como
0 0
X=x— —y—
Jy ox
Esta expresién del generador del grupo SO(2) coincide, salvo constantes universales, con

el operador que en Mecénica Cuantica corresponde a la componente del momento angular

sobre el eje de simetria.
O S R
=4 oy ox

Los generadores infinitesimales pueden ser escogidos de manera que sean hermiticos. El
generador de este grupo en forma de 1, lo es.

Es una confirmacién del teorema de Noether. Si hay una transformacién continua que
deja invariante un problema habra una cantidad fisica que se conserve. Son las Leyes de
conservacién cuyo origen ha de buscarse en la simetria, en las invariancias, de los problemas.
En este caso no hay manera de reconocer si el sistema ha girado o no sobre el eje de simetria,
la cantidad que mantiene un valor constante es la componente sobre ese eje del momento
angular. Son las dos maneras de ver la misma conclusién, las dos caras de una misma
moneda: una puramente geométrica y la otra fisica®.

Cualquiera de las otras operaciones del grupo se escribe como

Coo() = €L/

en funcién de un operador hermitico. Un operador definido en el entorno de la identidad
condiciona gran parte de la estructura general del grupo. Hay una propiedad que no esta
contemplada en las propiedades del generador: el giro de un angulo 27t equivale a la identidad
y el giro Coo (b + 271) = Coo (D).

El efecto de la operacién giro de un angulo arbitrario sobre una funcién F(x,y) puede
escribirse como

04 Fix,y) = F(Cao (=)0, y)) = F (e 141/ (x,y))

! La traslacién en el espacio tiene un tratamiento analogo. Si la operacién traslacién de una cantidad a

en la direccién z se escribe como
O(G)W(X,y,l) = ‘P’(X,y,z) = W(va)zi (1)

Su desarrollo en serie de potencias a partir del punto en que a = O proporciona la expresién:

9 a? [ @
Y(x,y,z—a) = ¥Y(x,y,z) — a| —Y¥(x,y,z—a) + — | —=V¥(x,y,z—a) —
oz a=0 2!\ 0z2 aso

Il
| ——

=

|

o)

|
+

N

} W(x,y,z) = e 3% W(x,y,z2)

1.0

El generador infinitesimal es % Si se prefiere en forma hermitica es 1 3, directamente relacionado con el

operador de cantidad de movimiento en la Mecanica Cuéntica

h 0
ﬁz—{a—z

De esa forma, el operador traslacién es un operador unitario.

W(X,y,lf(l) = eiiaﬁZ/h W(X,y,l)

La invariancia frente a la traslacién continua en el espacio estd asociada a la conservacién de la cantidad
de movimiento.
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para distinguir entre las transformaciones de las variables y las de las funciones que de ellas
dependen.

Matrices

El generador de este grupo de matrices es otra matriz que se puede obtener analizando el
comportamiento en las cercanias de la identidad.

R(pr + ¢2) dR(dq)
a0, = o R(¢2)
_ dR(d1 + ¢2) d(dr + ¢2)

d(dr + d2) ddq

Llevando ahora al limite en que ¢; =0

lim dR(¢1 + ¢2) d(d1 + ¢2) _ dR(¢2)
d1-0 d(dp1 + b2) do, dd2

De esas relaciones se deduce

. dR(¢1) _ dR(¢2)
<¢111r30 dds )RN}Z)  dd2

y, en general,

dR(¢) oAl
W = XR©) X =

Conocido el generador infinitesimal del grupo, es posible escribir cualquier otro elemento
del grupo alcanzable desde la identidad en funcién del generador.

R(¢) = e®X

La exponencial con la matriz en el exponente se desarrolla en serie de potencias

A = I+A+%A2

y como X? = —1 es facil comprobar que cualquier elemento de este grupo de matrices se
puede escribir en la forma R(¢p) = I cosd + X sin¢d. También se puede hacer uso de los
desarrollos en serie

D N e e LR T

sin 2K+ 1) 3 51
1 1

cosp = ];(—Ukm =1~ 2—!(1)2 + 4—!(1)4 +

para llegar a la misma conclusién.
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Si se prefiere tratar con un generador hermitico, es posible definirlo en la forma

de manera que cualquier otra matriz del grupo se exprese como una exponencial compleja
R(p) = ¢ 0%

En una o en otra forma de expresarlo, el generador infinitesimal es una matriz de traza nula,
el exponente es una matriz de dimensiones 2 x 2 real, antisimétrica y de traza nula.

10.1.2 Representaciones

El grupo SO(2), o Cy, es un grupo abeliano, con un nimero infinito de elementos. Cada
elemento del grupo constituye una clase y, puesto que debe haber tantas representaciones
irreducibles como clases de equivalencia, tiene un nimero infinito de representaciones irre-
ducibles, todas ellas de dimensién unidad. El caracter de la identidad es la unidad.

Al ser de dimensién unidad, las matrices representacién se confunden con sus carac-
teres. Hstos han de cumplir la tabla de multiplicar del grupo. Para cualquier representacién
irreducible p-ésima:

XM (b2) = x™(d1 + b2)
") x™M (=) = x"(0) =1
X" (d+2m) = xM ()

Las condiciones anteriores bastan para reconocer que los caracteres de las representaciones
irreducibles son del tipo e!™® pues el producto de dos de ellos es el resultado de sumar
los exponentes. El valor de m ha de ser un namero real entero, positivo o negativo; de esa
forma se asegura la operacién giro de dngulo 27t coincida con la identidad.

Por tanto, las representaciones irreducibles se identifican por el valor del nimero m:
x™ () = et™®. Como en los grupos finitos, en cada representacion, el caracter de una
operacidn, identificada por ¢, y el de su inversa, —¢, son mutuamente complejos conjugados.
La representacién m = 0, I'(®), es la totalmente simétrica, presente en todos los grupos. Las
representaciones m = +1, I'*1) y I'=1) son exactas (faithful) pues son isomorfismos entre
las operaciones del grupo y sus representaciones matriciales. El resto de las representaciones
son homomorfismos pues puede haber una matriz representando varias operaciones. Las
representaciones |m/| # 0 estan presentes por pares: una representacién, m, y su compleja
conjugada, —m.

Como en los grupos finitos, los caracteres de las representaciones irreducibles cumplen
las relaciones de ortogonalidad. La suma para todas las operaciones del grupo es aqui
una integracién con respecto a todos los valores del parametro continuo ¢, incluyendo el
factor de peso, o densidad de operaciones, g(¢), que da cuenta del nimero de operaciones
comprendidas entre ¢ y ¢ + d¢d. Anteriormente, pag 9.4, se ha visto que, en el caso de este
grupo en que la relacién de composicién interna se limita a sumar los valores del parametro
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¢, la densidad de operaciones es uniforme e independiente de ¢. La relacién (5.11) ahora se
escribe como

27
J a(d)dd
0

que, al ser constante la densidad de operaciones, se reduce a

1

27 27
J X ™ (o) xT™ () ddp = J X ™ (@) dd = 27 S
0 0

Si se admite que la densidad de operaciones valga la unidad, el “orden” del grupo es 2.

No ha hecho falta disponer de una base de un espacio lineal de funciones, estable bajo las
operaciones de este grupo, para conocer los caracteres de las representaciones irreducibles.
Falta ahora conocer qué tipo de funciones sustentan esas representaciones. Al ser todas las
representaciones de dimensién unidad, han de buscarse espacios lineales unidimensionales,
funciones que bajo la accién de las operaciones del grupo simplemente se multipliquen por
un factor numeérico, es decir que sean funciones propias de las operaciones del grupo.

Si el generador infinitesimal del grupo es el operador asociado a la componente del mo-
mento angular sobre el eje de simetria, sus funciones propias son estables bajo las operaciones
del grupo y sirven de base para las representaciones unidimensionales.

Las variables x,y de un punto genérico se transforman por las rotaciones del sistema
coordenado en la forma:

x'= xcosd + ysind
y = —xsind + ycos
Ni la variable x ni la y son estables bajo el generador X = x % -y %. Pero un simple cam-

bio de variables, mediante una transformacién unitaria, lleva a combinaciones lineales que
son estables bajo el generador infinitesimal. La siguiente relacién utiliza la forma matricial

~

4 cos¢ —sind 1

L X i =i L R x
2 2 |2 2 2 2| vi

1 i 1 . - ] . 1
7 )\ 7 ) \simd cosdJ A\ 5 \s o5) Y

donde se ha hecho uso de que la inversa de una matriz unitaria es la conjugada de su
transpuesta.

%(Xw%y)’ B et 0 %(eriy)
o5 (x—1y) 0 e ™)\ Hlx—iy)

. 1 . 1 . . .
Las combinaciones —(x + iy) y —=(x — iy) son funciones propias del generador

V2 V2
d

0 i 1
infinitesimal X = x — —y——, con valores propios asociados de — y de —= respectivamente.

oy ~ox V2 V2
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Al ser funciones propias del generador del grupo, lo son también de cualquiera de las
operaciones del grupo. Una operacién giro de angulo ¢ sobre la combinacién (x + iy) la
transforma

Coo(®) (x + iy) = (x + iy)e'®

Tanto (x +1y) como (x — iy) forman base de espacios lineales de dimensién unidad, estables
bajo las operaciones del grupo, y, en consecuencia, forman base de las representaciones
irreducibles del grupo. La combinacién (x + 1y) forma base de la representacién irreducible
cuyos caracteres son e'®. Igualmente, la combinacién (x — iy) forma base de la que tiene
por caracteres los valores e %,

Se puede generalizar y comprobar facilmente que las combinaciones (x + iy)™, con m
entero, forman base de las representaciones etiquetadas por el nimero +m.

Si en lugar de las coordenadas cartesianas se utilizan coordenadas cilindricas,

(x +iy)™ = r(cosme + isinme) = ret™®

(x — iy

)™ = r(cosme — isinme) = re '™?

se llega a la conclusién de que las funciones et'™® forman base de las representaciones
irreducibles indicadas por el nimero +m (la coordenada r es invariante frente a las rotaciones
del sistema). Las funciones propias del generador infinitesimal X, o del operador hermitico

/l\z, son estables bajo cualquier operacién del grupo.

Esta manera de presentar las funciones tiene el peligro de confundir la variable ¢, que
aparece en las funciones de base, con el dngulo ¢ que corresponde a su transformacién por
una operacién de simetria.

En definitiva, las funciones propias del operador “componente del momento angular sobre
el eje de simetria” forman base de las representaciones irreducibles del grupo SO(2).

10.2 Otras simetrias axiales.

Ademaés del grupo C,,, o SO(2), visto anteriormente y que solo contempla las operaciones
giro, hay otros grupos que también corresponden a la simetria axial y que incluyen otras
operaciones ademas de los giros. Son los grupos Cooh,y, Coov ¥ Doon- De ellos, se va a hacer un
estudio algo mas detallado del grupo C,, pues los otros dos son respectivamente el producto
directo de Co, y Coov por €l grupo cuyos dos tinicos elementos son la identidad y la reflexién
a través de un plano perpendicular al eje de simetria principal.

Como grupo de operaciones, el grupo Cg,, contiene todos los giros de angulo ¢, Co (),
estudiados en el grupo C,, y ademaés todas las reflexiones especulares, o0y, a través de los
infinitos planos que contienen al eje de simetria principal.

Como grupo de matrices, con la denominacién O(2), contiene todas las matrices reales
ortogonales de dimensién 2 x 2 con determinante +1, vistas en el apartado anterior como
grupo SO(2), y también las que tienen determinante —1. Basta multiplicar cada una de las

matrices con determinante +1 por la matriz ¢ = ((1) o ) para tener todas las matrices con
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determinante —1.

cosp —sind 1 0 cos sin ¢
sin ¢ cos @ 0 -1 sing —cosod

La matriz ¢ indica una reflexién especular: como transformacién de la pareja (x,y) se limita
a cambiar de signo a la segunda de esas variables.

Los elementos de este grupo se caracterizan por un parametro continuo, el angulo ¢ y
un parametro discreto, el determinante. Los elementos se catalogan en dos componentes:
las operaciones que son alcanzables por transformaciones continuas desde la identidad y las
que requieren un salto discontinuo. La operacién identidad, o la matriz unidad si se ve como
grupo de matrices, esta en la primera de dichas componentes. Dicha componente constituye
por si misma un subgrupo invariante, el C,, o SO(2).

La operacién o es igual a su inversa. La tranformacién de semejanza

1 0 cos¢d —sind 1 0 cosd sind
0 -1 sin ¢ cos ¢ 0 -1 —sind cosd

da como resultado el elemento del grupo correspondiente a &ngulo —d. Por tanto, los giros de
angulo ¢ y —¢ estan en la misma clase de equivalencia. Ambas operaciones son mutuamente
inversas; la clase de equivalencia es autoinversa. Hay una clase de equivalencia por cada valor
del pardmetro ¢. Analogamente, las infinitas operaciones reflexién o, las infinitas matrices
ortogonales 2 X 2 con determinante —1, constituyen una sola clase de equivalencia.

El grupo tiene infinitas clases de equivalencia todas ellas autoinversas. El ntimero de
representaciones irreducibles ha de ser infinito con todos los caracteres reales.

El generador infinitesimal, definido en las proximidades de la identidad, correspondiente
al parametro discreto es el de la componente del momento angular sobre el eje internuclear
visto anteriormente. Sus funciones propias sirven de base de las representaciones irreducibles
del subgrupo Cq.

Coo(d)) eim(p — eim(p eimd)

Basta ahora analizar el comportamiento de las mismas funciones bajo la operacién ¢ que se
limita a cambiar la variable y por —y.
)m

o(x +1iy)™ = (x — iy = 1" (cos@ — isinp)™

El efecto, en coordenadas cilindricas, es cambiar el signo de la variable angular .

getme —ime

=e
Al tomar en consideracién las reflexiones o,, las funciones e'™® y e '™ no son estables
separadamente bajo las operaciones del grupo, pero el espacio lineal de dimensién dos, que
tiene como base las funciones (e!™®, e~1™®) es estable y forma base de representaciones
irreducibles de orden dos. La excepcién es el caso particular en que m = 0.
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Las matrices representacién son

cosmd sinmd cos m® sin md
Coo($) — ov(P) —

—sinmd¢ cosmad sinm$ —cosmd

repectivamente para el giro de dngulo ¢ y para la reflexién a través de un plano que forma
un angulo diedro ¢/2 con el plano XZ. Los caracteres son 2cos ¢ para los giros de dngulo
+¢ y cero para las reflexiones.

Las representaciones ireducibles se etiquetan entonces, no por el valor de m, sino por
su valor absoluto, |[m/|. Para los valores de m = +1, +2, +3, --- las representaciones irre-
ducibles se indican como IT, A, @, ---.

Todas estas representaciones irreducibles no equivalentes de dimensién dos son repre-
sentaciones exactas (faithful) pues a cada operacién del grupo le corresponde una matriz
distinta.

El caso excepcional m = 0 presenta dos posibilidades. Ambas son representaciones
unidimensionales. Una de ellas es sencillamente la representacién totalmente simétrica,
todas las matrices de dimensién uno e iguales a la unidad. La otra asigna en cambio el valor
—1 alas operaciones impropias, las reflexiones especulares. De forma equivalente, en el grupo
de matrices ortogonales, asigna el valor —1 a las matrices con determinante negativo. Estas
dos representaciones irreducibles se etiquetan como X' la primera de ellas, la totalmente
simétrica, y como X~ la segunda.

Los otros grupos de simetria axial son extensiones de C,, y de Cyy. Incorporan la
reflexién a través de un plano perpendicular al eje de giro o, visto en forma alternativa,
incorporan la operacién inversién. Son, respectivamente, los productos directos

Coon = Ci®Cyx
Dooh = Ci ® Coov

Puesto que la operacién inversién conmuta con cualquiera de las operaciones presentes tanto
en Co, como en Cy, no cambia la catalogacién de las operaciones en clases de equivalencia,
simplemente introduce un nuevo parametro discreto con dos tnicas posibilidades, simétrico
o antisimétricos respecto de la inversidn.

El grupo Cy 1 es abeliano y sus representaciones irreducibles, todas de dimensién unidad,
llevan la etiqueta del niimero entero m, como las de C,, duplicadas, una vez con el subindice
g y otra con u, para indicar la simetria con respecto a la inversién. EHs el grupo de las
operaciones de simetria de un atomo aislado en presencia de un campo magnético. Que
las representaciones irreducibles de este grupo sean de dimensién unidad da una explicacién
inmediata al hecho de que, por efecto Zeeman, un campo magnético desdobla completamente
las degeneraciones de los estados estacionarios atémicos. En cambio, en presencia de un
campo eléctrico, Coy, €l desdoblamiento por efecto Stark es solo parcial.

Las representaciones irreducibles del grupo Dy, se etiquetan por el valor del namero
entero |m| y, ademas, por el subindice g/u como en el grupo Cy . Las de dimensién unidad,
Ity I~ del grupo Cuy, estan duplicadas en este grupo, I}, X, I} y Z,,. La primera de
estas es la totalmente simétrica.
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10.3 Ejercicios




oo L1

Simetria esférica

11.1 Introduccién

En el espacio tridimensional, la simetria esférica aparece en una serie de problemas quimicos
relacionados con campos de fuerzas centrales, es decir, independientes de la orientacién
en el espacio. Son problemas de Quimica Cuéntica en los que no es posible distinguir
una direccién preferente en el espacio tridimensional. Entre ellos se encuentran todos los
problemas relacionados con la estructura electrénica de los a&tomos libres o el de un oscilador
tridimensional isotrépico.

Las ecuaciones que describen el comportamiento de dichos sistemas son invariantes frente
a todas las operaciones rotacién-reflexién en tres dimensiones. Las operaciones constituyen
un grupo puntual, el denominado SO(3) si solamente se tienen en cuenta las operaciones
de giro del sistema coordenado y el grupo O(3) si también se incluyen las operaciones que
modifican la quiralidad del sistema coordenado.

Son sistemas en los que es imposible realizar un experimento que distinga una direccién
preferente en el espacio. De acuerdo con el teorema de Noether, las invariancias de las
ecuaciones implican la conservacién de una cantidad fisica que, en este caso, es el momento
angular. La simetria esférica y la conservacién del momento angular son, por tanto, las dos
versiones, matematica y fisica, de una misma realidad.

En tres dimensiones la esfera es la figura geométrica que tiene un mayor ntmero de
operaciones de simetria. Cualquier otro grupo puntual de simetria es necesariamente un
subgrupo del de la esfera. Muchas de las propiedades de simetria habituales en los estudios de
Quimica pueden ser deducidas primeramente en la esfera, para bajar después, seleccionando
determinadas operaciones, a cualquiera de los grupos puntuales de inferior simetria.

Como grupo de matrices, el grupo SO(3) es el de todas las matrices ortogonales de
dimensiones 3 x 3, con elementos reales, con el producto matricial ordinario como ley de
composicién interna, cuyo determinante sea +1. Es un grupo isomorfo al de los giros del
sistema coordenado en tres dimensiones. La relacién de ortogonalidad impone restricciones
en los valores de los elementos matriciales hasta el punto de que todas las operaciones giro, o
todas las matrices 3 x 3, presentan tan solo tres grados de libertad: tres parametros continuos
sirven para distinguir un elemento del grupo de otro.

181
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El grupo O(3) incorpora también las matrices con determinante —1 y es isomorfo al
de todas las transformaciones del sistema coordenado incluyendo aquellas que modifican la
quiralidad del sistema.

0(3) = Ci®S0(3)

Es el producto directo del grupo de los giros por el grupo de orden dos, que tiene la identidad
y la inversién. Los elementos de este grupo se caracterizan por los valores de tres parametros
continuos y uno discreto. La identidad, la matriz unidad de dimensiones 3 x 3, esta en una
de las componentes del grupo O(3). El grupo SO(3) es un subgrupo normal, o invariante,
del O(3), es el subgrupo que contiene todas las transformaciones que son alcanzables de
una manera continua desde la identidad. Pasar a una reflexién o inversién, operaciones
impropias, supone un salto, cambio de quiralidad del sistema coordenado, o paso de matrices
con determinante +1 a otras con determinante —1.

Como grupo continuo merece un estudio detallado el de los giros propios, o matrices con
determinante +1. La extensién al grupo O(3) serad posterior.

11.2 Operaciones de simetria

Un punto arbitrario en el espacio identificado por los valores de sus coordenadas de posicién
(x,y,z) cambia por una operacién giro a una nueva posicién (x',y’,z') relacionada con la
anterior a través de una matriz R(b). El vector b engloba los valores de los tres parametros
continuos.

La ortogonalidad de la matriz R exige
R-RT=RT.R=1

que sumado a la exigencia det R = +1, deja tres grados de libertad.

Hay maultiples maneras de elegir los tres pardmetros que identifican las distintas opera-
ciones del grupo. La primera dificultad consiste en la decisién de si lo que gira es el objeto
en un sistema de coordenadas estatico o, si por el contrario, se prefiere un objeto estatico en
un sistema de coordenadas que se transforma. En los que se ha visto en este trabajo siempre
se ha optado por la transformacién de los objetos: un punto en el espacio pasa a ocupar otra
posicién; es la denominada transformacién activa. La otra opcién denominada pasiva es la
inversa de la anterior.

De los multiples convenios para la eleccién de los pardmetros que identifican una op-
eracién, hay dos de ellas tienen mayor difusién.

La primera opcién se conoce como la de los dngulos de Euler. Una rotacién cualquiera
en tres dimensiones puede ponerse como una sucesién de tres giros: el primero de dngulo «
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alrededor del eje z, la segunda de angulo 3 alrededor del nuevo eje y y la tercera de angulo
v alrededor del eje z transformado. Tiene el inconveniente de que se necesita utilizar ejes
transformados intermedios. Como alternativa, y con relacién a los ejes iniciales, también se
puede poner como una primera rotacién de angulo y alrededor del eje z, una segunda de
angulo 3 alrededor del eje y y una tercera de dngulo & nuevamente alrededor del eje z.

R(x, B,v) = Rz(x) Ry(B) Rz(v)

Las matrices de rotacién para un angulo 6 son:

R«(0) = |0 cos® —sind

0 sin® cos0

cos® O sin®

—sin® O cosO

cos@ —sin® 0

R:(0) = | sin0 cos® 0

El distinto signo de la rotacién alrededor del eje y se explica facilmente si se considera que,
para un triedro directo, el plano xy, visto desde la direccién positiva del eje z, y el plano xz,
visto desde la direccién positiva del eje y, aparecen respectivamente en las formas:

Yy z

En ambos casos el sentido positivo del giro es el contrario al de las agujas del reloj.
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En forma matricial una rotacién R(«, 3,7y) se escribe

cosa —sina 0 cosp O sinf cosy —siny 0
R(o,$,Y) = |sina cosax 0" 0 1 0 “|siny cosy 0
0 0 1 —sinff 0 cosP 0 0 1

cosxcosfpcosy —sinasiny —cosocosfPsiny —sinocosy cosasinf3

= | sinxcosfcosy+cosasiny —sinocosfsiny + cosxcosy sinasinf3
—sin 3 cosy sin 3 siny cos 3

Esta matriz de transformacién es capaz de llevar un punto genérico (x,y,z) del espacio
tridimensional a cualquier otro punto que diste lo mismo del origen, es decir, se conserva la
cantidad x? 4+ y? + z?. Para que no haya ambigiiedades o redundancias, los valores de los
angulos estan limitados: 0 < <2, 0<B<my 0<y<2m.

En cualquier rotacién en tres dimensiones hay siempre una linea recta cuyos puntos han
permanecido en su sitio, mientras todos los demas han girado a su alrededor. Es decir,
cualquier rotacién o producto de rotaciones, es equivalente a una rotacién tnica alrededor
de un eje que permanece fijo. Es la otra opcién para identificar una operacién del grupo de
las rotaciones. Se necesitan dos angulos para orientar el eje de giro, azimut y altura, y un
tercer dato para indicar el angulo girado alrededor de ese eje. Los dos primeros coinciden con
los 4ngulos 8 y @ de las coordenadas esféricas. La rotacién, en esta notacién, sera indicada
por R(g o)(). Los dngulos que definen el eje de giro estan limitados por 0 < 8 < my
0 < ¢ < 2mt. El angulo girado tamién esta limitado por 0 < 1 < 7t para evitar redundancias.
A pesar de ello, sigue habindo una redundancia. El eje cuya orientacién estd dada por
(t— 0, @ + m) es opuesto al eje (0, ). Las rotaciones de angulo 7t alrededor de dos ejes
opuestos son en realidad la misma operacién.

La notacién (eje,dngulo) tiene indudables ventajas a la hora de clasificar las operaciones
del grupo. Las rotaciones de mismo angulo 1\ alrededor de distintos ejes (0, @) estan rela-
cionadas por

Rio',o1)(¥) = SR(g,o) () S

siempre que la rotacién indicada por S sea precisamente la que lleva el eje (0, @) a coincidir
con (0', @'). Pero esa relacién es del mismo tipo que la que permite calsificar las operaciones
de un grupo en clases de equivalencia. En consecuencia, las operaciones giro de dngulo
alrededor de cualquier eje forman una clase de equivalencia. Cada clase de equivalencia
contiene un numero infinito de elementos excepto la operacién identidad, giro de angulo
nulo, que forma por si misma una clase de equivalencia.

La rotacién inversa de una dada es, sencillamente la rotacién alrededor del mismo eje en
igual cuantia en sentido contrario.

Rio,0) (V)" = Rie,0)(—) = Rin_g,p+mh)
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Pero también es la rotacién del mismo angulo 1 alrededor del eje opuesto al anterior. De
ahi se deduce que una operacién y su inversa estan en la misma clase. Las clases de las
operaciones rotacién en tres dimensiones son clases autoinversas.

11.3 Generadores

La identificacién de una operacién mediante los pardmetros (eje,dngulo) permite reconocer
como un subgrupo SO(2) los giros alrededor de un eje concreto. Si se fija una linea en
el espacio, todos los giros alrededor de ese eje constituyen un subgrupo de simetria axial
visto anteriormente. El generador del grupo de simetria axial, descrito en la pagina 172,
estd relacionado con la componente del momento angular sobre el eje de simetria. Puesto el
generador en forma hermitica, cualquier rotacién alrededor de ese eje se escribe como

Rio,q) () = e¥loe/
La relacién anterior que vincula rotaciones alrededor de distintos ejes se transforma en

Rio',o1)(¥) = SRg o) () S7!
— g eivlioe/h gl

~

_ ew(suems”)/h

— et Ter /R
es decir, en una relacién analoga entre los generadores.
o~ AN 1
Lo = Slee S
La rotacién de dngulo 1 alrededor del eje z se escribe en esta notacién como

Rz(\b) - B(O,O)(Ib) = eill)/l\z/h

Puesto que el generador de las rotaciones alrededor de un eje coincide con el operador
de la componente sobre ese eje del momento angular de giro, lo que sigue estd intimamente
relacionado con los problemas del momento angular en tres dimensiones. La simetria esférica,
la incapacidad para distinguir una direccién preferente en el espacio, estd asociada a la
conservacién del momento angular. Son las dos visiones, geométrica una y fisica la otra, de
abordar al mismo problema.

Hay tres generadores infinitesimales linealmente independientes definidos en las inmedia-
ciones de la identidad, tantos como pardmetros continuos, que pueden ser escogidos de
muchas maneras. La mas sencilla consiste en tomarlos como los generadores de las rotaciones
alrededor de los ejes cartesianos ortogonales, TX, ?y, 1,. Las relaciones de conmutacién entre
los generadores condicionan la estructura del grupo. La opcién cartesiana da lugar a las
relaciones de conmutacién propias de los operadores de momento angular:

T, Ts] = i1,

donde («, B, v) pueden tomar los valores de (x, y, z) o cualquiera de sus permutaciones
ciclicas. Formulaciones alternativas de la relacién anterior pueden ser:

ﬁtx’ fﬁ] = ihaaﬁvtv
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s -
Lx1=1hl

donde e4p+ es el tensor de Levi-Civita, totalmente antisimétrico en tres dimensiones, se

anula si dos indices coinciden, vale la unidad si los indices son una permutacién ciclica de

(x,y, z) y vale —1 si es otra permutacién no ciclica de los mismos indices.

De acuerdo con lo expresado anteriormente, una rotacién cualquiera R(«, 3,v) se escribe,
en funcién de estos generadores, en la forma:

R, B,y) = eiocT;/h ei[STU/h eiy?z/h (11.1)

Los tres generadores forman base de un espacio lineal de dimensién tres que constituye
el algebra del grupo.

Otra opcidén para escoger los generadores consiste en utilizar los operadores ?Jr y T
definidos en la forma

que es una transformacién unitaria de dos de ellos e identificando 1, con Ty. El factor
de normalizacién 1/4/2 simplemente asegura que el cambio de base es una transformacién
unitaria de los generadores. Otras opciones son también habituales. Estos tres generadores
son una base alternativa del algebra del grupo. Los tres operadores T para i = 1,0,—1
presentan las siguientes relaciones de conmutacién:

En ninguna de las formulaciones se encuentran dos de estos generadores que conmuten.

Las constantes estructurales del grupo, definidas en la ecuacién (9.4, dependen de las
distintas opciones de presentar los generadores.

Si en lugar de considerar al grupo como de las rotaciones en tres dimensiones se le
considera como el grupo de las matrices ortogonales de dimensiones 3 X 3 con determinante
+1, los generadores serdn matrices de 3 x 3. En el limite de &ngulo nulo, en las inmediaciones
de la identidad, la deduccién siguida en la pagina 172 proporciona las siguientes matrices
hermiticas como generadoras del grupo:

00 0 0 0 i 0 —i 0
Je=10 0 - Jy=10 0 0 J:=11 0 o
0 i 0 40 0 0 0 0

Las relaciones de conmutacién entre estos generadores matriciales es analoga a la de los
momentos angulares.
[J(Xa JB] = 1J’y

También en el caso del grupo de matrices, hay multiples opciones para escoger la forma de
los generadores.
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Estas relaciones de conmutacién entre los generadores juegan el papel de la tabla de
multiplicar del grupo. Dan cuenta de la estructura del grupo al menos en la vecindad de la
operacién identidad. Otras relaciones, como el hecho de que un giro de dngulo 27t coincida
con la operacién identidad, son globales y no se deducen directamente de las relaciones de
conmutacién entre los generadores.

11.4 Representaciones

La representacién irreducible totalmente simétrica, que asigna la matriz (1) a todas y cada
una de las operaciones, es comin a todos los grupos.

El isomorfismo existente entre el grupo de las operaciones giro en tres dimensiones y
el grupo de las matrices ortogonales con determinante +1 proporciona una representacién
matricial del grupo. Esta representacién es exacta (faithful) pues a cada operacién le corre-
sponde una matriz distinta. Es la representaciéon de dimensién tres fundamental e irreducible
del grupo. Se dice representacién fundamental de un grupo la que, siendo isomérfica con
el grupo, es la de dimensién mas pequaiia.

El grupo tiene un namero infinito de clases de equivalencia y, por ende, infinitas repre-
sentaciones irreducibles.

El grupo SO(3) tiene un tinico operador de Casimir linealmente independiente. Hay
solo un operador que conmuta con todos los generadores del grupo y, en consecuencia con
todas las operaciones del mismo. La representacién matricial de un operador que conmuta
con cualquiera de las del grupo, segtin el primer Lemma de Schur, ha de ser una matriz
escalar, una matriz miultiplo de la unidad de las dimensiones apropiadas. Como operaciones
giro, cuyos generadores son los del momento angular, el operador de Casimir es 12 que
corresponde al cuadrado del médulo del momento angular.

=T+ +1T2 =1, +17+12,
=201 + 2+ a1, =201, +2 —al,

Como grupo de matrices ortogonales, el operador de Casimir sera la matriz

2 00
JzzJiwLJﬁJrJ%— 0 2 0
00 2

Si el operador de Casimir ha de tener una representacién matricial escalar, sus funciones
propias, correspondientes al mismo valor propio, han de formar base de un espacio lineal de
funciones estable bajo las operaciones del grupo y, por tanto, base de una representacién
matricial del grupo. La eleccién particular de dicha base puede hacerse de manera que no
solo sean funciones propias del operador de Casimir, sino que también lo sean de uno de los
operadores que conmutan con él. La eleccién habitual, por convenio, es que sean funciones
propias simultaneas de 12 y de 1,.
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Las relaciones de conmutacién entre los operadores de momento angular llevan a la
conclusién de que los valores propios de uno y otro estén relacionados:

PYim= Y ml(1+1) (11.2a)
TLYim=hAYimm (m=—1,—1+1,---,1=1,1) (11.2b)

VIl+1) —m(m+1)
V2

Los coeficientes del resultado de la aplicacién de T, estan tomados con el convenio de que

T Yim = AVimar (11.2¢)

sean reales y positivos. Los espacios lineales que tienen por base las funciones {Y{ ;, m =
—1,---, 41} son irreducibles y las representaciones que sustentan son también irreducibles.

Las relaciones de conmutaciéon, y la interprestacién de los operadores 14 como oper-
adores escalera arriba y abajo, admiten como posibles valores de 1 los no negativos, enteros
y semienteros. Sin embargo, las relaciones de conmutacién de los generadores establecen
relaciones en las cercanias de la identidad pero nada dicen de las relaciones globales. El giro
de una vuelta completa deberia coincidir con la operacién identidad. Esto se comple con los
valores enteros del namero 1 pero no con los valores semienteros. Para estos altimos, el giro
de &ngulo 27t equivale a la identidad cambiada de signo. Con las funciones asociadas a val-
ores semienteros de 1 la identidad se alcanza al girar un angulo de 47, es decir, dos vueltas
completas. Hay, por tanto, dos tipos de representaciones matriciales; las de | semientero
suelen adquirir relevancia al tratar problemas en que juegan un papel importante los espines
de las particulas elementales fermidnicas, en Quimica lo habitual es que sean importantes en
el tratamiento de los espines electrénicos. Estas representaciones dobles merecen un estudio
detallado posterior. Aqui el estudio se restringe a las representaciones correspondientes a 1
entero.

El conjunto de todas las matrices representacién del grupo correspondientes a un valor
particular de | se indica como la representacién DY o como Dy segiin convenga para evitar
la excesiva acumulacién de indices.

Es practica consagrada que las funciones que han servido como base de las representa-
ciones irreducibles se denominen con las letras S, P, D, F, G, H, - segun correspondan a
los valores de 1l =0, 1, 2, 3,4, 5,---. El hecho de etiquetar como S, P, etc. los términos
espectrales atémicos, y que esa manera de referirse a ellos esté relacionada con el valor con-
stante del momento angular, ha de atribuirse enteramente a la simetria esférica del problema.
Cualquier otro problema en que los campos de fuerzas, que mantienen unidas las particulas
que lo constituyen, sean de simetria esférica, da lugar a estados que pueden etiquetarse como
S, P, D, etc.

11.4.1 Matrices

Para escribir la matriz representacién de una rotacién cualquiera, haremos uso de una elec-
cidén particular de las funciones de base. La ecuacién (11.1) permite deducir los elementos
matriciales conocidos los efectos de los generadores sobre las funciones de base de la repre-
sentacién. Las funciones propias de 12 y de 1, son los armdnicos esféricos.

Las rotaciones alrededor de los distintos ejes cartesianos estan representadas, en la base de
los armdnicos esféricos, mediante matrices unitarias, es decir, la matriz complejo-conjugada
de la transpuesta coincide con su inversa.
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La rotacién alrededor del eje z de dngulo v, R, (y), da lugar a la matriz diagonal

ety 0 0 0
0 ety 0 0
DY (R.(v)) =
0 0 ety ¢
0 0 0 etty

., .. ~ .
porque la representacién matricial de 1, es diagonal en esta base.

Para completar la informacién se necesita conocer el resultado de la aplicacién de la
PN .
operacién Ly sobre las funciones de base.

L
U*i\/z

~ P P 1z
Los operadores 1y, en la base de los armdnicos esféricos, de acuerdo con la relacién (11.2c),
< . . A ,
estan representados por matrices reales. En consecuencia, el operador l,, estara representado
.. . . e . ., .. ~ .
por una matriz imaginaria antisimétrica. La representacién matricial de l,,, en la misma base

de los armdnicos esféricos, para los casos particulares de | = 1 y de | = 2 como ejemplos
toman respectivamente las formas

i 1)

La rotacién de angulo 3 alrededor del eje y estd representada por la exponenciacién de
esas matrices, e P /% 1o que para el caso | = 1 resulta

T+cos B sin 3 cos B—1
2

2 V2
D(H(Ry([?))) = _si\nfzﬁ cos B si\nﬁﬁ
cos B—1 _sinf 1+cos 3
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mientras que para | = 2 la representacién matricial es de la forma

2
D! (Ry (p)) =
3+4cosB+cos23  2sinB+sin2f3 3—3cos3B _ 2sinB—sin2f3 3—4cosB+cos2p
8 4 46 4 8
2sin B+sin 2 cos B+cos2f3 _\/§sin2[3 cos B—cos 23 _ 2sinPB—sin2p
4 2 22 2 4
= 3—3cos3pB V3sin2p 1+3cos2B _ V/3sin2p 3—3cos3B
46 2v2 4 2v2 4v6
2sin 3—sin2p cos B—cos2pB V3sin2p cos B+cos2f3 _ 2sinPB+sin2p
4 2 2V2 2 4
3—4cos B+cos2p 2sin B—sin2pB 3—3cos3B 2sin B+sin2pB 3+4 cos B+cos2p3
8 4 8

46 4

Basta ahora multiplicar las representaciones matriciales de de las tres rotaciones de an-
gulos o, B y v en la ecuacién (11.1) para tener la representacién matricial en la base de los
armoénicos esféricos, para una rotacién expresada mediante angulos de Euler.

Hay una representacién irreducible para cada valor del ntimero 1. Las dimensiones de las
representaciones son (21+1). El conjunto de todas las matrices de una misma representacién
se indicara por el sibolo 'Y o por D;.

11.4.2 Caracteres

En las repesentaciones matriciales del grupo hay cantidades que son invariantes frente a
transformaciones de semejanza. Esas cantidades se conservan frente a transformaciones
unitarias de cambio de base, son independientes de la particular eleccién de la base dentro
del mismo espacio lineal. Las relaciones que llevan a clasificar los elementos de un grupo en
clases de equivalencia también son transformaciones de semejanza. En consecuencia, esas
cantidades invariantes lo son frente a cambios de base y son comunes a todas la operaciones
de la misma clase. Entre otras las trazas de las matrices, los caracteres.

Para calcular los caracteres de las representaciones ireducibles, es preferible identificar
las operaciones por los pardmetros (eje,dngulo) en lugar de hacerlo por los dngulos de Euler.
En dicha parametrizacién, dos pardmetros para indicar el eje de giro y otro para indicar el
angulo girado, las operaciones giro del mismo angulo V, alrededor de cualquier eje pertenecen
a la misma clase. En la misma clase estan incuidas la operacién giro de dngulo 1\ alrededor
de un cierto eje y el giro del mismo angulo alrededor del eje opuesto al anterior, es decir, una
operacién y su inversa. Al ser las clases autoinversas, los caracteres de las representaciones
irreducibles han de ser reales.

Se pueden calcular muy facilmente utilizando la representacién matricial en la base
candnica de los armdnicos esféricos de una operacién como el giro alrededor del eje z
de angulo V. La matriz representacién, que resulta diagonal de dimensién 21 + 1, esta en
forma explicita en la pagina 189. La traza de dicha matriz

m=+1
Z eV — 1 4 2cosPp 4+ 2cos2P + -+ + 2 cos
m=—1
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es el caracter del giro de angulo 1 en la representacion 1-ésima.

k=1
xY) =1+ Z 2 cosk
k=1

El caso particular en que | = 0 constitutye la representacién totalmente simétrica y tiene
por caracteres la unidad para cualquier operacién. Al mismo valor se puede llegar por medio
de la representacién de la operacién giro alrededor del eje y, aunque en paginas anteriores
solo estén en forma explicita los ejemplos en que l=1y 1l =2.

Una formulacién alternativa se alcanza llevando a cabo la suma de los elementos diago-
nales como la de una progresién geométrica

mirl o ot it _ il
. o et — 1
—

cuya razén es e, Multiplicando ahora numerador y denominador por e~ %/2

W et/ et/ 20 sin(l+ 2
W) =W T Ty

se obtiene la otra forma habitual de formular los caracteres de las representaciones irre-
ducibles.

El caracter de la identidad es, en cualquiera de las formulaciones, (21 + 1) que coincide
con la dimensién de la representacion. El caracter de la operacién giro de angulo 27t coincide
con el de la identidad, como corresponde a una representacién univaluada con 1 entero.

11.4.3 Densidad de operaciones

Las relaciones de ortogonalidad entre representaiones irreducibles constituyen uno de los
mejores instrumentos para deducir otras relacionestutiles. La generalizacién de las sumas
discretas de los grupos finitos a las integraciones necesarias en el caso de los grupos continuos
no es un problema trivial. La suma

é > f(R)

ReG

debe ser reemplazada por

1
[ g(b)db

donde b es el conjunto de pardmetros que identifican una de las operaciones del grupo
y ¢g(b) db indica el niimero de operaciones comprendidas entre b y b 4+ db. La funcién
g(b) juega, por tanto, el papel de una densidad, o concentracién, de operaciones, distinta
para cada valor de los pardmetros b. Dado que aparece tanto en el numerador como en
el denominador basta con conocer esa funcién salvo un factor numérico constante. En la
péagina 170 se vi6 que esa densidad es el producto del valor de la densidad en el origen por
el inverso de jacobiano de la transformacién de los pardmetros que lleva desde la identidad
a otra operacién cualquiera.

Jf(R(b)g(b) db
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De las dor formas de parametrizar los elementos del grupo SO(3) que se han venido
usando en este trabajo, la deduccién de esa densidad es méas facil en la parametrizacién en
forma de (eje,dngulo), o bien (0, ¢; VP). La operacién (0, ¢; V) puede visualizarse como un
punto en el interior de una esfera, los valores de 0 y ¢ sirven para orientar el punto dentro
de la esfera, el valor de 1\ se mide por la distancia al origen. Las distintas operaciones estan
identificadas por puntos en el interior de una esfera de radio 7t. La suma extendida a todas
las operaciones del grupo puede ser identificada con la integracién a todo el volumen de esa
esfera con el elemento de volumen como en coordenadas esféricas 2 sin® dip d@ d¢ y los
limites de integracion 0 < ¢ < 2m, 0 <0<ty 0 <Y < 7.

Puesto que hay un isomorfismo entre las operaciones rotacién en tres dimensiones y las
matrices reales ortogonales 3 x 3 con determinante +1, se va a utilizar la opcién matricial.
Una matriz de rotacién R tiene un valor propio unidad y otros dos valores propios complejo-
conjugados entre si de médulo también unidad.

Demostraciéon: Una matriz unitaria en el campo complejo R, ortogonal
se st restringe al campo real, tiene un vector propio c tal que

Rc = Ac
multiplicando por la 1zquierda esa expresion por su transpuesta y conjugada

¢cfRIRe= ANcle

cle= N2cfe

se deduce que el mdédulo de los valores propios ha de ser la unidad. Puesto
que ha de haber tres, un numero impar, de ellos por ser raices del polinomio
caracteristico de tercer grado, y han de estar emparejados uno con su com-
plejo conjugado, uno de ellos ha de ser necesariamente la unidad real. Los
otros dos ser’an de la forma e't y e 't. El vector propio asociado al valor
propio unidad debe cumplir

Rv =v
El vector v permanece tnvariante por la transformacién R. Multiplicando
por la izquierda por RT
R'Rv = v = Rlv
R-RNv =0
se deduce que v es la base del espacio monodimensional nulo de la diferencia
(R — RT).
Llamando B a esa diferencia, el vector propio correspondiente se puede
calcular excepto por un factor de escala

vi _ Bi2Ba3 —Bi3Ba v _ B2i1Bi3 —Bi1Bas

V3 B12B21 —B11B22 V3 B12B21 — B11B22

El factor de escala se determina por algun tipo de normalizacion del vector.

En el caso particular de una matriz R ortogonal en el campo real los ele-
mentos diagonales de B se anulan y solamente cuentan los elementos no
diagonales. O
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Como operacidén rotacién, la matriz R corresponde a la rotacién alrededor del eje indicado
por el vector propio asociado al valor propio +1 puesto que tal vector permanece invariante
frente a la rotacién R: Rv = 1v. Las componentes del vector v = (v1,v;,v3) indican el
eje de giro. El angulo girado 1 se obtiene de la traza pues coincide con (1 4+ 2cosp). El
caso sencillo de giro alrededor del eje z de angulo 1 tiene como vector propio

cosp —sinyp O 0 0
sinlp cosyp O ol =1 1o

0 0 1 1 1

el vector v .= (0,0,1) indicando que es el eje z. Una modificacién de escala en forma
de (0,0,1¢) indica no solo el eje sino que su longitud representa el dngulo girado en esa
operacién.

En la inmediaciones de la identidad un giro se escribe como

1 —a -b
a 1 —C
b ¢ 1

con la condicién de que los valores de a,b,c sean infinitesimales. La antisimetria de esa
matriz es impuesta por su ortogonalidad.
El producto de ambas matrices

cos\p —asinyp —sinp —acoslp —bcos + csinP
sinlp + acoslp cosPp—asinlp —bsinp — ccosP

b c 1

representa un giro alrededor de un eje préximo al eje z de dngulo préximo a V. Si a es una
cantidad infinitesimal, el 4ngulo girado es ' =1 + a.

El vector propio de esta matriz correspondiente al valor propio +1 estd dado por la
sigiente expresiéon como se puede comprobar directamente despreciando infinitésimos de
orden superior.

cosp —asinlp —sinp —acoslp —bcos + csin —bsiny — c(1 + cosp)

sinp +acoslp cosp—asinlp —bsinyp —ccos b(1 4 cosP) — csinp

b c 1 —2sinp — 2acos
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—bsiny — ¢(1 + cos)
=1 b(1 4 cos) — csin
—2sin — 2acos VP

Indica la direccién del nuevo eje de giro. Como los vectores propios estan determinados

salvo un factor de escala, por cambio de escala se consigue que su longitud coincida con el

(O + a)(—2siny + 2acosp)
4sin? VP

angulo de giro \{ + a. El factor de escala lleva, despreciando

infinitésimos superiores, a la forma

1|)<E+E]+Cosw)

2 2 siny
¢ bl+cosy
w(i_i sin )
P+a

En resumen, el producto de un giro de adngulo 1 alrededor del eje z, es decir, el giro
expresado por el vector (0, 0,1), multiplicado por una rotacién que difiere infinitesimalmente
de la identidad, es otra rotacién expresada por el vector arriba indicado que identificaremos

como v’ = (v}, v}, v}). Tenemos, por tanto, una relacién que vincula dos rotaciones préximas
entre si.

El jacobiano de la transformacién, ahora facil de calcular, resulta

oAV N0 AV G AV 0 v Y 1+cosyp
da 0b Oc 2 2  siny
2 W | bltesy v
da 0b Oc 2 siny 2
vy ovh oV

da db  dc ] 0 0

El valor del determinante puede ponerse de muchas maneras por aplicacién de las relaciones
) i P2 T+cosp P2 1

de la Trigonometria. Dos de ellas son — ———y — ——.
2 sin?y 2 1—cosy

La densidad de operaciones es proporcional al inverso de ese jacobiano. Se ha obtenido
partiendo de un giro alrededor del eje z pero se puede deducir partiendo de otro giro alrededor
de cualquier eje. La densidad de operaciones no es constante. No podemos decir que la
densidad de operaciones sea uniforme, depende del angulo girado pero no depende del eje
de giro. En ese aspecto tiene las mismas caracteristicas que las clases de equivalencia. La
densidad de operaciones es también funcién de clase.

Una vez conocida la densidad de operaciones se puede confirmar la ortogonalidad de los
caracteres de las representaciones irreducibles.

Demostraciéon: La relacion (5.11) de los grupos finitos se transcribe para
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el grupo de la esfera SO(3) como

xM) () x(2) () M P2 sin0 d dO do

2
0 v — shil2)

7T 7T 27T _
[T w W2 sin 0 dp d6 dd
00 0

N

7T

o—3
o—3

pues los caracteres son reales. Se puede stmplificar en la forma

8 J X1 () X (9) (1~ costp) dp
0 - — plhil2)
8 [ (1 —cosp) d
0

El denominador es proporcional al nimero total de operaciones del grupo.
En la parametrizacion adoptada el valor del denominador es 8m2.

2 e ) s $ ap = st
0

Sustituyendo los caracteres por sus valores

7T

2 . 1 . 1

p J' sin <l1 + E) P sin <lz + E) Ppdp = slil2)
0

El resto de la comprobacién se completa por la aplicacion directa de las
ezpresiones generales para las integrales puestas en juego.
sin(a —b)x  sin(a+ b)x

Jsin(ax) sin (bx) dx = 2a—b)  2aib) (a? #b?)

sin (2ax)

X
2 a
O

Tanto la densidad de operaciones como la comprobacién de la ortonormalidad de los
caracteres de las representaciones irreducibles dependen de la forma de parametrizar las
operaciones pero el resultado final es independiente de ella.

11.5 Reducibilidad

El espacio lineal asociado a una representacién reducible es la suma directa de los espacios
asociados a las irreducibles. El caracter de una operacién en una representacién reducible
es una combinacién lineal de los caracteres de las irreducibles. Como los caracteres son
propiedad de clase y las clases se identifican por el angulo girado,

xW) = > a xMW)
1
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Quedan por determinar los coeficientes a; reales y no negativos. Las relaciones (5.17) se
convierten para el grupo de la esfera en

7T 7T 27T 2(1 —
{{ | x(W) x™M (W) %wzsine dp do dd

7T 7T 27T _
[l przsinedxpdedcb
000

Las simplificaciones anteriores son también de aplicacién aqui:

2 7 1
a = ;Jx(tb) sin(t+ z)w ay

11.5.1 Producto directo

La base canédnica de las representaciones irreducibles estd formada por funciones propias
simultaneamente de los operadores 12 y 1,. Son los arménicos esféricos Y| m. Los distintos
valores del nimero m = —1,—1l+ 1,--- ,1 — 1,1 indican las funciones de base de la misma
representacién irreducible cuyas dimensiones son (21 + 1). Dos reprsentaciones irreducibles
estan basadas en armoénicos esféricos de distinto valor del nimero 1.

Los productos del tipo Yi, m, * Yi,,m, constituyen un conjunto de (2l + 1)(21, 4+ 1)
funciones linealmente independientes, base de un espacio lineal estable bajo las operaciones
del grupo y, en consecuencia, base de una representacién del mismo grupo SO(3). Es la rep-
resentacién obtenida como producto directo externo de otras dos. Estos productos directos
de representaciones irreducibles suelen estar ligados al problema de la adicién de momentos
angulares. La nueva representacién asi obtenida es reducible excepto el caso particular en
que uno de los valores de 1; sea la unidad, en que una de las dos representaciones sea la
totalmente simétrica.

Los caracteres de la nueva representacién son el producto de los caracteres de cada
representacién por separado.

sin (11 + %) VP sin (12 + %) VP

1 : 1

sin 51 sin 51
El espacio lineal que da lugar a esta representacién es suma directa de espacios lineales
asociados a representaciones irreducibles. Los caracteres son combinaciones lineales de los

xR () = xM () x () =

caracteres de las representaciones irreducibles.

xR W) = 3 arxV)
1=0

con los coeficientes a; enteros y no negativos obtenidos como se indica en la seccién prece-
dente.

Los dnicos coeficientes a; distintos de cero son los que corresponden a valores del nimero
| comprendido entre [l1 — 15| <1< 17 +1,. Ademas los coeficientes no nulos valen la unidad.

in 1 in 1 int
sin 51 sin 51 N sin 51

sin(b+3) sin(L+3H)v 1E2 sin (L+ 1)
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Eista relacién puede confirmarse por las relaciones de la Trigonometria.

Desde el punto de vista fisico, como adicién de momentos angulares, la resultante de la
suma de dos momentos angulares puede dar lugar a otro momento angular cuyo médulo esté
indicado por un ntimero comprendido entre |l; — 12| y 1; + 1. Es lo que se conoce como serie
de Clebsch-Gordan.

La serie de Clebsch-Gordan no solo hace referencia a las representaciones del grupo, sino
que también relaciona las funciones de base de las representaciones irreducibles individuales
con las bases de las representaciones irreducibles en que se descompone su producto directo.

Las (21; + 1) - (21; + 1) funciones que forman base de la representacién producto directo
se desdoblan en subconjuntos de (21; 4+ 1) funciones. Utilizando la notacién habitual |1, m)
para indicar las funciones propias asociadas a los valores 1 y m que indican los valores de los
operadores 12 y TZ,

Li+1z
Lm)y = Y by fa,ma) CRRL
1=[11—12]

Ll se denominan coeficientes de Clebsch-

Gordan, se presentan en multiples formas como (ly, my, 1, mz|l1, 12,1, m), estan relaciona-
dos con los coeficientes 3j de Wigner, se conocen tablas de sus valores, se anulan si m #
m +m; y presentan otra serie de interesantes propiedades de simetria entre los indices que

. . .. . 1
Los coeficientes de la combinacién lineal C;3°%0,

los definen.

No es el sitio de hacer un completo estudio de los coeficientes de Clebsch-Gordan pero si
el de indicar que son relaciones todas ellas debidas a la simetria esférica, a la isotropia del
espacio, a la incapacidad para diferenciar una direccién preferente en el espacio tridemen-
sional.

11.6 Grupo SO(4)

Los estados estacionarios de un electén que se mueve en el entorno de un nicleo se clasifican
con estados S, P, D, --- de acuerdo con el valor del momento angular. Las representaciones
irreducibles del grupo SO(3), de dimensiones (214 1), son capaces de explicar la degeneracién
entre los estados que tan solo difieren en la proyeccién de una cantidad vectorial como el
momento angular. Pero esas representaciones son incapaces de justificar la degeneracién que
se presenta entre estados de distinto valor del ntimero 1.

La razén ha de buscarse en la insuficiencia de la simetria empleada. De las miltiples
transformaciones que dejan invariante el problema no se ha puesto en juego méas que un sub-
grupo de otro grupo superior. En realidad el operador de Hamilton del electrén moviendose
en un campo de fuerzas centrales tiene simetrias superiores a la de la esfera.

Si el grupo SO(3) es el de todas las transformaciones que dejan invariante el cuadrado de
la distancia x? * y? + z2 al origen en tres dimensiones, el grupo SO(4) es el de las rotaciones
que dejan invariante la cantidad xZ +y? +z% +w?. Visto como grupo de matrices, es el grupo
de todas las matrices ortogonales, de dimensién 4%, con determinante +1. La identidad es
la matriz unidad en cuatro deimensiones. Los distintos elementos de este grupo dependen
de seis parametros continuos. Las operaciones pueden ser alcanzadas desde la identidad por
por aplicacién continuada de seis generadores infinitesimales.
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La

analogia con el grupo SO(3)

forma de operadores hermiticos

Ax

Bx

ol = o] =

(
(

9
yaz
0

ow

wo
0x

8) Ay

"oy

) n

permite escribir esos generadores infinitesimales en la

R R T

ol = o] =

(
(

o 2
5 V)
o 2
v Voz

)

cuyas relaciones de conmutacién condicionan la estrctura del grupo.
Las relaciones de conmutacién de los seis generadores pueden ser deducidas sin mucho
trabajo y expresadas como

[Ax, Ayl = 1A,
[Bx, Byl = 1A,
[Ax, Bxl = 0

[Ax, Byl = iB;
[Bx, Ayl = iB;

incluyendo todas las permutaciones ciclicas de los indices x,y,z lo que hace un total de
quince relaciones de conmutacién,

Eisos operadores infinitesimales son linealmente independientes, son base de un espacio
lineal de dimensién seis que constituye el algebra del grupo. Cualquier otro conjunto de
seis operadores igualmente independientes forma base del mismo espacio lineal y sirve como
generadores del grupo SO(4). Particularmente interesante, por lo que tiene de ilustrativo
respecto de la estructura del grupo, es la combinacién lineal

1 1

]oc: _(Aoc + Boc)

7 (O(:X,y,l)

pues presenta unas relaciones de conmutacién

Ox, Jyl = 1] (y permutaciones ciclicas de x,y, z)
Ky, Kyl = iK, (y permutaciones ciclicas de x,y, z)
[Ji, K= 0 Vi,

que indica que los seis generadores se pueden agrupar en dos conjuntos de tres operadores
cada uno de manera que los de un conjunto conmuten con los del otro, y que por sepa-
rado cada conjuntos presente las mismas reglas de conmutacién que las componentes de un
momento angular. Hs decir, las operaciones del grupo SO(4) pueden ser estudiadas como
debidas a dos momentos angulares independientes,

11.7 Grupo O(3)

Hasta aqui se han considerado las operaciones giros propios sin tener en cuenta que, en un
sistema fisico real, también pueden coexistir las operaciones reflexién o inversién. Como
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grupo, isomoérfico del anterior, de matrices ortogonales de dimensiones 3 x 3 solo se han
tenido en cuenta las que poseen determinate +1.

El grupo completo de la simetria esférica tiene que incorporar también las operaciones
impropias. El grupo O(3) es el grupo completo, es el grupo obtenido como producto externo
de los grupos

0(3) =S0(3)®C;

El producto de la operacién inversién por todas las operaciones propias genera todas las
impropias, reflexiones o y operaciones giro-reflexién S. Como grupo de matrices, el grupo
O(3) es el resultado del producto externo del grupo de todas las matrices con determinante
+1 por el grupo que solo contiene dos matrices:

10 0 -1 0 O
010 0 -1 0
0 0 1 0 0 -1

Tanto el grupo SO(3) como el grupo C; son subgrupos normales o invariantes de O(3).

En el espacio tridimensional, como en general en espacios de dimensiones impares, si la
matriz R es una operacién propia, la matriz —R corresponde a una operacién impropia.
Como matrices ortogonales, el producto de una, sea propia o impropia, por su transpuesta
da la matriz unidad.

R'R =1

Si la operacién R es impropia se ha de cumplir que
det(1 + R) = 0

Basta para comprobarlo multiplicar esa suma de matrices por la transpuesta de R por la
izquierda
detR' det(1 + R) = det (R (1 + R)) = det (R" + 1)

Como el determinante de R" es —1 se concluye que
det(1+ R) = —det (1 + R") = —det(1 + R) = 0

Una operacién propia de rotacién deja un eje invariante cuya orientacién estd dada por
el vector propio asociado al valor propio +1. Una operacién impropia invierte un eje, los
puntos situados sobre el eje quedan sobre el mismo eje pero en posicién invertida respecto
al origen. La orientacién del eje esta dada por el vector propio asociado al valor propio —1:
Rv = —1v.

Desde el punto de vista de la estructura del grupo, los distintos elementos estan iden-
tificados por los tres pardmetros continuos, tres dngulos de Euler o (eje,angulo), més un
parametro discreto. El parametro discreto es el cambio de quiralidad al incorporar las op-
eraciones impropias o el valor del determinante si se considera como grupo de matrices. El
grupo consta de dos componentes. La identidad estd en la componente correspondiente a
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determinante 4+1. La ordenacién de los elementos en clases de equivalencia no cambia, so-
lamente se duplica el ntimero de clases: las operaciones propias de dngulo 1\ alrededor de
cualquier eje forman una clase y los mismo ocurre con las operaciones impropias.

Las representaciones irreducibles se duplican y se etiquetan con los subidices g/u depen-
diendo de que el caracter de la operacidén inversién sea positivo o negativo como en los grupos
finitos. Ademas de la indicacién del nimero | que da cuenta del valor del tnico operador de
Casimir, el del cuadrado del médulo del momento angular, cada representacién irreducible
lleva la etiqueta g/u.

La suma

é S fR)

propia de los grupos finitos debe ser reemplazada por una suma discreta con respecto al
parametro discreto y una integracién con respecto a los tres pardmetros continuos incluyendo
la densidad de operaciones vista anteriormente. Las relaciones de ortogonalidad de las rep-
resentaciones irreducibles incluyen la condicién de que las representaciones del mismo valor
de 1, pero de distinto valor del caracter frente a la inversién (g o u), son también ortogonales
entre si.

11.8 Descensos en simetria




Table 11.1: Descensos en simetria desde O(3)

Incluir g/u si el grupo mantiene la operacién inversién

Do | Dy D, D3 D4 Ds D¢
In A 4y H F,eG GeH FioF,®H AoF,0GaoH
On A, Fyq EeF, A,®F ®F, AoE®F ®F, E®2F 1 ®2F, Ao A,dE®BF 1 H2F,
Th A F EeF A®2F AdE®2F E®3F 2AE®3F
Ta (g) A, Fyq EeF, A,®F ®F, AoE®F ®F, E®2F 0F, Ao A,dE®BF 1 H2F,
Ta (u) A, | F2 E®F, A ®F 0F, A,oE@F 0F,; EoF,®2F, A 1A, dE®2F ®F,
A,oB 6B A,oB 8B A,®B 6B 2A10A,0B
D6h A] AZGBE] A]@E] @Ez 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1
OE 10k, OE®2E, @2E@2E, ®B,®2E1®2E,
A0E,;0E A,oE0E AeB1@B,E
Deal(g) | A1 | A2@®Es A10E;®E5 AOE,dE:;Es 1@H20H; 20OE1 Bk, 10B18B28E,
OE460Es OE;E,DES OE,oE;dE,DES
BieEeE B,eE ek A,0A,®B0E
Dea (u) | B1 | B2®E; B1®E;®E, B,®E;0E;0E, 1o51wh2 2081082 10A,6B1®E;
GE;dE, OE;E,DES OE,oE;dE,DES
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Table 11.1: Descensos en simetria desde O(3). Continuacién

Do | Dy D; D3 Dy Ds D¢
Dsq Ay | A2®E, A10E;8E, A, ®E1@2E; A1@2E 1 ®2E; A1©2A,03E10E; | 2A10A,03E182E;
AI eEI ®E” AII@AI e AII AI ®A”® AII
Dsn(g) | A} | A®E] A OE, 0E] A, OF,0F! oF) T 12 L
®E,eE) ®E| oE| ok, ®E) ®2E| oE|eE, ®E,
AII@EI ®E” AI @Ale AII AI ®A”® AI
Dsn (u) | A7 | AJ®E, A ®E} 0oE), A ®E)0F) OF) e [ 1P
oE,eE) oF| oE, ok, aoE) oF| o2E|eE, ek,
2A0A,6B A02A,6B 2A160A,62B
Dan Ay | A28E A1©B1®B,®E | A,0B0B,®2E 194285 18282851 10A2®2B;
®B,®2E ®B,®3E ®2B,®3E
A®B0B,dE A;eB®B,d2E A,®B16B,®2E
Dasa(g) | A1 | A2@E3 A 1®E,®E; A ®F 0F,0F; 1©B1®B26E; 18B1@B2®2E, 1©B1®B®2E
OE,E;3 oE,dE;3 ®2E,dE;3
AioA,®B R AioA,®BE A0A,®B0E
Dsa (u) | By | B2®E, B0E0E, B,0E 0F,0F; 10A,80B180E, 10A,0B10E, 1A, ®B0E;
OE,®E;3 OE,®2E; ®2E,®2E;3
Dsq4 Ay | Ay®E A®2E A®2A,®2E 2A10A,03E A1@2A,04E 3A1@®2A,04E

c0¢c
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Table 11.1: Descensos en simetria desde O(3). Continuacién

Do | Dy D, D3 Dy Ds Ds
Danle) | AL | ALeE! A OB OB AleA, A AloAloA) AloA,®A) 2A @A AL DA
@E @oE" @2E' R @2 @2E" @2 @2E"
Do) | & | atom | aomem | MOMEAI | Moealews | memesl | aeaesenl
OE R @E @2B" @2E' @2E" @2E' @2E"
A®2B 3A®2B 2A®3B 4A®3B
Do A B16®B,®B3 | 2A®B16B.®B3 @251 @251 ®351 ®551
@2B,®2B3 ®2B,®2B3 ®3B,®3B;3 ®3B,®3B;3
2A10A,86B A02A,0B 2A10A,®02B
D24 (9) Ay | Ay®E A,oB9B,®E A,®B ®B,®2E 16A2805, 182A,8b; 10A,H2B,
®B,®2E ®B,d3E ®2B,®3E
A0A,®2B A0A,®B 2A1®02A,®02B
Daa(u) | B1 | B2®E A1GA,®BIOE | Ai@A,@B@2E | 18428 19A28B, 192A,82B,
®B,®2E ®2B,®3E ®B,®3E
Dunlo) | £t | 5o @T ol @A Iy el LieTly®A, IyelleA, Iielly®As @ 04
o0 g g 9 g [¢] g
BN, ® O, OD, @ T, oD, &I, @O, al, ® 0,0,
Denw) | 5o | srom, | emea, | @M oM oA, | IieleA, S BT @A @Dy
oo u u u u uw uw
BA, ® Oy ed, oIy ed, ol 606, el ® 0,eI,
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11.9 Propiedades

Todos los grupos finitos de simetria son subgrupos del grupo completo O(3) de la simetria
esférica. Las relaciones entre las representaciones matriciales bajo simetria esférica son sen-
cillas y casi siempre del mismo tipo. Es por ello que, en muchas ocasiones sea mas facil
analizar las propiedades de un sistema como si estuviese en un entorno de simetria esférica
y descender después al entorno molecular. Los descensos de simetria son también sencillos
pues basta tener en cuenta tan solo algunas de las operaciones de simetria. En ese descenso,
las representaciones irreducibles en el supergrupo pasan a ser, en muchos casos, reducibles
en un entorno de inferior simetria.

Una distribucién de carga eléctrica puede ser expresada por sus momentos. HEs un con-
cepto estadistico. Una distribucién unidimensional como la edad o la estatura de una
poblacién puede ser descrita por el censo total de poblacién, el valor medio de la propiedad,
que se trate que esta relacionada con el momento de primer orden, por su dispersién alrede-
dor del valor medio expresada por la desviacién cuadratica, o media cuadratica con respecto
a la media, que esta relacionada con el segundo momento de la distribucién, y, si se nece-
sita méas detalle, por los sucesivos momentos de orden superior. La funcién de distribucién
f(x) dx indica la cantidad de la poblacién comprendida entre un valor de x y x + dx. La
poblacién total, o momento de orden cero, y los sucesivos momentos con respecto al origen
se expresan por la relaciones:

+o0
N = J f(x) dx

+o00

x f(x) dx

X = N

+o0

[ x™f(x) dx
_TTL: —0o0
* N

Los momentos con respecto a otro origen x( distinto se calculan sustituyendo en las epresiones
precedentes x™ por (x —xo)™. Los momentos tienen menos informacién que la distribucién
completa pero, en conjunto, tienen toda la informacién que se considera significativa.

Una distribucién de carga eléctrica en un d4tomo o molécula es una distribucién tridiemen-
sional indicada por una funcién densidad de carga p(T) que tiene un valor distinto en cada
punto del espacio identificado en un sistema de coordenadas, cartesianas, cilindricas o es-
féricas, por tres datos. La distribucién puede ser discreta, continua o mixta como ocurre en
los sistemas atémico-moleculares en que se acepta que los ntcleos aportan cargas puntuales
positivas mientras que los electrones dan lugar a un continuo de distribucién de carga nega-
tiv. La distribucién de carga es expresada por medio de los momentos sucesivos de 6rdenes
crecientes. El primer momento, o momento de orden cero, es la carga total

qa=> q +Jp(?)d?
j

A\
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resultado de una suma con respecto a la parte discreta de la distribucién y una integracién
con respecto a la distribucién continua cuyos limites son los del volumen V. Este momento
es una cantidad escalar, simplemente informa si el sistema es iénico o eléctricamente neutro.
Frente a las transformaciones del grupo O(3) forma base de la representacién irreducible
totalmente simétrica Dyg.

Un momento de orden 1 se define mediante la relacién

Sim = Z d; rjlYl‘m + J' p(F) ' Yy 1 dF (11.3)
j v

Tiene (214 1) componentes independientes que, bajo las operaciones giros y reflexiones de la
simetria esférica, se transforman entre si formando base de una representacién irreducible.

En la pagina 150 se presentdé una definicién de los mismos momentos de la distribucién
expresados en coordenadas cartesianas. En aquel contexto el interés se centraba en los com-
portamientos de de las distintas componentes frente a las permutaciones de sus indices con
el fin de establecer el nimero de componentes independientes de cada una de las cantidades
tensoriales. Segin se vid en aquel contexto, los tensores son descomponibles en tensores de
rango inferior definidos por las trazas mas la contribucién de trazas nulas. Es esta altima
la que aqui se define a través de los arménicos esféricos. El comportamiento frente a las
transformaciones del sistema coordenado, rotaciones y reflexiones, de las componentes de los
tensores de trazas nulas es el objetivo de este analisis.

Las tres componentes del vector de posicién se trensforman, por las rotaciones-reflexiones
en tres dimensiones, formando base de la representacién irreducible Dy, del grupo O(3). Las
3™ componentes cartesianas se transforman como la representacién irreducible D?ITL‘ obtenida
como producto directo externo de Dy, por si misma n veces.

En la forma en que se han definido los momentos, las funciones arménicos esféricos son
funciones complejas pero nada impide transformar linealmente las funciones Y ,, de manera
que se obtenga otro conjunto de funciones reales. Ello da lugar a que las componentes se
etiqueten por componentes cartesianas en vez de los nimeros m = —1, —1+1,--- | 1—-1—1. A
pesar de ello, el nimero de componentes independientes sigue siendo (214 1) y, como base de
representacion, siguen dando lugar a la misma representacién irreducible. Es un mero cambio
de base que no modifica ninguno de los invariantes de la representacién matricial del grupo
Diy. El momento de orden 1 se denomina momento dipolar, tiene tres componentes, es un
vector P, y es habitualmente referenciado en coordenadas cartesianas como P = (px, Py, Pz)
y mas raramente entre los quimicos como p = (p_1,Ppo,P1).

El resto de los momentos de orden superior proporcionan una descripcién mas detallada
de la distribucién de carga, particularmente importante si los momentos de orden inferior
se anulan. Son cantidades tensoriales de orden 1 con (21 + 1) componentes que forman base
de las representaciones irreducibles Dy4/,,. La calsificacién g/u frente a las operaciones
impropias del grupo va asociada a la paridad del ntmero 1: los momentos de 1 par son g,
los de 1 impar son u. Los sucesivos momentos de la distribucién se denominan cuadrupolo
el de | = 2, octopolo el de 1 = 3 y, en general, 2™-polo.

Los arménicos esféricos se pueden poner en forma real simplemente combinando lineal-
mente Y m con Yy _, y presentar las momentos eléctricos en coordenadas cartesianas.
El momento de segundo orden, momento cuadrupolar, tiene entonces las componentes

XX, XY, Xz, YX, Yy, Yz, zx, zy, zz
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con un total de nueve componentes. Pero las nueve componentes no son independientes pues
es un tensor simétrico, las componentes xy e yx son idénticas, y ademas tiene traza nula.
En cualquiera de sus formulaciones tiene cinco componentes linealmente independientes. Lo
mismo puede decirse de los de orden superior. El momento octopolar tiene veintisiete com-
ponentes en coordenadas cartesianas pero, debido a la simetria y a la nulidad de sus trazas,
solo siete de ellas son linealmente independientes.

Igual que los momentos electricos son propiedad de una distribucién de cargas eléctricas,
los momentos magnéticos son debidos a una distribucién de corrientes. Dejando aparte el
momento magnético de orden cero correpondiente a un monopolo, el resto de los multipolos
magnéticos tienen, como los eléctricos, tantas componentes como (21+1) pero, a diferencia de
aquellos, su comportamiento frente a las operaciones impropias es el opuesto: los momentos
de 1 par son u y los de | impar se transforman como g. El momento dipolar magnético
tiene tres componentes independientes que se transforman entre si formando base de la
representacién irreducible Dq4.

El mismo razonamiento puede extenderse a otros tipos de magnitudes tensoriales. La po-
larizabilidad tiene seis componentes independientes, una de ellas, la componente isotrépica,
es invariante frente a las rotaciones-reflexiones en tres dimensiones y las otras cinco se trans-
forman como la representacién D4 e informan acerca de su anisotropia. Los moédulos de
la elasticidad son también cantidades tensoriales para las que es aplicable el analisis de
su comportamiento ante las transformaciones del sistema de coordenadas. Las magnitudes
tensoriales que forman base de las representaciones irreducibles en la simetria esférica se
denominan tensores irreducibles.

En los entornos de inferior simetria que la esférica, las componentes que forman base de
representaciones irreducibles pasan a formar base de representaciones reducibles. Las tablas
de los descensos en simetria desde la esfera dan cuenta de la forma en que se desdoblan
las representaciones. Bajo cualquier simetria el nimero minimo de datos, de componentes
no nulas, necesario para tener la informacién acerca de una de esas cantidades tensoriales,
coincide con el nimero de componentes totalmente invariantes, las componentes que forman
base de la representacién totalmente simétrica presente el todos los grupos.

11.10 Orbitales hibridos

Los orbitales hibridos son combinaciones lineales de los orbitales atémicos s,p,d, -+ que,
para distinguirlos, llamaremos ‘crudos”. El paso de un tipo de orbitales a otro, de crudos a
hibridos, es un problema de simetria que puede ser abordado por la Teoria de Grupos. Es
el problema inverso al planteado anteriormente en que se buscaban funciones adaptadas a la
simetria del problema: dado un conjunto de funciones que forman base de una representacién
reducible, transformarlo en otro conjunto de funciones que, por separado, formen base de
representaciones irreducibles.

Para el estudio del comportamiento de los orbitrales “crudos” frente a las transforma-
ciones, rotacién-reflexién, de la esfera, basta tener en cuenta tan solo sus factores angulares,
los arménicos esféricos. La parte radial de los orbitales atémicos son invariantes. Como
se ha visto anteriormente, los arménicos esféricos forman base, en la simetria O(3) de las
representaciones ireducibles etiquetadas por el ntmero 1 y por g/u segin la paridad de 1.

Los orbitales {p1, po, p_1} forman base de la representacién D7, de dimensién tres. Un
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cambio de base permite escribir otro conjunto de otros tres orbitales {p«, py, p-} que forman
base de la misma representacién irreducible.

1 1
7 o O
Px Py Pz| — |\P1 Po P-i 0 0 1
1 1
7z "z 0

La matriz de transformacién es una matriz unitaria, su transpuesta y conjugada es su inversa.

Ambos conjuntos de funciones son distintas bases de la misma representacién irreducible de

O(3). Unas son funciones complejas y las otras reales y tienen ventajas de facilidad de

tratamiento en problemas moleculares. Pero todas ellas son funciones p asociadas al niimero
= 1. Hay infinitas maneras de cambiar de base sin combiar de representacién.

Para obtener orbitales hibridos se ha de juntar, “sumar”, espacios lineales asociados a
distintos valores de 1. Al juntar varios espacios lineales se obtienen representaciones cuyas
matrices presentan la estructura en bloques diagonales como en la pagina 41. Se trata de
hacer ahora la transformacién inversa de la que permitié alli descomponer una representacién
de manera que aparecieran los bloques a lo largo de la diagonal. Al combinar funciones de
distintos valores de 1, el nimero 1 habra dejado de ser un buen criterio de clasificacién. Si
se combinan funciones s y p, las nuevas funciones no seran ni s ni p; serdn mezcla. De ahi
la denominacién de funciones hibridas.

|:| Debe recordarse que la mejor o peor aprozimacion a las soluctones de un
problema estd en el espacio lineal en que se busca la solucién aproximada
y no en la eleccion de una u otra base en dicho espacio. Un cambio de
base de representacion mo modifica las conclusiones contrastables con las
observactones experimetales.

Hay infinitas maneras de transformar un conjunto de funciones ortonormales en otro
conjunto de funciones también ortonormales. La matriz de transformacién serd unitaria. Si
se quiere precisar més sobre la nuevas funciones han de imponerse condiniones adicionales.
La condicién impuesta habitualmente es que las nuevas funciones sean equivalentes en en-
tornos de inferior simetria que la esfera. Por ejemplo, que haya cuatro funciones que sean
equivalentes en un entorno de simetria tetraédrica, que las operaciones de simetria del grupo
puntual de tetraedro transformen unas funciones en otras. Otro ejemplo es que seis fun-
ciones se transformen unas en otras por las operaciones de simetria del cubo o del octaedro.
Las matrices representacién de esas operaciones de simetria, en la base de orbitales hibridos
tienen un tnico elemento distinto de cero en cada fila y en cada columna. Son matrices
transformadas a partir de las que formaban los orbitales “crudos” separadas en bloques di-
agonales.

La primera cuestién que se plantea es la de qué funcions “crudas” son capaces, por
combinacién lineal, de dar lugar a orbitales hibridados de la simetria requerida. Un ejemplo
sencillo sirve para ilustrarlo. Sea el caso en que se requieran tres orbitales {h;, h,, h3} que,
por las operaciones de simetria del tridAngulo plano, se transformen unas en otras de acuerdo
con la siguiente tabla de matrices
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E Cy Cy oA OB oc
100 00 1 010 100 0 0 1 010
010 100 00 1 0 0 1 010 1.0 0
0 0 1 010 1.0 0 010 100 00 1

que corresponden a un conjunto de tres funciones {1, @2, @3} con la condicién de que el
giro ternario positivo convierta @ en @, y las demas en orden ciclico, que la primera resulte
invariante por la operacién o, etc. Estas funciones son base de un espacio lineal de funciones
de dimensién tres, estable bajo las operaciones del grupo por lo que ha sido posible escribir
las matrices de transformacién. Se busca que estas funciones sean combinaciones lineales de
orbitales “crudos”. El cambio de base de representacién de unas funciones en otras conserva
los invariantes de las matrices representaciéon y, en particular, sus trazas, sus caracteres.

Los caracteres de esa representaciéon indican que se trata de una reprsentacién reducible
resultado de la “suma” ' = A;@®E. La simetria del problema dice que la obtencién de esos
orbitales hibridos de esas caracteristicas exige que sean combinaciones lineales de una funcién
que se transforme como la representacién irreducible A7, con dos funciones que sean base
de la representacién ireducible E. Un orbital de tipo s junto con la pareja {p«, py} es una
posibilidad, pero no la tinica. Es la hibridacién sp?.

Un problema complementario consiste en obtener la combinacién lineal precisa que lleva
de los orbitales “crudos” a una opcién concreta de los hibridados. La forma practica consiste
en buscar la transformacién que lleva de los hibridados a los “crudos” y luego obtener su
inversa. Los orbitales hibridos son equivalentes, mientras que los “crudos” son adaptados a
la simetria. Por tanto, los operadores de proyeccién (6.6) permiten obtener funciones que
forman base de las representaciones irreducibles. Los proyectores (6.4) proyectan sobre el
subespacio asociado a una columna de la representacién irreducible, pero requieren conocer
las matrices representacién y no solo los caracteres.

Siguiendo con el mismo ejemplo, la proyeccién del primer orbital hibrido, h;, sobre el
subespacio lineal asociado a la representaciéon A; da la combinacién lineal

1 1
g(h1+h2+h3+h1+h3+hz) =§(h1+hz+hs)

Esa funcién, en una hibridacién sp?, ha de ser necesariamente un orbital de tipo s. Una vez
normalizado se ha de cumplir que

1
S:ﬁ(h1+h2+h3)

La proyecciéon de los otros dos orbitales, h; y h3 sobre el mismo subespacio da lugar a la
misma funcién repetida. No hay més que una funcién linealmente independiente de simetria
Ay,

La proyeccién de los tres orbitales hibridos sobre el subespacio de la representacién
ireducible E produce las siguientes combinaciones lineales.

2
3 (2hy — hy — ha)
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2
3 (2h2 — hy — h3)

2
3 (2hs — hy — hy)

Eisas tres funciones no son independientes; solo hay dos funciones linealmente independientes
formando base de una representacién E. Ha de hacerse una eleccién e identificar las dos
funciones independientes normalizadas y ortogonales con los orbitales {py, py} si lo que se
busca es la hibridacién sp?. Esta es una de las opciones:

S=%-

Px (hs — h2)

Juntando las tres funciones

1 2
s Y %
A N R P
1 1 _ 1
V3 V2 NG

La matriz de transformacién es ortogonal, su inversa es su transpuesta por lo que los orbitales

<h1 h, h3> = (S Px Py) 0o -

2 1 1

NG Ve Ve

Eista es una de las infinitas opciones. Los tres orbitales hibridos poseen el mismo caracter s,

hibridos son

-
-
5l

-
N

combinan propiedades de s y de p en la misma proporcién, son orbitales equivalentes.
Queda la posibilidad de utilizar los operadores de proyeccién (6.4) si se dispone de las
matrices representacién. Para el ejemplo que se viene utilizando, tres orbitales hibridos
equivalentes por la simetria del tridngulo, hay un posible juego de matrices representacién
en la tabla 5.2. La representacién totalmente simétrica no aporta informacién adicional pues,
en las representaciones monodimensionales, la matriz y su caracter coinciden. El proyector
sobre el subespacio asociado a cada una de las dos columnas de la representacién E se escribe

€ 2 1 1 1 1
P1 = g (OE — EOC; — EOC; + OQ-A — EOO-B - EOO-C
€ 2 1 1 1 1
plE) = E<OE——EOC;——EOC;——OUA+—EOUB+—EOGC

Al aplicar el primero de estos proyectores sobre los tres orbitales hibridos se obtienen las
funciones

2
2 (@2m —hy — hy)
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2 1
6 <_h1 + Ehz +h3)

2

1
6 <_h1 + Ehz +h3)

mientras que al aplicar el proyector sobre la segunda columna se obtienen las funciones

)
2 5 5
z<‘zh2+zh3)

Es facil comprobar que no hay mas que una funcién linealmente independiente que forme
base de la primera columna de la representacién y una sola que forme base de la segunda
columna. Por este procedimiento no ha lugar a seleccionar una pareja de funciones lineal-
mente independientes y ortogonales como cuando solo se usa la informacién de los caracteres.
Una vez normalizadas e identificadas con los orbitales py y px

2
0 %

S

1
NG

N
w
<
x
=
(=g
N——
|
N
=
=
N
=
w
N———
-
|
S

I I I

vV3iooV2 Ve
resulta la misma transformacién que utilizando los caracteres de las representaciones irre-
ducibles.

Esta no es una coincidencia fortuita pues ha sido buscada aunque no se haya mencionado
explicitamente.

La opcidén seguida presenta un orbital hibrido que tiene su maximo de probabilidad de
presencia a lo largo de la direccién positiva del eje y, el segundo lo tiene en el tercer cuadrante
y el altimo en el cuarto cuadrante. Basta identificar el resultado de las proyecciones no con
Py ¥ Px sino en orden inverso o, simplemente, con el signo cambiado para disponer de toda
una panoplia de opciones. Equivalen a haber orientado los ejes cartesianos de distinta forma.

11.11 Ejercicios

Problema 11.11.1 Las representaciones irreducibles del grupo O(3) son todas de drde-
nes impares. Sin embargo, los estados estacionarios de un electrén que se mueve en el
entorno de un nicleo presenta degeneraciones pares: el estado 2s y los tres estados 2p
son degenerados en ausencia de campos externos. No es una degeneracion accidental,
pura coincidencia numérica. Hay una razén en que no se han tenido en cuenta todas
las tnvariancias del problema.

Para justificar esa degeneracién se ha de hacer uso del grupo SO(4), rotaciones
en cuatro dimensiones, que deja invariante la cantidad x> +y? + z> +w?. (El grupo
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SO(4) tiene representaciones irreducibles cuyas dimensiones son los cuadrados de los
numeros naturales.) Es un grupo que depende de seis pardmetros continuos y posee,
por tanto, seis generadores infinitesimales. Comprobar que esos generadores son

0 0 0 0 0 0
AM=z507Vy; Ar=xg — 25 As=VE TGy
0 0 0 0 0 0
Bi=x— —w— Bo=y— — w— Br=z— — w—
! Xaw Wax 2 yaw Way 2 Zaw Waz

y analizar sus relaciones de conmutacion.
Comprobar también que si en su lugar se toman como generadores los operadores

1 1
Ji = E(Ai+8i) Ki = = (Ay — By)

los nuevos generadores tienen las relaciones de conmutacion
Ui, Ji] = ey Jx [Ki, Kj] = ek Kk [Ji, Kl =0

indicando que hay dos momentos angulares independientes, cada uno de los cuales da
lugar a un grupo independiente SO(3) y que el grupo total

SO(4) = SO(3) ® SO(3)
al menos localmente en el entorno de la identidad.

Problema 11.11.2 Comprobar la serie de Clebsch-Gordan utilizando la relacién

m=+1
xVp) = Y eim

m=—1

Repetir utilizando las relaciones de la Trigonometria.
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Grupo SU(2)

En el apartado referente a las rotaciones en tres dimensiones se ha hecho notar que la con-
mutacién de los generadores infinitesimales proporciona informacién acerca de la estructura
del grupo en las inmediaciones de la operacién identidad pero que nada dicen repecto de la
propiedades globales del grupo. En particular, se hizo notar que en la comnutacién de los
generadores tienen cabida las funciones asociadas a valores del momento angular indicadas
tanto por nimeros enteros como semienteros. La rotacién de una vuelta completa coincide
con la identidad para las funciones con | enteros pero para valores semienteros se precisan
dos vueltas completas para llegar a la identidad. Es por eso que se distinguen en el grupo
SO(3) dos tipos de representaciones irreducibles: las univaluadas que corresponden a valores
enteros de los momentos angulares y las dobles que corresponden a los valores semienteros.
En aquel apartado se han estudiado las primeras pero no las segundas.

Para acomodar en un estudio homogéneo ambos tipos de representaciones se puede in-
ventar una operacién ficticia E consistente en una vuelta pero que no es la identidad, su
cuadrado lo es, y generar un supergrupo del SO(3) como producto directo SO(3) ® {E, £}
duplicando el nimero de operaciones y aumentando el de representaciones irreducibles. En
el grupo doble asi construido todas las representaciones irreducibles son univaluadas, tanto
las que corresponden a valores enteros como semienteros de los momentos angulares. Para
expresarlo de alguna manera, puede decirse que los momentos angulares semienteros forman
base de representaciones dobles del grupo sencillo, o de representaciones sencillas del grupo
doble.

El resultado es equivalente a introducir el grupo SU(2) de todas las matrices unitarias
de dimensiones 2 X 2, con elementos complejos, y cuyo determinante sea +1. Una matriz de
este conjunto A = (gl! g12) posee cuatro niimeros complejos, ocho datos reales, pero como
debe cumplir

AAT =1
ang a2 Cl?] (131 1 0
azi azo aﬁz (132 0 1

213
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y su determinante ha de ser la unidad, quedan tan solo tres grados de libertad. El grupo
SU(2) es un grupo cuyos elementos dependen del valor que tomen tres parametros continuos.
Un elemento caracteristico de este grupo puede ponerse en la forma

eMcos® —ersind
R = (12.1)

e "sin® e McosH
donde los tres pardmetros continuos pueden tomar los valores 0 < 8 <, 0 <1, A < 27
Otra forma de parametrizar estas matrices es

To+1irz, Ty +irg

—Ty +irx T —ir;

con la restricciéon de que r% + r% + r% + 1‘% = 1 para que no haya mas de tres parametros
independientes e indicando que cada una de estas matrices puede identificarse con un punto
en una superficie esférica de radio unidad en cuatro dimensiones.

Los elementos del grupo SU(2) constituyen un subgrupo del grupo U(2) formado por
todas las matrices unitarias de 2 x 2. Una matriz general de este supergrupo se puede
escribir como

el*cos 0 —eYsin®

elP—Y)ging ellB—x)cogp

que tiene por determinante e'P, un valor complejo de médulo unidad. Los elementos de
este grupo dependen de cuatro parametros continuos. El producto de este elemento del
grupo U(2) por su complejo conjugado ha de dar una nueva matriz cuyo determinante sea
el producto de los determinantes, es decir, la unidad.

cos? @ — eH(2Y—P) gin? 9 —(ettoev) 4 et(x=B+Y)) co5 0 sin O

(e—xty) 4 ell=o4+B=Y)) cos @ 5in O cos? @ — et(=2Y+B) gin? o

Esta matriz es, por tanto, uno de los elementos del grupo SU(2). Su dependencia de cuatro
parametros es solo aparente pues basta redefinir los pardmetros en la forma

b =ax—p+y ¢ =a—y

para que la matriz anterior se reescriba como
cos?0 —etl®—®)gin?9  —(el® 4 ei®)cosBsind

(e 1 4+ e 1) cosOsin® cos?B— e HP—®)gin? g

que no es sino otra de las muchas maneras de escribir una matriz unitaria de dimensiones
2 x 2 con determinante +1.
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12.1 Generadores

El elemento identidad del grupo es la matriz

Un elemento general de este grupo puede ponerse como combinacién lineal de la matriz
identidad y de tres matrices linealmente independientes.

To+ir, Ty +irg
=10l +ircox +iryoy +irz0;

—Ty +irx T —ir

Ox = oy = 0, =
1 0 i 0 0 -1
conocidas como matrices de Pauli. Estas matrices tienen una curiosa tabla de multiplicar
0x 0 = —0p0x = lEapy Oy
y sus relaciones de conmutacién
0w, 0] = 2i0, (e, B,y) permutacién ciclica de (x,y, z)

son formalmente idénticas, salvo factores numéricos de normalizacién, a las relaciones de
conmutacién entre los operadores correspondientes a las componentes cartesianas del mo-
mento angular vistas en el apartado de la simetria esférica. Basta para hacer coincidir las
ecuaciones con utilizar % 0«. Por tanto, los generadores infinitesimales del grupo de matrices
unitarias son
N 1 N 1 N 1
:Eo'x )yzzo-y ]zzz
Se puede incluir un factor / para enfatizar que se trata de operadores de momento angular.
El algebra de los generadores del grupo SU(2) es como el del grupo SO(3). Ambos grupos
tienen la misma estructura, son isomorfos, en el entorno de la identidad. El tnico operador
de Casimir que conmuta con todos los generadores es la suma de los cuadrados,

0z

30
~ ~ .2 4
) :)x+]y+]z:

0 3

matriz escalar, multiplo de la matriz identidad.

Al elevar al cuadrado las matrices de Pauli se obtiene la matriz unidad y cualquier
funcién polinémica de grado superior de las matrices de Pauli se puede expresar como com-
binacién lineal de la matriz unidad y de las mismas matrices de Pauli.
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12.2 Clases

Un elemento cualquiera del grupo SU(2) también se puede escribir como (_%* ;’) con las
condiciones antes apuntadas. Dos matrices que estén en la misma clase comparten los invari-
antes frente a transformaciones de semejanza. Entre ellos estan los valores propios, raices
del polinomio caracteristico.

a—A b
=N - (a+a)A+1 =0

—b* a*-—A

Los valores propios dependen exclusivamente de la parte real de los dos elementos diagonales
cuyo mddulo no puede exceder de la unidad, |R(a)| < 1.

A = R(a) £ i4/1—=NR(a)?2 = eFt¥/2

Por tanto, las operaciones del grupo que tengan la misma parte real de los elementos diag-
onales forman una clase de equivalencia que depende de un parametro \p que puede tomar
valores 0 <1 < 27,

12.3 SU(2) y SO(3)

La relacién entre estas matrices unitarias y las rotaciones en tres dimensiones pueden ponerse
de manifiesto construyendo una matriz en la forma

P =o0o.x + oyy + 0z

e interpretando los coeficientes (x,y,z) como las coordenadas de un punto en el espacio
tridimensional. La transformacién de P mediante una de las operaciones del grupo SU(2),
como la que aparece en la ecuacién (12.1), conduce a una nueva P’ = RPR ™' que también
es combinacién lineal de las mismas matrices de Pauli con nuevos coeficientes (x',y’,z'),
coordenadas de un nuevo punto en el espacio tridimensional, lo que equivale a una rotacién
en tres dimensiones con matriz de transformacién

cos? @ cos2n — sin” 0 cos2A  cos? O sin 2n + sin 0 sin2\  sin20 cos(n +A)
—cos? 0 sin2n — sin” 0 sin2\  cos? O cos 2n + sin” 0 cos2A  —sin 20 sin(n + A)

—sin 20 cos(n + A) —sin 20 sin(n + A) cos 20

(12.2)

Esta matriz es ortogonal, de tres filas y tres columnas, con determinante +1 y es, por tanto,
un elemento del grupo SO(3) de las rotaciones en tres dimensiones.

Se puede analizar esta matriz de rotacién indicando que, para un valor nulo del angulo

0, la rotacién solo depende de n. Al tomar el valor de 1 = 7t se alcanza la identidad. Pero

el parametro 1 puede tomar valores por encima de 7t hasta 27t generando otras matrices R
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en la ecuacién (12.1) que, sin embargo, como matrices rotacién en tres dimensiones, vuelven
a repetir los mismos elementos de SO(3). Dos elementos del grupo SU(2) corresponden al
mismo elemento de SO(3).

Hay una forma alternativa de ver la relacién entre las matrices del grupo SU(2) con las
del grupo SO(3). Construyamos una matriz

Cy Cx —icy
P = ciox +cyoy +c,0, =

cx +icy —C,

en que los coeficientes cy, ¢y, c, sean cantidades reales, componentes de un vector de longi-
tud unidad, € = (cx, ¢y, c2), ¢2 + cé + ¢2 =1, cosenos directores de una direccién en el
espacio tridimensional. Las matrices o, son hermiticas y de traza nula, sus combinaciones
lineales con coeficientes reales también lo son. La matriz P es un elemento del grupo SU(2).
La transformacién de la matriz P por una matriz arbitraria del grupo SU(2), RPR~! = P’
da lugar a una nueva matriz P’ que también es hermitica y de traza nula, que también es
otro elemento del grupo SU(2), que es otra combinacién lineal de las mismas matrices 04
con coeficientes de un nuevo vector ¢’ de médulo unidad, cuyas componentes son cosenos
directores de otra direccién en el espacio tridimensional. En resumen, una transformacién
del grupo SU(2) induce una rotacién en el espacio tridimensional.

Las matrices del grupo SU(2) se pueden obtener a partir de los generadores infinitesimales

en la forma
R N AL B
_ i _ 2
R=e 2% =) 4 <2¢) P
k=0
pues, dadas las caracteristicas de la matriz P, el resultado ha de ser matriz unitaria con
determinante +1. Por su propia definicién, las potencias pares de P coinciden con la matriz

identidad en dos dimensiones mientras que las impares son iguales a la misma matriz P.
Separando los términos de indice k par de los impares,

o0 (_])k 1 2k ) o0 (_])k ] 2k+1
R = 1];) (2K)! (Z‘l’) _IP];) 2K+ 1)! (21'))

Las sumas de las series son los desarrollos en potencias de las funciones arménicas

¢2k+1

1 1
k _ 243 45
sing = Z P A TR AL s

1 1
_ | k_ -1 - — 2 o4
cos ¢ é( AT PTRAREVT
por lo que se puede también escribir
1 1
R = cos <§1])) I — isin <§1])) P

cos (%11)) — 1ic, sin (%1])) (—icx — cy) sin (%1]))
R =

(—icx + ¢y) sin (%1])) cos (%11)) + ic, sin (%1]))
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En la parametrizacién (eje,dngulo) de los elementos del grupo SO(3) las componentes de un
vector indican la orientacién del eje de giro y la longitud del vector indica el angulo girado.
El vector ¢ = (c, ¢y, ¢;) indica una direccién del espacio tridimensional, la de un eje de
giro. Por tanto, el producto (P C), aunque identifica un elemento del grupo SU(2), tiene
toda la informacién acerca de un giro en el espacio tridimensional.

Sin embargo, la relacién entre los grupo SU(2) y SO(3) es globalmente un homomorfismo
y no un isomorfismo. Si etiquetamos esa matriz de transformacién con el vector C y el angulo
U en la forma R(C,\) se observa que la operacién R(C,0) es la matriz unidad, la identidad
del grupo SU(2) y esta asociada también a la identidad del grupo SO(3). Pero la operacién
R(C, 27t), como matriz del grupo SU(2) es la matriz (51 f)] ) opuesta a la identidad mientras
que, como rotacién en tres dimensiones es una vuelta completa que coincide con la identidad.
En el grupo SU(2) para llegar a la identidad se ha de dar el valor de 47t al parametro 1),
R(C,4m) = ((1) ?) Esta parametrizacién implica dos vueltas completas en tres dimensiones.

Ambas matrices del grupo SU(2), tanto (?)1 _01 ) como ((1) ?), estan asociadas a la misma
operacién identidad en SO(3). Hay, en consecuencia, una relacién de dos a uno entre los
elementos del grupo SU(2) y los del grupo SO(3). Esta relacién entre los elementos de ambos
grupos se viene indicando al inventar una operacién ficticia E que corresponde a un giro de
27 que no es la identidad. Un giro de 27t hace que el sistema coordenado vuelva a la posicién
de partida; lo que no vuelve a la posicién de partida es el sistema fisico que se estudia. La
identidad corresponde a un giro de 47t. El giro de 27t no lleva a la identidad sino que invierte
el signo de las funciones correspondientes a valores de j semienteros.

12.4 Representaciones irreducibles

Una representacién es una correspondencia homomoérfica entre los elementos del grupo y
matrices cuadradas que satisfagan la misma tabla de multiplicar que las operaciones del
grupo al que representan. La representacién trivial presente en todos los grupos asigna la
matriz de una fila y iuna columna, (1), a cada elemento del grupo.

Al tratarse de un grupo de matrices, las propias matrices se representan a si mismas
por lo que el conjunto de las matrices unitarias 2 x 2 con determinante +1 constituyen
una representacién del grupo. Es la representacién fundamental de dimensién dos. Es una
representacién exacta (faithful) pues es un isomorf’ismo al haber una matriz distinta para
cada elemento del grupo.

Con ayuda de esa representaciéon fundamental se pueden generar otras representaciones
de dimensiones superiores.

Una matriz unitaria de 2 x 2, con determinante 41 puede ponerse en forma general como

U(a,b) = con la condicién |al® + |b]? =1

—b* a*

donde los niimeros a y b son complejos; cada uno de ellos requiere dos datos reales lo que
hace un total de cuatro, pero la condicién adicional del valor del determinante deja tan solo
tres grados de libertad. Representa una transformacién, en el campo complejo, de un par
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de cantidades (p, q) en combinaciones lineales de si mismas.

En esa transformacién la cantidad (|p|? + |q|?) queda inalterada.
Las funciones de las cantidades (p, q) de grado 2j
pj+m qum

jm [()+m)' ()_m)']1/2 m ), )+ ) y) y)

constituyen un conjunto de (2j + 1) funciones linealmente independientes que también se
transforman en combinaciones lineales de si mismas por efecto de la transformacién U(a, b).

U(a, b)f [) )] ( il 1/2 (Clp+bq)j+m (—b*p+a*Q)j_m
j+m j—m J+m) (J m) . . .
) - m 1 )']1/2 pZJ—k—l qk+l a)+m—k(a*)lbk(_b*))—m—l

Basta ahora reorganizar los indices de suma utilizando m’' =j — k — 1l en lugar de 1

j+m  m—k altm—k (a*)j—m'—k bk (_b*)m'—m—k .
U(a,b)fm = £
m= 2 G+ m)! G = mV21G w2

klIG+m—Kk)IG—m —k)!(m' —m+k)!

En esa doble suma, al ir asignando valores al indice k, aparecen todos los valores del indice
m' desde j hasta —j por lo que se puede escribir

m’'=+j

Ua,b)fim = > fm DY (ab) (- <m<+)

m'=—j

Esas (2j + 1) funciones forman base de una representacién matricial del grupo. Las rep-
resentaciones asi construidas son irreducibles pues no es posible encontrar un conjunto de
funciones, subconjunto del anterior, del mismo grado en (p, q) que sean linealmente inde-
pendientes.

Hay, en consecuencia, una representacién irreducible de dimensiones coincidentes con
cada valor de los niimeros naturales. La representacién fundamental de dimensién dos tiene
como base las dos funciones que corresponden al mismo valor j = % y distintos valores de

m = —% ym = +%. La matriz asociada al operador de Casimir es un miltiplo de la
identidad.
3
7 0 1 1+1 1 0
2\2

o
NI
o
—
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El resto de las representaciones irreducibles se etiquetan por el valor de j y sus dimensiones
coinciden con (2j + 1). Valores semienteros de j entran aqui de forma natural.

La relacién 2|1 entre los elementos del grupo SU(2) y el SO(3) también tiene su corre-
spondencia en las representaciones ireducibles. Las matrices DU)(a, b) y DU)(—a, —b) son
iguales si el niimero j es entero y son opuestas si el nimeros j es semientero.

En el grupo SO(3), las representaciones univaluadas solo clasifican los valores del mo-
mento angular correspondientes a nimeros | enteros. Los valores semienteros dan lugar a
una representacién doble. En el grupo SU(2), supergrupo del anterior, tanto los valores
enteros como semienteros del momento angular dan lugar a una representacién univaluada.
En particular el momento angular del espin de las particulas elementales fermidénicas. Las
dos funciones de espin de un electrén, {o = |3, +3), B = |3, —1)}, se transforman como la
representacién D;/,, forman base de la representacién fundamental del grupo. Al ser todas
ellas representaciones univaluadas, se dice que el grupo SU(2) es el grupo cobertor universal
(universal covering group) del SO(3).

12.5 Caracteres

Los caracteres de una representacién son propiedad de clase. todos los elementos de la
misma clase tienen los mismos caracteres. Para calcular los caracteres de las representaciones
irreducibles basta calcular los de un elemento de cada clase.

La matriz de una representacién de orden (2j + 1) correspondiente a la operacién iden-
tificada por U(a, b) tiene por elementos matriciales Dgl),m(a, b). Pero las operaciones de
la misma clase tienen el mismo valor de la parte real de a. Las clases de operaciones del
grupo SU(2) se identifican por un pardmetro 1 que puede tomar los valores 0 < ¢ < 27
con la condicién (cosp/2 = R(a)). Para calcular la traza de la matriz representacién, su
caracter, basta calcularla para la operacién U(et%/2 0).

En la expresion que sirve para calcular los elementos matriciales, en el limite en que b
se anula, elinico término de la suma es el de k = 0 lo que, a su vez, exige que m’ = m para
obtener un resultado no nulo.

u(eiw/z, O) fjm — fjm eZimlJJ/Z _ eimw

La traza de esta matriz diagonal es la suma para todos los valores del indice m desde —j
hasta +j. El resultado es analogo al obtenido en el apartado de la simetria esférica

k=j
) 14+ > 2coskd sijes entero
) () — sin(j + %)11) B k=1
X ~ sinly B k=j . .
2 > 2cosky si j es semientero
k=1/2

con la advertencia de que en el grupo SU(2) tienen representacién irreducible univaluada
tanto los valores de j enteros como los semienteros.

El caracter de la identidad, giro de 4ngulo nulo, coincide en todos los casos con (2j + 1)
tanto si j es entero como semientero. Para un angulo de 27t el caracter coincide con el
de la identidad si el valor de j es entero, como en el grupo SO(3), pero es negativo si j
es semientero. En este dltimo caso, para llegar a la identidad se precisa un angulo de 47r.
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Dicho de otra manera x') ({+27) = +xU) (1) donde el signo positivo/negativo es aplicable
cuando j es entero/semientero.

12.6 Reduccion

La reduccién de una representacién reducible como suma directa de las irreducibles no
presenta diferencias significativas respecto del mismo tratamiento en el caso del grupo SO(3).

El producto directo de dos representaciones irreducibles da lugar a una nueva repre-
sentacidén, en general reducible, que se descompone como suma directa de las irreducibles.
Las funciones de base de la representacién producto estan formadas por el producto externo
de las funciones de base de uno y otro espacios lineales. Los caracteres de la representacién
producto dan lugar, al descomponerse, a la serie de Clebsch-Gordan como en €l caso de la
simetria esférica

sin(j1 4+ ) sin(jz + 3

(1) (52) _
X ) xV (W) sin T sin T
B J=j1+i2 sin(J + %)11) B J=i1+j2 -
- Z sin 21 B Z X (W)
J=li1-j2l 2 J=li1—jz|

pero admitiendo los valores semienteros de los indices.
Como ejemplo, las dos funciones de base de la representacién fundamental se multiplican
por si mismas en la forma

{3+, 13-t {5+ 13, -0} =

dando lugar a un espacio de dimensién cuatro que se descompone de acuerdo con la serie de
Clebsch-Gordan
Dy,2®Dy/2 = D1 ® Do

en un subespacio de dimensién tres correspondiente al valor de J total igual a 1 y otro
subespacio de dimensién unidad correspondiente al valor nulo de J. El espin total de un
sistema formado por dos electrones puede corresponder bien a un triplete, bien a un singulete.

12.7 Reglas de selecciéon

La clasificacién de los estados estacionarios atémicos suele hacerse en forma de términos
espectrales en los que se ponen de manifiesto los valores de losntimeros S y L. El primero
informa del valor del cuadrado del médulo del momento angular de espin electrénico en la
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forma de S(S+1) y el segundo da cuenta del valor del momento angular debido al movimiento
orbital de los electrones en el entorno del ntcleo. La informacién esta recogida en las formas
que recogen los siguientes ejemplos.

2p, 3, He, etc.

El primer ejemplo corresponde a estados en que S = 1/2, dobletes, y L = 1, estados P. La
degeneracién es (2S5 + 1) x (2L + 1) = 6. Hay seis estados que tan solo se diferencian el
los valores de las proyecciones de los momentos angulares sobre un eje. El segundo ejemplo
corresponde a S = 1y L = 0. Son, por tanto, tres los estados indicados por ese término
espectral. El tercer ejemplo coresponde a S =3/2 y L =5 por lo que son cuarenta y cuatro
los estados contemplados bajo esa simbologia. En este ultimo caso se ha incorporado un
superindice o a la derecha para indicar que, frente a la operacién inversiéon, es un estado
de paridad negativa. En otros contextos la simetria frente a la inversién se indica con los
subindices g/u para sefialar par/tmpar, pero en atomistica se prefiere obviar el simbolo en
el caso par e indicarlo como en ese ejemplo en el caso tmpar.

La toma en consideracién de las interacciones espin-érbita en el estudio de las distribu-
ciones electrénicas atémicas provoca un desdoblamiento parcial de la degeneracién. La clasi-
ficacién de los estados ses hace por los valores del nimero ] que informa en la forma J(J + 1)
acerca del valor del médulo de la resultante de la suma de los momentos angulares de 6r-
bita y de espin. De acuerdo con las serie de Clebsh-Gordan, los posibles valores de ] son
J=L+S, L+S—1, ---, |L—S|. El término espectral *H° se desdobla en los niveles
energéticos 4H§’3/2 que engloba catorce estados que se diferencian por el valor del nimero
cuantico My, 4H§’1/2 que engloba doce estados, 4H3/2 con diez estados y, por iltimo, 4H§/2
con ocho estados. Siguen siendo cuarenta y cuatro estados en total.

La interaccién de los dtomos, cuyos estados estan asi catalogados, con la rediacién elec-
tromagnética induce transiciones entre distintos estados siempre que se cumplan una serie
de condiciones. Una condicién es que el salto energético en la materia corresponda a la
frecuencia apropiada de la radiacién electromagnética. La segunda es que se cumplan las
reglas de seleccién. El mecanismo habitual en la espectroscopia consiste en las llamadas
transiciones por momento dipolar eléctrico. La transicién es posible si la cantidad

<‘yinicial|6‘yﬁnal> : g

sea distinta de cero. Aqui es donde la simetria, esférica en este caso, permite establecer las
Reglas de Seleccion. Para que la transicién entre los estados inicial y final sea posible por
este mecanismo ambos factores han de ser distintos de cero y, como vectores, no ortogonales.
Para que el resultado de la integracién sea distinto de cero, el integrando ha de contener al
menos una parte totalmente simétrica.

Puesto que el operador momento dipolar eléctrico no hace jugar ningtan papel a los
espines electrénicos, es facil intuir que los estados inicial y final han de ser estados propios
del momento angular de espin correspondientes al mismo valor del nimero S. Es decir, la
primera Regla de Seleccion es AS = 0.

El resto de las Reglas de Seleccion se pueden deducir facilmente teniendo en cuenta
que las tres componentes del momento dipolar eléctrico forman base de la representacién
irreducible Dy, del grupo de la esfera. De aqui ya se deduce otra de las Reglas de Seleccion:
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Ambos estados han de ser de distinta paridad. Si ambos estados inicial y final fuesen de la
misma paridad, el integrando seria impar y el resultado de la integracién nulo.

El resto de las Reglas de Seleccion de la Espectroscopia atémica pueden ser deducidas
por aplicacién de las series de Clebsh-Gordan. El integrando forma base de la representacién
reducible que se obtiene como producto externo de las representaciones en que forman base
el estados inicial y final y la representaciéon Dy, en que forma base el operador asociado al
momento dipolar eléctrico. La transicién, por ejemplo entre dos estados P, L = 1, es posible
si cumple las otras Reglas de Seleccién pues el producto

Di®@D1®D; =D1®(D2@D18®Dp) =D3@D,8D1®D,® D1 & Do @D,

continene la representacién totalmente simétrica Dy. Argumentos similares llevan a la con-
clusién de que las tnicas posibilidades de inducir una transicién son las que obedecen
AL = 0,+1. Hay una excepcién a la regla anterior. La transicién entre estados en que
ambos son estados S, L = 0, no es posible pues el producto Dy ® D1 ® Dy no contiene parte
totalmente simétrica.

En atomos monoelectrénicos la paridad va asociada al valor del ntimero L por lo que no
es posible cumplir el requisito de cambio de paridad en las transiciones en que AL = 0. Esas
transiciones no son posibles.

Al tener en cuenta las interacciones espin-6rbita, los niveles energéticos estan clasificados
por el ntimero cuéantico J. Las reglas de seleccién imponen restricciones sobre los posibles
cambios en | en forma andloga a las que impone sobre los cambios en L, es decir, A] =0, +1
con la excepcién de que una transicién entre dos estados con ] = 0 no es posible.

Puesto que lo que ha de ser distinto de cero es el producto escalar del momento dipolar
eléctrico de transicién entre dos estados por el vector campo eléctrico de la radiacién, no
solo se puede predecir si una transicién es o no es viable, sino que incluso es posible deducir
la polarizacién de la radiacién capaz de inducir esa transicién espectroscépica. Pero para
orientar de alguna manera los &tomos de la muestra que se somete a estudio de una manera
concreta se requiere la presencia de campos externos con lo que cambia sustancialmante el
planteamiento del problema. El campo externo reduce la simetria desde la esfera a uno de
sus subgrupos, por lo que ha de ser bajo el nuevo grupo de operaciones de simetria como se
ha de tratar el problema.

Hasta aqui se ha hablado de transiciones espectroscépicas por momento dipolar eléc-
trico. El operador cuyo valor de transicién se analiza forma base de la representacién irre-
ducible Dy,,. La interaccién con la radiacién electromagnética da lugar también a otros tipos
de transiciones, por momento dipolar magnético cuyo operadoir forma base de la represen-
tacién irreducible D14, por momento cuadrupolar eléctrico cuyas cinco componentes forman
base de la representacién irreducible D4, por momento cuadrupolar magnético, etc. En
cada caso, las reglas de seleccion espectroscdpicas para transciones entre estados electrénicos
se deducen de la misma manera.

12.8 Descensos en simetria

El estudio del comportamiento frente a las transformaciones de simetria de las funciones
correspondientes a espines semienteros, en entornos de simetria inferior a la de la esfera, es
especialmente relevante cuando las interacciones espin-érbita son importantes.
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Antes de proceder a estudiar los grupos puntuales de inferior simetria y los desdobla-
mentos de las representaciones irreducibles del supergrupo al descender en simetria, ha de
tenerse en cuenta que en el grupo de alta simetria han de estar incluidas todas las opera-
ciones, tanto propias como impropias, y ademas la operacién E para acomodar las funciones
que corresponden a valores semienteros de los momentos angulares.

Las operaciones impropias no ofrecen mayor dificultad. Simplemente el grupo O(3) =
SO(3) ® C; contiene todas las rotaciones y operaciones impropias en tres dimensiones pues
el producto de la inversién por todos los giros da lugar a todas las reflexiones y demas
operaciones impropias. Un producto externo similar con el grupo doble SU(2) o §(3(3)
incorpora las operaciones impropias: O(3) = SO(3) ® C;. Si hay una operacién R € O(3),
habra también una operacién R € O(3) (ﬁ =ER=R E) El orden del grupo se dobla.

|:| Es habitual referirse a la operacidn ficticia E como operacién R. Sin
embargo, en este trabajo, se viene usando la notacién R para referirse a una
operacion cualquiera en un grupo. También es habitual referirse al grupo
doble de otro G como G'. Esta notacién se ha usado aqui con otros fines.
La tilde servird para evitar confusionismos.

La tabla de multiplicar del nuevo grupo esta sujeta a convenio pues la operacién E no
es una operacién real. El cuadrado de la operacién E es claramente la identidad E. Tanto
E como E forman independientemente una clase de equivalencia. Si hay una operacién
inversién i también ha de haber una i. Aceptaremos el convenio de Pauli de que el cuadrado
de la operacién inversién coincide con la identidad E y no con E. Las operaciones i e i
constituyen, por separado, sendas clases de equivalencia con un solo elemento.

El siguiente convenio implica a las representaciones irreducibles. La representacién ma-
tricial de E en cualquiera de las representaciones es la matriz 1 de las dimensiones apropi-
adas. Por el contrario, la representacién de la operacién E es la matriz — 1. Las dos funciones
{| 7, + |2 , } forman base de la representacién fundamental del grupo SU(2). Su trans-
formac1on bajo la operacién inversién da lugar a la matriz

Es decir, las funciones de espin j = 1/2 se transforman como funciones g (gerade) frente
a la inversién. Las funciones correspondientes a valores superiores de ] obtenidas como
producto directo de las de la representacién fundamental seran también todas ellas de tipo
g (gerade). La descomposicién anterior de un producto de la representacién D;,, por si
misma se completa con la informacién acerca de la inversién.

D]/zg ® D]/zg = D1g (&) Dog

Las funciones de espin de un sistema formado por dos electrones correspondientes a estados
tripletes son, por tanto, g frente a la inversién. Hsto distingue estas funciones de los arméni-
cos esféricos de 1 = 1 que también dan lugar a una representacién irreducible de dimensién
tres pero que son u (ungerade).
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La operacién E2 = E

Al descender en simetria a un grupo puntual de una molécula, la introduccién de la
operacién E modifica la tabla de multiplicar y la agrupacién de las operaciones en clases
de equivalencia. El grupo G contiene el doble de elementos que el G. El grupo G no es
un exactamente un subgrupo del grupo G porque la ley de combinacién interna, el poducto
de operaciones, no es el mismo. Si al duplicar las operaciones R € G, la clasificacién de
los elementos del grupo doble es tal que las operaciones R y l~2, ambas en é, pertenecen a
diferentes clases, el numero de clases de equivalencia se habréa duplicado e igual ocurrira con
el nimero de representaciones irreducibles. Si, por el contrario, alguna operacién R coincide
en la misma clase que R, el namero de clases de equivalencia sera inferior al doble.

e Las operaciones E y E forman clases por separado.
e Las operacionesiy i, siexisten en el grupo puntual finito, forman clases independientes.

e Los grupos ciclicos, abelianos, presentan grupos dobles también abelianos. Sirva como
ejemplo el grupo abeliano C;, con n > 2. El grupo

Cn :{E’Cﬂv“' aCn:Eana"' ,CR = C121n :E}

es también abeliano. Lo tnico que ha cambiado es el periodo de la relacién ciclica.

e Si las operaciones CI' y C%nim) estdn en la misma clase en el grupo G, al incluir la
operacién E, las operaciones CJ' y C%nim) =E C%nim) estdn en la misma clase. En

cambio, CI* y € = £ C™ son no equivalentes.
¢ El apartado anterior es aplicable a las operaciones ST*.

e Los giros C, requieren estudio separado. Los giros C; y C, estdn en la misma clase
si en el grupo G hay otro eje binario perpendicular al anterior, o si hay un plano de
simetria especular que contiene al eje binario que se considera.

El grupo C; = {E, C,} da lugar a un grupo doble formado por C, = {E, Ca, E, ECy}

en que cada elemento es una clase independiente.

e La reflexién o y al operacién & estédn en la misma clase si en el mismo grupo G hay
otra operacién reflexién a través de un plano perpendicular al plano de ¢ o bien un
giro binario C, alrededor de un eje contenido en el plano de o.

Como resultado puede ocurir que el grupo doble de uno abeliano no resulte abeliano. Es
lo que ocurre con el grupo D, = {E, C2(z), C2(y), C2(x)} cuya extensién como grupo doble
tiene las operaciones agrupadas en las clases

D, = {E E (C2(2), C2(v)), (C2(v), C2(v)), (Calx), C2(x))}

Siguiendo el mismo tipo de argumentos, las operaciones del grupo C3, se clasifican en la
forma:

C3V = {Ev Ea (C3v EC%) ) (Cga EC3) ) (GAa 0B, O-C)v (EO-Av EGBa EO—C)}

lo que hace un total de seis clases de equivalenciay seis representaciones irreducibles.
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Table 12.1: Representaciones irreducibles del grupo C,.

¢ |E ¢ B OEG

B 1T -1 1 —1

Ef, 1 i -1 —i

By, |1 —i -1 i

Al aumentar el nimero de clases de equivalencia aumenta el namero de representaciones
irreducibles no equivalentes. todas la representaciones irreducibles del grupo G como del
G han de cumplir las relaciones (5.1 y 5.11) de la gran ortogonalidad de las matrices rep-
resentacién y de sus caracteres. Con ayuda de esas relaciones se puede escribir la tabla
12.1 de las representaciones irreducibles del grupo C,. Las dos ultimas representaciones son
complejo-conjugadas la una de la otra y es habitual referirse a ellas como una representacién
de orden dos separable. De ahi la notacién E;,, comin a ambas.

Los caracteres de las representaciones irreducibles del grupo C3, se recogen en la tabla
12.2. La notacién de las clases es abreviada para evitar acumulacién de simbolos. Las clases
de operaciones estan escritas in extenso con anterioridad. También en este grupo las dos
ultimas representaciones suelen ser presentadas comjuntamente como una representacién de
orden dos separable.

Table 12.2: Representaciones irreducibles del grupo Cs..

Cs |E E  2C3 2G5 30, 36,

A,y 1 1 1 1 1 1

A, |1 1 1 1 -1 -1

E 2 2 -1 - 0 0

Eio|2 2 1 —1 0 0
E;/z 1T -1 = 1 i —i
By 1T -1 -1 1 —i i

3/2
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En esas tablas de caracteres varias pautas pueden observarse. La primeras representa-
ciones son las del grupo sencillo. Al extender al grupo doble, simplemente los caracteres de
las operaciones con tilde son iguales a los de las operaciones que no llevan tilde. Las altimas
representaciones son adicionales para el grupo doble. En el grupo G son representaciones
dobles mientras que en el grupo G son representaciones ordinarias univaluadas. En ellas el
caracter de la operacién E es negativo e igual a la dimensién de las representacién. Si una
operacién R estad en la misma clase que fl, el caracter en la representacién doble para esas
operaciones se anula. Si no estan en la misma clase, cambia el signo.

Todos estos grupos dobles son subgrupos de la simetria de la esfera con sus operaciones
propias e impropias o, mejor dicho, del grupo doble de la esfera. El grupo doble §O(3) es
isomorfo al grupo SU(2). La inclusién de las operaciones impropias se realiza, segin se ha
apuntado anteriormente, multiplicando por el grupo C; que no tiene més que la identidad y la
inversién. Las representaciones irreducibles se indican por g/u segiin sea su comportamiento
frente a la inversién.

Al descender en simetria desde la esfera hasta otro entorno, como el molecular o el de
una localizacién en una red cristalina, se seleccionan ciertas operaciones de simetria y se
descartan las demé&s. Las representaciones irreducibles en la simetria superior pasan a ser
reducibles y, en consecuencia, pueden ser desdobladas en contribuciones de las irreducibles.
Ese desdoblamiento ya ha sido visto para las representaciones que corresponden a valores
enteros del momento angular. En la Tabla 12.3 se presenta la descomposicién de las rep-
resentaciones irrduciblas generadas por las funciones de momento angular semientero, por
ejemplo el espin de un sistema electrénico, al reducir la simetria desde la esfera hasta otro
entorno molecular.

12.9 Ejercicios

Problema 12.9.1 Determinar la orientacién del eje de rotacion de la matriz que
aparece en la ecuacion (12.2).

Problema 12.9.2 ;Qué tipo de desdoblamiento se producird en el nivel 3P29 de un
dtomo de carbono al ponerlo en presencia de un campo eléctrico uniforme?

Problema 12.9.3 ;Qué tipo de desdoblamiento se producird en el nivel ZD%Q (in-
cluyendo interaccion espin-érbita) de un dtomo en presencia de un campo electrostdtico
débil de simetria tetreédrica? ;Y si el campo es fuerte?

Problema 12.9.4 Cuando un dtomo de hidrdgeno estd sometido a un campo eléctrico,
sus estados estacionarios no son ni s, nt p, nt d, etc. sino combinaciones lineales de
estos. ;Qué combinaciones lineales son posibles?

Problema 12.9.5 Deducir mediate razonamientos de Teoria de Grupos las reglas de
seleccion por dipolo eléctrico de la espectroscopia atémica. ;Cudl serd la polarizacion
de las transiciones?

Problema 12.9.6 Justificar mediante razonamientos de la Teoria de Grupos por qué la
transicion Al =0 es prohibida en dtomo monoelectronicos y, en cambio, la transicion
AL =0 puede a veces ser observada en dtomos polielectrénicos.
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Table 12.3: Descensos en simetria de las funciones de espin semientero desde el grupo SU(2).

En presencia de la operacién inversion, todas las funciones son de tipo g.

Di,2 | D32 Ds,»
In Ei1,2 | G3,2 Is/2
On Ei, | G3p2 Es, 2 ®Gz,2
Ta Ei1,2 | G3p2 Es/2® G3,2
Den | Bi2 | E12080E3,2 | B0 @®E3,®Es5),,
Dsn | Bi2 | E12080E3,2 | B0 @®E3,,®E5),,
Dsqa | B2 | BE120E3, | B1,,0E3,,80Es5,,
Csv | E12 |E12@®E32 | B1,2®E3,,®Es5,,
Dan | B2 | E1080E3,, | By ®2E3,;
Dsa | B2 | BE120E30 | BE1,,0E3,,80Es5,,
Csv | Ei12 |E12®E32 | B1/2®E3,,®Es5,,
D3n | B2 | BE120E30 | B1,,0E3,,80Es5,,
D3a | Ei2 | E128E3,, | 2E1,0®E3)2
Csv | E12 | E12®E3,2 | 2E1,2@®E3)2
Don | E1/2 | 2Eq)2 3E1,2
Cov | BEyy2 | 2E12 3B 2
Cs Eqi/2 | 2E1,2 3E1,2
Don | E1/2 | E120E3,2 | E1,2@®E3,2,0Es5,,
Coov | B1/2 | E12®E3/2 | B1/2®E3,,®Es5,2
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Problema 12.9.7 ;Puede producirse alguna transicion espectroscépica entre estados
atémicos 2D y *P con un débil acoplamiento espin-érbita? ;Y si el acoplamiento es
fuerte?

Problema 12.9.8 Un nivel electrénico 3E de una molécula como NH3, piramidal tri-
angular, con stmetria Cs,, ssufrird desdoblamiento por interaccién espin-dérbita?

Problema 12.9.9 ;Qué estados electrénicos de la molécula H — F pueden disociar en
dtomos en sus respectivos niweles fundamentales: H : 2Sg, F: 2P,.

Problema 12.9.10 ;Qué estados molecujlares electrénicos de HCI disocian en dtomos
en sus respectivos niveles fundamentales: H : 2Sg, Cl: 2P,.

Problema 12.9.11 ;Qué estados moleculares de O, disocian en dtomos de O en su
nivel energético fundamental 3Pg.

Problema 12.9.12
Problema 12.9.13
Problema 12.9.14

Problema 12.9.15

12.10 Ejercicios
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oo 1.3

Potencias simetrizadas de

representaciones irreducibles

Los productos directos de representaciones de grupos puntuales tienen un interés especial
en los problemas estructurales de d&tomos y moléculas. A ellos estan asociados conceptos
como reglas de seleccién de transiciones espectroscoépicas o muchas de las simplificaciones
del tratamiento del método general de orbitales moleculares. Cuando se trata de un producto
directo de una representacién, de orden superior a la unidad, por si misma el resultado es otra
representacién que es reducible al menos en cuanto a la permutacién de las funciones de base
que han servido para generar la representacién de partida. Esa reduccién o descomposicién
interviene en problemas estructurales como en la determinacién de los términos espectrales
que pueden ser interpretados mediante una configuracién electrénica o en la clasificacién
por su simetria de los estados excitados de modos normales de vibracién degenerados. A la
descomposicién de esa representacion y a su significado fisico esta dedicado este articulo.

Empezamos por plantear que hay un espacio lineal de funciones de dimensién n, que es
estable bajo las operaciones R de un grupo G. En ese espacio lineal hay un conjunto de um
funciones linealmente independientes que forman base del espacio y que sirven para generar
una representacién del grupo. Hs decir, que para cualquier operacién R e Gse cumple la
relacién:

Dy1(R) -+ Din,

R R D21(R)  -++ Don,
(Orf1, Orfa, -+, Orfn,) = (f1,f2,-++,fn,)

Dn,1(R) ++ Dnyn,

A . . . .., . . ..
donde Ox indica la modificacién de las funciones como consecuencia de la transformacién
del sistema coordenado dado por R.

231
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Para el caso particular en que la dimensién del espacio n,, sea 2, esa relacién se escribe
en la siguiente forma:

A D11(R)  D12(R)
(Orf1,0xrf2) = (f1,12) VR e g

D21(R) D22(R)

Se dice que la matriz D es la representaciéon matricial de la operacién R en la base de las
funciones f. Hay otras maneras de escribir esas mismas relaciones. Por ejemplo, en la forma

Orf; = Y fi DR ) (Vj=1,,my)
i=1

queda de manera explicita que los elementos matriciales de la matriz D estan asociados a la
operacién R y a la base de representacién, dentro del espacio lineal de funciones, especificada
por las funciones f. Un cambio de base daria lugar a otra representacién matricial equivalente
a ésta. Las matrices equivalentes son el resultado de una transformacién de semejanza. Todas
las representaciones equivalentes presentan los mismos caracteres, suma de los elementos
diagonales de las matrices

Ny
e = 3 off
j=1

independientemante de la base elegida para la representacién.
El conjunto de las matrices D(R) constituyen una representacién matricial del grupo G.

rw — {D(”)(R)IVQ € g}

El superindice (u) sirve para distinguir ésta de otras representaciones del mismo grupo G. Se
trata de una representacion ya que, segtin se puede demostrar, a un producto de operaciones

(R — D(R)) & (S — D(S)) = RS — DR)D(S)

le corresponde un producto de sus matrices de niimeros asociadas.

Pasamos ahora a considerar otro espacio lineal de funciones de dimensién n., que también
es estable bajo las operaciones del mismo grupo G, y en él una base de funciones linealmente
independientes sefialadas por gix. Las transformaciones de estas funciones dan lugar a un
nuevo conjunto de matrices representaciéon

.y
Orgt = ) o DY'(Rg) (Vl=1,,n,)
k=1

ro) = {DMR) VR € g}

El espacio lineal de funciones obtenido como producto directo externo, o producto carte-
siano, de ambos espacios es también estable bajo las operaciones del grupo. Los productos
(fi - gx) forman base de ese espacio cuya dimensién es n, n.
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A

Or(f; -9 = > Y (fi - gi) DI (R, f) DY (R, g)
i=1 k=1

(v):]v y My, l:], an’v)

La nueva representacioén asi obtenida se dice que es el producto directo externo de ambas
representaciones del grupo, lo que puede ser indicado de multiples maneras: una como
producto de las representaciones

riwev) — rw) o rv)

otra como producto externo de las matrices representaciéon
®
D (R) = DY} (R, ) Dy (R, g)
D& (R) = DM (R) @ D™ (R)

Los caracteres de la nueva representacién obtenida como producto directo de otras dos es
simplemente el producto de los caracteres de los factores.

X(u@V)(R) — X(u)(R) .X(V)(R)

En el caso particular en que ambas representaciones individuales sean de dimensién 2,
Ny =ny =2,

Or (f191, f192, f291, f292) = (f191, f192, f291, f292)x

(W) (V) (W) (V) (1) (V) (W) (V)
DY Dy’ Dyy'Dyy Dy’ Dy Dy Dy
Dy DYy DYy DY DYDY DY DY

W[V WP ) e e
DZ] Dﬂ DZ] D]Z DZZ DH DZZ D12

DYi' Dy’ Dyy'Dyy D3y DYy Dy DY

En la expresién precedente se han suprimido las referencias a la operacién R para evitar la
acumulacién de etiquetas. Hs posible tener una representacién del grupo G equivalente a
ésta si se transforma la base sin cambiar de espacio lineal de funciones. Por ejemplo, en la
transformacién

1 1
f , —=(f +f , T , —=(f —f =
( 191 \/Z( 192 +f291), f202 \/Z( 102 291)>

1 0 0 0
o - o L
V2 V2
= (f191, f192, f201, f292) x
1 1
o = 0 —%
0 0 1 0
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que en forma abreviada se escribe como

h = hm Amn h = hA

n —

la matriz que cambia de base es una matriz ortogonal, es decir, su transpuesta es igual a su
inversa, A= = A%

El cambio en las funciones de base lleva aparejado un cambio en las matrices repre-
sentacién mediante una transformacién de semejanza

D'(R) = A" D(R) A VR e g

Todas las matrices representacién de las distintas operaciones R se transforman de la misma
manera.

Cuando ademas se trata de dos conjuntos de funciones de base de dos espacios lineales de
funciones que dan lugar a las mismas matrices representacién del grupo, D(®(R) = D¥)(R),
la misma representacién I'*) = ') entonces podemos referirnos a la nueva representacién
como el cuadrado de la original.

Siguiendo con el ejemplo particular n, =n, =2,

A 1 1
Or <f191, ﬁ(ﬁgz-l-fzgﬂ, f292, ﬁ(ﬂgz—fzgﬂ)

1 1
= | fig1, —=(f192 + f291), f292, —=(f192 —f291)) X
( V2 V2

2
(D)2 V2D DY (DY) 0
vZDy Dy Dy DYy +Diy' DY v2DY4 DY 0
X
(D(u))z \/ZD(H) D(u) (D(H))Z O
21 21 22 22

(1) (1) (1) (1)
0 0 0 D' Dyy — D35 Dy

Claramente se observa, por la separacién en bloques, que la nueva representacién esta basada
en un espacio lineal de dimensién cuatro que es descomponible. Hay un subespacio de
dimensién tres y otro de dimensién uno que, por separado, también son estables bajo las
operaciones del grupo y por tanto dan lugar a sendas representaciones matriciales del grupo.
La representacién obtenida como el cuadrado de una dada es reducible.

Si analizamos la forma de las funciones de base que han llevado a ese desdoblamiento se
observa que las tres primeras son simétricas respecto del intercambio de indices del conjunto
de las funciones f por las del conjunto g. La tltima, por el contrario, cambia de signo si se
permuta el orden de los indices.

Las funciones del primer subconjunto forman base de la representacién irreducible simé-
trica, [2], del grupo S, de las permutaciones de dos objetos. La tltima funcién forma base
de la representacién irreducible antisimétrica, [12]. Este grupo de tan solo dos operaciones
es isomorfo a otros varios que han sido mencionados en varias ocasiones a lo largo de este
trabajo. La notacién de las representaciones irreducibles, asi como sus caracteres, son los
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que se recogen el la tabla 8.1. La operacién (12) es la identidad mientras que la operacién
(2) es la transposicién de los dos objetos.

Las funciones son, salvo factores de normalizacién, el resultado de la proyeccién sobre los
subespacios simétrico y antisimétrico frente a las permutaciones de los indices

Py =
P2y =

N —= N =

de las funciones obtenidas como producto de las f’s por las g’s.

Se estd hablando simultdneamente de dos grupos de transformaciones que no deben ser
confundidos: uno es el grupo G que da lugar a la representacién I'®) mientras que el otro
es el grupo S, de las permutaciones de los dos indices de los productos de las funciones del
conjunto f por las del conjunto g.

La representacién obtenida como producto de una por si misma

re®n) _— r(u@u)|[2] ® r(u@u)mz]

es la suma directa de las representaciones asociadas a sus partes simétrica y antisimétrica
respectivamente.

Como corresponde a esa reducibilidad, los caracteres de la representacién (pn ® )

ny My (@) My () Ty () 2
x (MO (R} — ZZDiﬁiiu (R) = ZDi{L (R) ZD”}l (R) = ()dM(R))
i=1 j=1

i=1j=1

son la suma de los caracteres de las representaciones en que se descompone.
xHEH(R) = x M (R)[2] + xMEH(R)I0?]

La tabla de caracteres del grupo S, facilita el calculo de los caracteres de cada una de
esas representaciones, pues es facil compobar que

XM RI2 = 5 (XM (R + X (RY))

(X(H)(R)Z _ X(u)(RZ))

N = N =

XUEHR)0%) =

Cada una de esas representaciones, en que se descompone el cuadrado de una dada, es
irreducible frente al grupo de las permutaciones S;. Ello no quiere indicar que también sean
irreducibles frente a las operaciones del grupo G.

Se ilustra con un ejemplo. El grupo G es Cs,; la representacién (u) es la representacién

E que es de dimensién 2. La siguiente tabla muestra los caracteres de las representaciones
irreducibles y las del producto EQE y sus descomposiciones.
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Csv E 2C; 30,

Ay 1 1 1
A, 1 1 -1
E 2 -1 0

EQE |4 1 0
E®E|2] | 3 0 1

E®RE[1?] |1 1 -1

E®RE=A10[Az]®E
A modo de ejemplo se desarrolla uno de los datos tabulados.

1 1
X% (C3)[12) = 5 (x®(Ca)? + xECH) = F((=1* + (=1) = 0
La representacién B ® E|[2] es irreducible frente a las permutaciones de los indices pero es
reducible frente al grupo Cs, pues es la suma directa de las representaciones A; y E. La

notacién que suele aparecer en las tablas de productos de representaciones
E®E=A18[A;]®E

no hace sino recordar que A,, escrita entre corchetes, corresponde a la parte antisimétrica.

En esa representacién de tipo E forman base las funciones {x,y}, las componentes del
momento angular { Ry, Ry } y también las funciones {y? —x?2,2xy ). Cualquiera de esos con-
juntos de funciones da lugar a la representacién irreducible E en la forma presentada en
la tabla 5.2. Se puede comprobar que el efecto del giro C§ aplicado a esos conjuntos de
funciones da lugar a las transformaciones

Ci(xvy) = (V) = (xv)
3 1
2 2
C3(y? —x%, 2xy) = (v? —x%, 2xy)
g

Una comprobacién analoga se puede hacer con el resto de las operaciones del grupo.
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Se puede identificar el conjunto sefialado anteriormente como f con el conjunto {x,y}y
el indicado genéricamente como g con el conjunto {y? —x?,2xy }. El producto externo de
esos dos conjuntos de funciones da lugar a la representacién matricial

C3 (xy? —x°, x%y, y® —x%y, 2xy?) =

1 V3 V3 3

7 ] 4 4

_ V3 1 _3 V3

2 3 5.2 3.2 2 4 4 4

= (xy* —x, 2x%y, y> —x°y, 2xy?)

_ V3 3 1 V3

7 Z 7 y

3 V3 V3

Z 3 T4 3

Por un mero cambio de base se puede llevar esa representacién matricial a una forma en que
se aprecie la separacién en partes simétrica y antisimétrica.

C3 (xyz —x3, % (x*y +v°), 2xy?, % (3x*y —y3)> =
O
1 1 o I G
— (2 =3, — (x2 3 2x?, — (3x%y —?
(xy X ﬁ(nyry) Xy ﬁ(xy y)) 3 P
i T3 7
0 0 0 1

Las tres primeras funciones constituyen la parte simétrica de ese producto frente a las per-
mutaciones de los indices. La cuarta es la antisimétrica. Las tres primeras funciones deter-
minan un espacio lineal de dimensién tres que es estable bajo las operaciones del grupo Cs,,
y, por tanto, forman base de una de sus representaciones reducibles. La cuarta funcién es
base de un espacio lineal de dimensién unidad que también da lugar a una representacién,
en este caso irreducible, del grupo. El caracter de la parte simétrica es cero, el de la parte
antisimétrica es la unidad, confirmando las relaciones expuestas anteriormente.

Por altimo, antes de pasar a generalizaciones, cabe hacer notar que, si los dos conjuntos de
funciones f y g hubiesen sido el mismo conjunto, las mismas funciones, la parte antisimétrica
habria sido idénticamente nula. Solamente se habria tenido en cuenta la parte simétrica
frente a la permutacién.

En general, las dimensiones de las partes simétrica y antisimétrica corresponden a los
nameros combinatorios (““ZH) y (“2*) respectivamente. Su suma es nﬁ.

El siguiente paso consiste en suponer que hay tres juegos distintos de funciones lineal-
mente independientes f, g y h, bases de sendos espacios lineales, todos ellos de dimensién
1., estables bajo las operaciones del grupo G y que dan lugar a la misma representacién
NSO

El conjunto de funciones (f;-gj-hy) sirve de base de la representacién r(1®*) de dimensién
nf’i del grupo G que es reducible. Para descomponerla en suma directa de representaciones
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invariantes bajo la permutacién de indices, basta adaptar la base a las representaciones
irreducibles del grupo S3. La tabla de caracteres de las representaciones ireducibles de este
grupo estd dada en la tabla 8.1.

Siguiendo con el caso particular de n, = 2, un espacio de dimensién dos, su producto
cartesiano tres veces es un espacio de dimensién ocho cuyas funciones de base pueden ser
figihi, f1giha, -+ fagohy. Por transformacién ortonormal de cambio de base se puede
pasar a esta otra:

¢1 = frigihy

Br = —= (g1 R + f1 g2t + f291 hr)

2 7 101 192y 291 hy
1

b3 = 7 (frgahz + f2g1ha + f2g92hy)

b4 = f202h

bs — —— (2f1g1ha — f1g2hy — f201hy)

5 7e 191 he 192y 291 hy
1

b6 = G (2f292h1 — f2g1he — f1g2hy)
1

b7 = 7 (frg2hy — fag1hy)
1

¢s = — (f2g1hy — f1 g2hy)

=

Las funciones ¢, ¢2, d3, P4 constituyen una base de un espacio lineal de dimensién cuatro
que es estable bajo las operaciones del grupo G y, por tanto, sirven para generar una rep-
resentacién de dicho grupo. Pero, analizadas desde el punto de vista de las permutaciones
de los indices, se observa que son totalmente simétricas, es decir, forman base de la repre-
sentacién irreducible [3], también etiquetada por el diagrama de Young [ [ |, del grupo
de las permutaciones S3.

Las cuatro funciones restantes pueden ser agrupadas de dos en dos de distintas maneras:
la pareja {¢5, ¢y} forma base de la representacién irreducible [21] del grupo de las permuta-
ciones de tres objetos e igual ocurre con la pareja {¢g, Pg}. Agrupadas en la forma {¢p5, de}
forman base de un representacién del grupo G e igual ocurre con la pareja {¢p7, ¢g}. Es
decir, hay dos juegos de funciones que, por separado forman base de una representacién del
grupo G, pero que, conjuntamente, ambos juegos forman base de la representacién [21] del
grupo de las permutaciones.

Con el caso particular en que n, = 2 no hay funciones que sean antisimétricas frente
al intercambio de los indices, que formen base de la representacién [13]. Y, si los tres
conjuntos de funciones f, g y h coinciden, son las mismas funciones, solamente existe la
parte totalmente simétrica frente a la permutacién de los indices; el resto de las funciones
se anulan.

En general, las dimensiones de los correspondientes subespacios son (““;rz) para la rep-

resentacién (3], 4(“*‘3”) para la representacién [21] (un factor 2 incluido es para tener en
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cuenta que la representacién [21] es de dimensidén 2 y que, por tanto, habra dos juegos de fun-
ciones que conjuntamente daran lugar a dicha representacién) y (“3“) para la representacién
[13].

Los caracteres de las representaciones en que se descompone la representaciéon ()
estdn dados por las siguientes relaciones:

X RIB = ¢ (XHR + 3XI(R) X (R2) + 25 (R?))
83 1

X RI21 = 2 (2 (R — 2x M (RY))

R = 1 (xR — 3xM(R) X MR + 25 (R))

La suma da el caracter de la representacién total x(*)(R)3. En esa suma ha de tenerse en
cuenta que la representacién [21] es, en realidad, doble y cuenta dos veces.

En el caso particular de que se trate del grupo Cs,, para la representaciéon E @ E ® E
se obtiene la siguiente descomposicién:

Csv E 2C; 30,

A, 11 1

E 2 -1 0

E®3 8 -1 0
E®3|[3] | 4 1 0

E®3|21] | 2 -1 0

E®3|[3]=A10A,0FE E®3|21]=E

La parte antisimétrica, [13], frente a las permutaciones no existe.

Las cuartas potencias de las representaciones se pueden analizar mediante el grupo S4 de
las permutaciones de cuatro objetos. Las representaciones irreducibles del grupo S4 tienen
los caracteres que aparecen el la tabla 8.1.

El espacio lineal de dimensién nﬁ se descompone por las representaciones irreducibles
del grupo de las permutaciones de manera que los caracteres de las partes invariantes frente
a las permutaciones estan dados por las siguientes relaciones

X(u)(R)4 + 6)((”)(]2)2 .X(u)(Rl)

+8xM(R) - xM(R3) + 3x(W(R2)2 4+ 6x(™(RY)
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3)((“)(12)4 + 6X(“)(R)2 .X(u)(RZ)

4 1
n® -
Xt RIB = o
—3xM(R%)2 — 6xM(RY)
X R = o (2RI~ 8X(R) X (R?) + 6x)(R)?)
os , 1 3xMW(R)* — 6xM(R)? - x(W(R?)
n -
xR = 57
—3xM(R%)?2 + 6xM(RY)
os \ 1 x M (R)* — 6x M (R)2 - x(M(R2)
5 -
xR = o

+8x(”)(R) -x(”)(R3) + BX(”)(RZJZ _ 6x(”)(R4)

que no son sino una transcripcién de la tabla de caracteres del grupo S4. La suma da el
valor x*)(R)* teniendo en cuenta que en esa suma las representaciones [31] y [21%] cuentan
tres veces pues la representacién irreducible es de orden tres y la representacién [2?] cuenta
dos veces por anéloga razodn.

Siguiendo con las potencias, el producto de una representacién por si misma cinco veces
requiere para su descomposicién el grupo S5 de las permutaciones de cinco objetos. La tabla
de caracteres de sus representaciones irreducibles estd presentada en la tabla8.1.

Las dimensiones de los correspondientes subespacios pueden ser calculadas sin mas que
aplicar las relaciones anteriores a la operacién identidad del grupo G. El conjunto para las
primeras potencias esta recogido en la Tabla 13.1.

Para un cierto valor de n,,, las sucesivas potencias solamente tienen componentes en las
representaciones irreducibles del correspondiente grupo de las permutaciones cuyo diagrama
de Young no tenga mas filas de cuadratines o casillas que el propio valor de n,,. Cuando la
dimensién del espacio de funciones n, coincide con el orden de la potencia, hay una funcién
y solo una, que sea totalmente antisimétrica, que forme base de la representacién [1™+].

Hay un procedimiento general expresado en forma de un determinante para obtener las
partes totalmente simétrica y antisimétrica de las potencias de las representaciones de los
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Table 13.1: Dimensiones de las representaciones en que se descomponen las potencias de
una representacién de dimensién n, de un grupo puntual G de acuerdo con la simetria de
la permutacién de sus indices

ney=2 ny=3 ny=4 ny,=5 nu=6

2] 3 6 10 15 21 (M)
[12] 1 3 6 10 15 (")

3] 4 10 20 35 56 (™4F9)
21] 4 16 40 80 140 4(mt
[13] 1 4 10 20 (")

[4] 5 15 35 70 126 (™)
31] 9 45 135 315 630 9(™?)
[22] 2 12 40 100 210 | (%) (™)
212 9 45 135 315 9(™t)
[14] 1 5 15 ("4

[5] 6 21 56 126 252 (Mt
(41] 16 96 336 896 2016 16(™)
(32] 10 75 300 875 2100 | 5n, (™)
[312] 36 216 756 2016 | 36(™%%)
[221] 15 100 375 1050 | 5n, (™)
(213 16 96 336 16"
1] 1 6 (")
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grupos puntuales. Asi, para la parte simétrica

x"(R) —1 0 0

X"(R?) x"(R) -2 0
(won) Lo MR xR xR e 0
X (R)In] = —

XHRMT) XHRYZ) RN e on]

XM(RY) xM(R™MT) xM(RM2) - xH(R)

lo que da una relacién de recurrencia

nx* I R)n] =

= x"T I RIM =11 x*(R) + xR — 20 xH(R?) +
+ o+ xRN R + XM (RM)
mientras que para la parte antisimétrica
x*(R) 1 0 0
X" (R?) X" (R) 2 0
on 1 xX*R) xR xRy -0
X" RIM =
n!
Xu(Rn—1) XH(R“—Z) XH(R“_3) n—1
X"(R™)  x*R™T) xH(R™ME) o xH(R)
con la relacién de recurrencia
n xR =
= xRN XER) 4+ (1) KT R 2 xR +

Foe o (D 2T R)AT R A+ (1) MR

Se conocen ademas ciertas relaciones de recurrencia que dan los caracteres de la parte
totalmente simétrica para una potencia dada en funcién de las potencias inferiores. Asi,
para n, =2,

(R)Im — 11 x*(R) + x™™(R™)
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mientras que, para n, =3,
2™ (R)|Im — 1] - x*(R)

Riiml = 3| —I1y®™ (R)m — 2] - (x"®2(R) — x*(R2))

+x " (R™)

13.1 Aplicaciones.

13.1.1 Funciones de espin de un sistema de varios electrones.

Las dos funciones que describen los posibles estados de espin de un electron, funciones «
y B, forman base de la representacion irreducible Dy /24 doble (double valued) en el grupo
de la esfera, O(3), o sencilla (single valued) en su grupo cobertor universal, SU(2). Es una
representacién de orden 2, n, = 2.

Las funciones de espin de dos electrones se obtienen como producto cartesiano o externo
de las funciones de un electrén por si mismas. En el lenguaje de la simetria

D1,2 ®D1/2g = Dig & [Dogl

La representacién irreducible D14 es de dimensién tres y, en consecuencia, hay tres funciones
que son simétricas frente a la permutacién de sus indices y constituyen un triplete. La repre-
sentacién Dog4 es la parte antisimétrica frente a la permutacién de sus indices, de dimensién
unidad y totalmente simétrica frente a las rotaciones-inversiones del sistema coordenado. Se
trata de un singulete. Las cuatro funciones se recogen en la forma

d11 = a(1)(2)
b10 =
b1o1 = B(1)R(2)

$oo = —= (a(1)B(2) — B(T)e(2))

identificadas por los ntimeros cuanticos S y Ms. Es el resultado del acoplamiento de los dos
momentos angulares.
Para un sistema de tres electrones, las funciones de espin forman base de la representacién

D?fzg que se descompone en la forma:
D%, = D 131 ® D, [121] = D329 ® 2D 24

BEs decir, hay un cuartete y dos dobletes independientes. Las funciones dobletes forman
base de un espacio de dimensién cuatro y pueden ser elegidas de manera que tanto las dos
funciones del primero de los dobletes,

(1 (M
12,12 P12 212
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como las dos funciones del segundo de los dobletes,

(2) (2)
‘1)1/2,1/2) 4’1/2,—1/2»

constituyan base de la representacién de dimensién dos Dy ,,4 del grupo SU(2) y al mismo
tiempo, la pareja de funciones asociadas a Mg = 1/2

(1) (2)
1,212 P121,2

dé lugar a la representacioén [21] del grupo de las permutaciones y lo mismo ocurra con las
otras componentes Ms = —1/2 de los dobletes,

(1) (2)
‘1’1/2,—1/2) ¢1/z,—1/z~

De los valores recogidos en la columna correspondiente a n,, =2 de la Tabla 13.1 puede
deducirse que con cuatro electrones habrd un quintete, tres tripletes y dos singuletes, y que
para cinco electrones se encontrardn un sextete, cuatro cuartetes y cinco dobletes. Nunca
aparecen contribuciones asociadas a representaciones del grupo de las permutaciones indi-
cado por un diagrama de Young de més de dos filas de casillas. El exceso de casillas de la
primera fila sobre las de la segunda indica el valor del espin total. Dos lineas de casillas de
igual longitud indican un singulete, la linea superior una casilla mas larga que la inferior
indica un doblete, una diferencia de dos casillas indica un triplete y asi sucesivamente?!.

En la misma Tabla 13.1, y en la columna correspondiente a n,, = 3 puede analizarse
la degeneracién de los estados de espin de, por ejemplo, un conjunto de niicleos '*N, cuyo
nimero cudntico de espin nuclear es I = 1 con tres posibles valores de su proyeccién M| =
1,0,—1. Es un dato importante, por ejemplo, al asignar pesos estadisticos en el estudio
de las funciones de particién de rotacién molecular en que se intercambien tales ntcleos
idénticos.

13.1.2 Términos espectrales atémicos.

En los cursos de estructura atémica uno de los problemas consiste en determinar qué esta-
dos, agrupados bajo la simbologia de un término espectral, son capaces de ser aproximados
mediante alguna de las configuraciones electrénicas presentadas en la forma mas abreviada
como puede ser 1s?2s2 2p? 3d? para describir un sistema de diez electrones. Planteado al
revés la cuestion es saber en qué términos espectrales pueden participar esas configuraciones
en una aproximacién que incluya superposicién de configuraciones.

Si los electrones son no-equivalentes, estan descritos por orbitales que difieren en algo més
que en la orientacién de su momento angular de érbita, el problema no presenta demasiadas
dificultades. Los posibles estados son los que se obtienen como producto externo de las
correspondientes representaciones. Asi, por ejemplo, la configuracién 2p' 3p' es capaz de
participar en la descripcién de treinta y seis estados distintos que se catalogan atendiendo
al comportamiento de las partes espacial y de espin en la forma

Parte espacial: D1y, ® D1, = Dog ® D14 @ Dg

!Hay multiples maneras consagradas de seleccionar esas funciones. Pueden verse en el libro debido a R.
Pauncz Spin Eigenfunctions: Construction and use, Plenum, New York, 1979
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Parte de espin: Dj,24 ® D1,24 = Dog ® D1g

pues los orbitales tipo p se transforman como la representacién irreducible Dy, y las dos
funciones de espin individual como Dj /4. Es decir hay estados catalogados como S, P y D
por los valores del momento angular orbital total y, a la vez, como singulete y triplete por
su momento angular total de espin. En resumen: 'S, 3S, 'P, 3P, 'D, 3D.

Un poco mas complicado es el caso de electrones equivalentes pues no son posibles,
como lo eran en el caso anterior, todas las combinaciones de momentos angulares de 6rbita
y de espin. Solamente las que cumplen el principio de exclusién, es decir, el principio
de antisimetria: la funcién de onda ha de ser antisimétrica frente al intercambio de las
coordenadas espacio-espin de cualquier pareja de electrones. Dicho en términos del grupo
de las permutaciones, debe formar base de la representacién irreducible [1N] del grupo Sy.
Con electrones no-equivalentes siempre es posible cumplir es principio, pero con electrones
equivalentes solo ciertas combinaciones de érbita y espin lo satisfacen.

Tomando la configuracién p* como ejemplo podemos analizar la descomposicién de las
correspondientes representaciones por su simetria frente a las permutaciones.

_ - (Do ® D2y ® D4sg)|[4] @ (D1g ® D3g @ Dsg)|(31]
Parte espacial: D}, =

(&) (DOg & Dlg)‘[zz] ® D]g‘[212]
Parte de espin: D?;‘Zg = Dyyl[4] ® D1,4l[31] @ Dogll2%]

Ahora no queda sino combinar las partes espaciales y de espin de manera que se cumpla
el principio de antisimetria. Para que el resultado sea una funcién antisimétrica se puede
multiplicar una parte espacial simétrica por una de espin antisimétrica o viceversa. Esa era
la pauta en el caso de dos electrones.

Cuando hay, como en este caso, més electrones descritos por espinorbitales equivalentes
las posibilidades aumentan. Al multiplicar las funciones que forman base de una repre-
sentacién irreducible del grupo S, por otra a la que corresponde un diagrama de Young
conjugado, es decir, un diagrama en el que se han intracambiado filas de casillas por colum-
nas, se obtiene una nueva representacién que, al descomponerse como suma de irreducibles,
da necesariamente una contribucién antisimétrica. Para el caso particular de cuatro elec-
trones, el producto de las representaciones [31] ® [21%] que corresponden a diagramas de
Young conjugados, da lugar a la representacién antisimétrica una sola vez aparte de otras
contribuciones:

BeR1? =0"e--

Por tanto, las funciones antisimétricas se pueden obtener multiplicando las funciones de
espin que forman base de [31] por las funciones espaciales que forman base de [21?] y también
las funciones de espin [2?] por las funciones espaciales [2%] pues es un diagrama de Young
autoconjugado. En el primero de los casos se obtiene el término espectral 3Pg mientras que
en el segundo se obtienen 'Sy y 'Dy. Y ahi se agotan las posibilidades.

Anteriormente se ha insistido en que la representacién [31] estad basada no en uno sino
en tres juegos distintos de funciones, pues se trata de una representacién de orden tres, que,
por efecto de las permutaciones, se transforman el uno en combinacién lineal de los otros




246 Capitulo 13

y que la representacion [2%] de orden dos esta constituida por dos juegos independientes
de funciones. Al hacer el producto y descomponerlo en contribuciones que formen base de
representaciones irreducibles de S, , solamente hay un tinico juego de funciones antisimétricas
en cada caso. En el término espectral 3P hay representadas nueve funciones asociadas a los
distintos valores de los niimeros cuanticos My y Mg. Pero todas ellas son antisimétricas.

En definitiva, la configuracién p* es capaz de interpretar los términos espectrales 3Pg,
1Dg y 1Sg. Basta para deducirlo una tabla que proporcione la descomposicién de las poten-
cias de las representaciones D; de acuerdo con las representaciones irreducibles del grupo de
las permutaciones. Lo que en ningtn caso es capaz de informar la simetria del problema es
la posicién relativa en una escala energética de los niveles correspondientes.

Los orbitales “completos” no dan lugar a ningiin momento angular resultante, dan lugar
a la representacién Dog totalmente simétrica. En consecuencia, es habitual prescindir de
tales electrones a la hora de analizar qué términos espectrales pueden ser interpretados por
una configuracién electrénica concreta.

Hay otra simetria que merece la pena resaltar y es la equivalencia entre particulas, los
electrones, y huecos. Los orbitales p se “llenan” cuando describen un total de seis electrones.
Cuando se habla de la configuracién p* de electrones también se habla de la configuracién
p? de huecos. Ambas configuraciones son capaces de interpretar los mismos términos es-
pectrales. Esta es la razén por la que muchas veces las tablas solo recogen datos hasta una
“ocupacién” que no sobrepase la mitad del valor total.




Table 13.2: Descomposicién de las potencias de las representaciones irreducibles del grupo SU(2).

DO DO DQ
Dy, | Dyll2] ® Dol[1%] D3,,I[3] & Dy 2l[21]
D, (Do ® D2)|[2] ® D4[[1%] (D1 @ D3)|[3] ® (D7 @Dy)|[21] & Do[13]
D; & D3)|[2
D32 (D1 32 (D32 ®Ds/2 ® Dos2)l3] @ (D12 ®D3,2®Ds,2 & D7/,)l121] @ D3, 0l[13]
@ (Do @ D3)[[1%]
D, (DO®D2®D4)‘[2] (D0®D2@D3®D4®D6)|[3]
®(D; @ D3)[[17] ®(D; ®2D, ® D3 @ D4 ® D5)|[21] @ (D7 & D3)|[13]
Ds,2 (D7 @ D3 @ Ds5)[2] (D3/2® D5, ®D7/2®Dg/2 @ D112 ®Dys,/2)l[3]
®(Do & D2 & Dy4)|[1%] ®(D1/2®D3/2®2D5/2®2D7/2®Do/2 @ D112 © D13/2)I1211 @ (D372 ® D52 @ Dy,2)I[1°]
D, (Do ® D, ® D4 @ Dg)|[2] (Do®2D3 ® Dy @ Ds @ Dg & D7 @ Do)|[3]
®(D; @ D3 @ Ds)|[17] ®(D1®2D,®2D382D,82D5 @ Ds® D7 @ D3)|[21] @ (Do® D, ® D3 ® Dy & Dg)|[13]
(D328 Ds5,,®D7/2®2Dg 2 ®D11/2®D13/2®Dis5/2®Di7/2 @ Doy /2)l[3]
D (D1 ® D3 @ Ds @ D7)|[2]
7/2 ®(D1,2®D3,,®2D5,,®3D7/2®2Do, ®2D11,2®2D13/2®Di5/2® D17/2 @ D19/2)l[21]

®(Do ® D, ® D4y @ Dg)|[17]

®(D3,2 ®Ds,2 ®D7,2® Doy & Dy1/2 ® Dys,2)[[1°]

'sau020001)d Y/

LvC



D; | DP*
Do Do
D1/, | D2l[4] @ D1/[31] @ Do|[22]
D; | (Do@D2®D4)l4] @ (D @D, ®D3)l131] & (Do @ D>)[122] & D4[217]
D3/2 (D0®D2®D3@D4®D6)|[4] ® (2D; @D2®2D3®D4®D5)|[31]
®(Do ® 2D, ® D4)I[2%] ® (D7 @ D, ® D3)|[21%] @ Dol[1*]
(Do® 2D, @ 2Dy & Ds & D¢ @ D3)|[4]
D, @®(2D1 2D, ®3D;3 @2D4@2D5@D6®D7)‘B1]
®(2Do ®2D, ® D3 ® 2D, & D¢)|[2%]
®(2D1 @D, ®2D3 @Dy ®D5)[[212] @ D,[[14]
(Dp®2D,;®D3®2D4s® D5 ®2Ds @ D7 & Dg @ D1o)|[4]
D5/2 @(3[)1 ®2D, @4[)3 @3D4@4D5®2D6€32D7@D8@D9)|[31]
®(2Do ®3D, ® D3 ®3D4 @ Ds ® 2Dg @ Ds)|[2?%]
®(2D1 ®2D,®3D3®2D4®2D5 ® Dg ®D7)|[21?] @ (Do ® D2 & D4)|[14]
2Dy @ 2D, ®D3@®3Ds @ D5 d3Ds @ D7 @ 2Ds @ Do & Dyp & D12)[[4]
D3 @®3D1®3D,®5D304D,605D5®4Ds®4D7;®2Dg®2Do & Dqg & Dq1)|[31]

®2Dy®4D,8D384D,;®2D5 ®3Ds® D, & 2Dg @ D1y)|[2%]

@(3[)1 2D, 04D 3D, 04D5 2D d2D7 & Dg @D9)|[212] (&) (Do ®Dy,® D38 Dy ®D6)|[14]

8¥¢

g1 onudoy



D; DE°

Do Do

D1,2 | Ds/2[[5] @ D3,2([41] & Dy /21[32]

Dy (D1 ® D3 @ Ds)|[5] ® (D1 @D, @Dz @ D4)|[41] @ (D1 @ D2 @ D3)[32] ® (Do @ D2)312] & D4[[221]
(D3,2® D5, ®D7/2®Dg/2 @ Dy1/2 ® Dys,/2)I5]

Ds, (D1,2®2D3,,®2D5,2®2D7,, ®2Dy,2 @ Dy1,2 ® Dy3,,)[[41]
(D12®2D3,2®2Ds5,, ®2D7/ ® Doz & D11/2)[32]
(D1,2®D3/2 ®2D5,2 ®D7/2® Do /2|312] @ (D12 ®D3,2 @ D52 @ D7,21221] @ D351213]
(Do®2D,®D3®2D4 & Ds ® 2D ® D7 @ Dg & Dio)|[5]
®Do®2D1 3D, ®4D3804D, & 3D5 ®3Dg®2D7 @ Dg & Do)|[41]

D, @(DoGBZD] ®4D,®3D3@d4Ds ®3D5 692D6€3D7®D3)|[32]
@®(3D1 2D, ®4D3 @2D4@3D5@D6®D7)‘B12]
@DodD1@®@3D, ®2D3 ® 2Dy @ D5 @Dg)‘[zzﬂ @ (D; @D, ® D3 GBD4)‘[213] @ Do‘[]s]
(2D1®D,®4D3®2D4®4D5 ®3Ds®4D;®2Ds®3D9o®2D1o®2Dy1 @ D12 @ Dy3 @ Dys)l[5]
@Dy ®4D1®6D, ®8D3®9D, ®9D5 ®9Ds ®8D; @ 7Dg®6Do@®4D1g®3D11 ®2D12 @ Dy3 & D14)|[41]

D; ®Dod5D1®6D, ®9D3 09D, 10D5s ®8Ds®8D;®6Dg®5Do ®3D10®2D17 & D12 & D13)|[32]

®(4D1®5D,87D3®6D,87D5®5Ds®5D7®3Ds@® 2Dy @ D1 @ D11q)|[221]

(
(
®(3Dy®3D; ®8D, ®7D3@®10Ds ®8Ds ® 9D ® 6D, @ 6Dg ®3Do ®3D1o @ D11 & D12)|[312]
(
®Dy®2D1®3D,®4D384D483D5 83D ®2D; ®Dg®Dy)|[213] @ (D7 @ D3 @ D5)|[1°]

'sau020001)d Y/
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Via alternativa

Hay un procedimiento alternativo de obtener los términos espectrales capaces de ser inter-
pretados por una configuracién electrénica tal que

r(l),N1 r(2),N2 r(é’),Ns o

donde N, es el nimero de electrones “ocupando” orbitales que se transforman como '), La
misma representacién irreducible puede estar varias veces referenciando distintos conjuntos
de funciones que se transforman de la misma manera. Un ejemplo: (1s)? (2p)® (3p)?. Los
orbitales (1s) se transforman, por las rotaciones-inversiones en tres dimensiones, como la
representacién Dog del grupo O(3), los orbitales (2p) como la representacién Di, y los
orbitales (3p) también como la Dj,. El valor maximo de N, es 2n,, donde n., es la
dimensién de la representacién I''Y), para poder acomodar dos distintas orientaciones de
espin. Obviamente, el ntimero total de electrones N = Y _ N,.

Se puede especificar el namero de electrones con espin « y con espin 3 en cada subcon-
junto de N, lo que viene determinado por el nimero cuantico mﬁ”),

1 1
NEX’V) — ZN’V + m(S'V) NEV) _ ZN'V _ mg\/)

con la condicién Ms = Y my”.

El niamero total de posibles productos antisimetrizados que cumplan esas condiciones
esta indicado por la relacién

y Ty
Glm.) = 1:[ (%Nv +m§w) (%Nv - m(s”>
Se transforman unas en combinaciones lineales de las otras por las operaciones de simetria
del grupo.

Todas esas funciones de N electrones son base de una representacién reducible de dimen-
sién G(ms) que puede descomponerse en suma de las irreducibles I'Y). En el ejemplo ante-
rior, (2p)° (3p)?, para el caso NEXZD) =3, ng) =2, NSP) =1, ng) =1, hay (;) (3) (?) (?)
posibles productos antisimetrizados todos ellos funciones propias del operador S, con valor
propio Mg = % que dan lugar a una representacién de dimensién 27 que es reducible.

El nimero de veces que una cierta representacién irreducible esta contenida en ese espacio
de dimensién G(myg) viene dado por el coeficiente de

1 (1) 5 (2)
N Ny NN
P T P2 T

en el desarrollo de

P =TI (jpvD™® + 1], DOIR) + 1)) (13.1)

donde las matrices D()(R) son las matrices representacién correspondientes a la repre-
sentacién irreducible v-ésima y el producto se extiende a todas la representaciones irre-
ducibles, aunque estén repetidas, cuyos orbitales participen en la configuracién electrénica.
Son productos de los coeficientes de los polinomios caracteristicos, otros de los invariantes
frente a los cambios de base de las representaciones.
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Los coeficientes del polinomio daracteristico, al igual que los caracteres, son funcién de
clase: todos los elementos de un grupo englobados en una misma clase de equivalencia poseen
los mismos caracteres y los mismos coeficientes del polinomio caracteristico. Los coeficientes
pueden ser expresados como sumas de caracteres de las representaciones irreducibles. De
esa forma, es posible asociar una suma de representaciones irreducibles a los coeficientes
de los polinomios caracteristicos. La Tabla 13.3 recoge ese tipo de identificacién para los
coeficientes del desarrollo del determinante |uD(R) + 1|.

En esa Tabla se pueden identificar coincidencias, y no por casualidad, entre las rep-
resentaciones vinculadas a los coeficientes del polinomio caracteristico con las potencias
simetrizadas de las representaciones irreducibles del mismo grupo. Por ejemplo, los coefi-
cientes que acompafian a p° son, en todos los casos, la representacién totalmente simétrica
Dy, pues el coeficiente del polinomio caracteristico es la unidad. Los coeficientes de p' son
siempre la misma representacién que se estudia pues esos coeficientes, en el desarrollo del
polinomio caracteristico, son las trazas de las matrices representaciéon, o sea, su caracter.
Los coeficientes de u* son la suma de los determinantes de todos los menores que de orden
k que se pueden construir sobre la diagonal de la matriz y coincide con la parte totalmente
antisimétrica de la potencia k-ésima de la misma representacién. La razén reside en que los

coeficientes del polinomio caracteristico de una matriz A, P(u) = |nA + 1],
T 1
TR trA
1
u? 5 ((trA)? — trA?)
1
T c (trA)® —3trAZtr A + 2trA?)
| (trA)* — 6trA? (trA)? 4+ 8trA3trA
4, L
B g
+3(trA%)? — 6trA?
(trA)®> — 10tr A% (trA)3 4+ 20tr A3 (trA)?
5. 1
10 —20trA’trA% — 30trA? (trA)

+15(tr A%)2 (tr A) + 24tr A

coinciden con las trazas de la parte antisimétrica de las sucesivas potencias externas de
la matriz A. La secuencia se interrumpe porque la matriz A anula su propio polinomio
caracteristico o, de otra manera, porque no hay parte antisimétrica de orden superior a la
dimensién de la propia matriz.

Pero en la Tabla 13.3 hay mas coincidencias. Los coeficientes que afectan a las potencias
1! coinciden con las partes totalmente simétricas de las sucesivas potencias de la repre-
sentacién Dj,,. Los coeficientes que acompafian a u? coinciden con las partes totalmente
simétricas de las potencias de la representacién Dy, los de u® son la parte simétrica de las
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Table 13.3: Representaciones irreducibles asociadas a los coeficientes del polinomio carac-
teristico de representaciones del grupo SU(2).

Do

Di,2

D,

IDEYS

D>

Ds,»

D3

D7,

nO Do + 1! Do

no Do 4 p' Dy + u? Do
u® Do + u! Dy + w2 Dy + p Do
uoDo + u' D32 + p? (Do @ D2) + p D32 + pu* Do
u Do + u!' D2 + p? (Dq @ D3)
+u3 (Dy @ D3) + p* Dy + 1° Do
noDo + u' D55 + u? (Do @ D, @ Dy)
+1? (D3/2 @ D52 ® Dy 2)
+u* (Do @ Dy @ D4g) 4 p° D52 + pn° Do
uo Do + u!' D3 + p? (D7 ® D3 @ Ds)
+13 (Do®Dr® D3 @ D4 @ Dg)
+u* (Do® D@ D3 ® D4 @ Dg)
+u° (D7 ® D3 @ Ds) + u° D3 + u’ Do

uoDo + u' D72 + p? (Do & D, & Dy & D)

+u3 (D32 ® D52 ® D72 ® Do/ @ Dy1/2 @ Dys)2)

+p4 (Do & 2D, & 2D4 & D5 & Dg @ Dg)

+u° (D3,2 ® D52 ® D72 ® Do/, @ Dy1/2 ® Dys)2)

+1® (Do ® D, ® Dy ® Dg) + 1’ D72 + 18 Dy
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sucesivas potencias de D3/;, las de u? son las de D», etc. A modo de ejemplo puede ponerse
que la linea D, de esa Tabla equivale a

10 Do + p' DELIM] + p? DP3|[3] + p® DS |12] + p* Dy + p° DY,

Ha bastado para esta descomposicién identificar los coeficientes del polinomio caracteristico
con una suma de caracteres de representaciones ireducibles.

Volviendo al ejemplo de construccién de términos espectrales, e identificando los sub-
indices 1y 2 con los orbitales (2p) y (3p) respectivamente, la expresién general del polinomio
P de la ecuacién (13.1) queda en la forma

(p§Do + p1Dy + pD1 + p3Do) (t9Do + T} Dy + Dy + T3Do)
(p9Do + 2Dy + p3Dy + p3Do) (1IDo + 14Dy + 13D + T3Do)

donde el desarrollo de cada factor estd tomado de la linea D¢ de la Tabla 13.3 pues se trata
de orbitales tipo p. El término en p?’t% pl1) aparece con el coeficiente

Do®D1®D1®D;=Dyd3D1®2D, ® D3

lo que da una dimensién total de 27 estados con Mg = % y esa “ocupacién” de los orbitales.
La clasificacién de esos estados por el valor del momento angular orbital permite etiquetarlos
comoS+3P+ 2D+ F.

Un desarrollo mas completo de la expresién anterior da los siguientes términos todos ellos
compatibles con (2p)° (3p)? con indicacién del valor de Ms.

Ms=+3 pitipitd Do®D;®D,

Ms=+73 pitip)T} Do®3D1®2D;®D;s

Ms=—73 piTip3t3 Do®Di @D,
Ms=+3 opitip313 Do®Di@D;
Ms=—73 piTipith Do®3D1®2D,&D;s
Ms=—3 opitip3t3 Do®Di@D;

Queda por clasificar estos estados por el valor del ntimero cuantico S que da una medida
del cuadrado del médulo del momentos angular de espin total. Todos los estados que corre-

sponden a los valores de Mg = +%, +%, —%, —% constituyen un cuartete S = %, es decir 48,
4P, 4D. Los términos restantes se agrupan por los valores de Mg = —I—%, —% y corresponden

a dobletes. En el ejemplo son los términos espectrales %S, 32P, 22D, 2F.

El procedimiento descrito es aplicable a los términos espectrales moleculares. Todo lo que
se necesita conocer es una tabla, similar a la Tabla 13.3, que proporcione las representaciones
en que se descomponen los coeficientes de los polinomios caracteristicos identificados como
suma de caracteres.
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Las Tablas 13.4, 13.5, 13.6 y 13.7 recogen esa descomposicién para representaciones
irreducibles de érdenes 2, 3, 4, y 5 respectivamente. La notacién en A que alli parece hace
referencia a otra manera de calcular el polinomio caracteristico de un matriz en la forma
|A — 1| en lugar de [u A — 1| lo que equivale a haber reemplazado p por +1-.

Tomemos como ejemplo la configuracién H‘é de una molécula que tenga la simetria del
icosahedro I, como la conformacién de equilibrio del estado fundamental del fullereno Cgp.
De la Tabla 13.7 se deduce que los polinomios caracteristicos proporcionan la representa-
ciones

{P°Ag + ' Hg + 0p? (F1g @ F2 ® Gg) + p° (F15 @ F29 ® Gg) +
+p'Hy + p°Ag} - {1°Ag + T Hg+
+ TZ(F19 ®Fg®Gy) + T3(F1g ®Fg ®Gy) + T4Hg + T5Ag}

Con cuatro electrones son posibles las siguientes combinaciones clasificadas por el nimero
cudntico Mg:

p"T Hy
p’t! Hy® (F1y ®Fag ® Gy)

ZTZ (FIQ®F29®G9)®(F19®F299Gg)
'Y Fiy@F, @G, ®H,
p°tt H,

De las tablas de productos de representaciones es ahora facil deducir que la configuracién
H‘g1 es capaz de interpretar los términos espectrales:

®Hy, 33F14, 33F2,, 3Gy, 3°Hy, 3'A, 2'F,, 4Gy, 5'Hy,

lo que hace un total de (140) = 210 estados.

13.1.3 Clasificacién por su simetria de los estados vibracionales de
un conjunto de modos normales.

El movimiento complicado de vibracién de una molécula, o de cualquier conjunto de puntos
materiales ligados, se descompone en una superposicién de movimientos —independientes
entre si en la aproximacién arménica— conocidos como los modos normales de vibracién
moleculares, cada uno de los cuales oscila con una frecuencia propia. Para lograr esa sep-
aracién se hace uso de las llamadas coordenadas normales que no son sino ciertas combi-
naciones lineales de los desplazamientos de los ntucleos desde sus posiciones de equilibrio.
Para dar cuenta del conjunto de las deformaciones desde la conformacién de equilibrio de
un sistema formado por N puntos materiales se requieren un total de 3N — 6 de dichas
coordenadas en el caso general y tan solo 3N — 5 en el caso en que la situacién de equilibrio
tenga todos los puntos materiales alineados a lo largo de una linea recta.

Las coordenadas normales estan adaptadas a la simetria del problema. Eso quiere decir
que forman base de las representaciones irreducibles del correspondiente grupo puntual de
operaciones de simetria. Las que corresponden a modos normales no-degenerados forman
base de representaciones de dimensién unidad, mientras que las que estan asociadas a modos
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Table 13.4: Representaciones irreducibles asociadas a los coeficientes del polinomio carac-
teristico de representaciones de orden 2.

Grupo Representacién | A? Al A0

T w! u?
D3, Csy E Ay E A,
D4, Cay E Ay E A;
Ds, Csy E; Ay By A;
Dg, Cey E; Ay By A;
Dsn EP) Al EP) Al
Dan Eg(w) Mg Bguy A
Dsn 21 Ay EP A
Dén Big(u) Arg Bigu) Az
D2a E A, E A,
D3a Eg(u) Arg Bgay Az
Dag E; Ay E; A;
Dsqa BEigu Arg Bigny Axg
De¢a E; Ay E; A;
Tq, O E Ay E A;
On Eg(w) Atg Bgry Az
Coov A It A -
Dooh Ag(u) g Ngw  Ig
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Table 13.5: Representaciones irreducibles asociadas a los coeficientes del polinomio carac-

teristico de representaciones de orden 3.

Grupo | Representacién | A3 A2 Al A0
e n w2 w3
T F A F F A
Th Fo Ag  Fouy Fg  Agny
Taq, O Fi Ay Fi Fq Ay
On Figu) Arg Figwy Fig  Aigw
I s A Fy Fi A
In Figw Ag  Fig) Fig  Agn

Table 13.6: Representaciones irreducibles asociadas a los coeficientes del polinomio carac-

teristico de representaciones de orden 4.

Gr. | Repr. | A? A? Al A°

uo u? w oot
1 G A FieF, G A
In | Ggu) | Ag Ggry Fig@®F2g Ggry Ag
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Table 13.7: Representaciones irreducibles asociadas a los coeficientes del polinomio carac-
teristico de representaciones de orden 5.

Gr. | Repr. | A° A4 A3 A2 Al AO
oy u? ul utooow?
I H A H FireF, G FreF, G H A

Ih | Hg) | Ag Hg)y Fig®Fog®Gg  Figru) @ Fagu) @ Ggry Hg  Agy

normales de vibracién degenerados, es decir, con la misma frecuencia de vibracién, forman
base de representaciones de orden superior a la unidad e igual a la degeneracién de los modos.

Hasta aqui el tratamiento clasico de un problema mecanico. El punto de vista cuantico
afirma que esos modos normales independientes de vibracién tienen niveles energéticos dis-
cretos, que el estado dindmico del conjunto de osciladores esta descrito por una funcién de
onda que depende de las 3N — 6 (3N — 5) coordenadas normales. Pero, si los modos son
independientes —y en la aproximacién armoénica lo son— la energia del conjunto es la suma
de las energias asociadas a cada una de las distintas frecuencias vibracionales y la funcién
de onda que describe el estado estacionario es un simple producto de las funciones de onda
asociadas a las distintas frecuencias de vibracién.

En lo que sigue se sefialara con el indice k las frecuencias de vibracién distintas y por
k1, k2, --- | kmy las coordenadas normales 0 modos normales degenerados my veces con la
misma frecuencia vibracional k-ésima. Obviamente el recuento de todos los modos normales
da el niimero total de modos de vibrar: } , my = 3N —6.

Cada uno de los factores en la expresién

Y(d1,d2, - ,dan—6) = Yy, (d11, -, dim,) ¥y, (d21,- , dom,) -

corresponde a una frecuencia distinta de vibracién y es una funcién de las my cooredenadas
normales asociadas a dicha frecuencia. El nimero cuantico vy indica el nivel energético
correspondiente a esa frecuencia propia vibracional. La funcién de onda total forma base
de la representacién obtenida como producto directo o externo de las representaciones en
que forman base cada uno de los factores. En consecuencia, basta analizar la simetria de las
funciones que describen cada una de las frecuencias propias vibracionales por separado.

Si se trata de un modo normal de vibracién no degenerado, my = 1, la energia estd dada
por la relacién (v + 1/2)hwy, donde v = 0,1,2,--- es el nimero cudntico correspondiente.
La funcién de onda que describe los distintos niveles energéticos de ese modo normal es
un producto de una funcién gausiana por un polinomio de Hermite; el factor gausiano es
invariante frente a las transformaciones de simetria de la molécula mientras que el polinomio
de Hermite es una funcién alternativamente par e impar de la coordenada qy. Por tanto,
las funciones W, (qx) de vy par forman base de la representacién irreducible totalmente
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simétrica y las de vy impar de la misma representaciéon irreducible en que forma base la
coordenada qx.

Si se trata de modos de vibrar degenerados, es decir, modos independientes de vibrar
con la misma frecuencia, my > 1, hay un conjunto de my coordenadas qxi, : -+, qkm, que
forman base de la representacién irreducible I''*) de dimensién my del grupo de la simetria
espacial de la molécula con matrices representacién D) (R).

Los estados estacionarios de estos modos normales requieren my ntmeros cudnticos
VK1, -, Vikm, cada uno de los cuales puede tomar valores enteros y no negativos, aunque la
energia en la aproximacién arménica depende tan solo de su suma

my
Vk = Vi1 +Vi2 + -+ Viem, Ex = Vk—I-T hwy
La degeneracién de sus niveles energéticos es, por tanto, de (Vkerk*]).
Vi

Las (V“Jr:l"_]) funciones linealmente independientes que describen los distintos estados
estacionarios degenerados constan de un factor comiin a todas ellas en forma de una gausiana
invariante tanto frente a las operaciones de simetria espacial de la molécula como frente a las
permutaciones de las my variables. Hse factor es invariante. El otro factor es, en cada una
de ellas, un producto de polinomios de Hermite en que cada uno de los factores depende de
una de las variables qx1,qx2, **, qkm, con un grado Vki,Vk2, ' ,Vkm, respectivamente.
Las funciones Wy se transforman, por la operaciones del grupo de simetria, como la potencia
vi-ésima de la representaciéon I'®) en que forman base las my coordenadas. Pero, como
son las mismas coordenadas en todos los factores de esa potencia, no existe mas que la
parte totalmente simétrica frente a las permutaciones de los vy indices. En definitiva, las
("k+mk_1) funciones independientes Wy forman base de la representacién

(F4) ™ I

Veamoslo con un ejemplo. La molécula de NH3 en su estado fundamental electrénico
y en su conformacién de equilibrio tiene la geometria con el grupo C3, de operaciones de
simetria. Posee seis modos normales de vibracién de los cuales dos son de simetria A, otros
dos son degenerados con simetria E y los dos restantes también son degenerados con simetria
también E. Hay, por tanto, cuatro frecuencias distintas. El nivel energético vibracional
identificado por los nimeros cuénticos vi = 2, v, = 3, v3 = 2 y v4 = 3 tiene una energia
h(2wq + 3wz + 2ws + 3wy) por encima del nivel residual de vibracién. La degeneracién de
ese nivel es (%) X (g) X (;) X (g) = 12. Los estados estacionarios se catalogan porque forman
base de la representacién

AP @ AP @ (B%°I12)) @ (B®°[3)) = (A1 ©F) ® (A1 6 A & F)

En definitiva los doce estados se catalogan dos de ellos como A totalmente simétricos, otros
dos como A, y cuatro parejas cada una de las cuales da lugar a la representacién E. Los doce
estados son degenerados en la aproximacién armoénica. La existencia de anarmonicidades
dara lugar a un desdoblamiento de esos niveles.
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Tratamiento alternativo

Hay otra forma de clasificar los estados excitados de modos normales de vibracién degenera-
dos. Consiste en atender a los momentos angulares que se presentan al combinar movimientos
independientes de la misma frecuencia. Una molécula cuya conformacién de equilibrio tiene
sus nucleos alineados, grupos Ceoy 0 Don, tal que la molécula CO; en su estado fundamen-
tal electrénico, tiene modos normales de vibracién doblemente degenerados, pues el grupo
puntual tiene representaciones irreducibles de orden dos. La combinacién de esas dos man-
eras de deformarse oscilando a la misma frecuencia da lugar a movimientos como los que se
indican en el siguiente esquema.

3/1\3
— 7

La linea punteada indica la conformacién de equilibrio. Las dos primeras figuras representan
posiciones extremas de las oscilaciones en dos planos perpendiculares. La tercera figura indica
una combinacién de las anteriores en vistas frontal y lateral. Las flechas indican la direccién
del desplazamiento de cada niicleo. Esos desplazamientos de los niicleos conservan en todo
momento la posicién del centro de masas y no dan lugar a un volteo de la molécula como un
todo. En cambio, hay un movimiento de giro debido exclusivamente a las deformaciones que
dan lugar a vibraciones moleculares. Ese movimiento de giro lleva aparejado un momento
angular que, en la formulacién cuantica, también estad cuantizado.

Otro ejemplo de movimiento de giro como consecuencia de deformaciones moleculares se
puede apreciar en el siguiente esquema en que tres niicleos idénticos se desplazan desde sus
posiciones de equilibrio que forman un tridngulo plano equilatero como el que se indica con

DA

Las dos primeras figuras representan las conformaciones extremas a uno y otro lado de la

las lineas punteadas.

posicién de equilibrio de las oscilaciones de la misma frecuencia que preservan la posicién del
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centro de masa. La tercera es una de las posibles combinaciones entre ellas con indicacién de
las direcciones de desplazamiento de los nicleos. También en este ejemplo hay un movimiento
de giro sin que la molécula, como un conjunto, haya volteado. Los movimientos individuales
de cada ntcleo consisten en giros alrededor de su respectivas posiciones de equilibrio.

En los dos ejemplos, el momento angular debido a la combinacién de vibraciones es un
vector que esta dirigido a lo largo del eje de mayor simetria.

Los estados cuanticos de estos modos normales de vibracién dependen de sendos nimeros
cuénticos, aparte de las contribuciones de otros modos normales de distintas frecuencias al
contenido energético molecular. Al ser dos los modos de vibracién degenerados, seran dos
los niimeros cuédnticos necesarios para indicar el estado, {v1, v2}. El nivel energético depende
de la suma de ambos, v = vy + v,. La degeneracién crece con el valor de v en la forma
(v+ 1) que, para facilitar la generalizacién posterior, también se puede escribir como ("?1).
Alternativamente los estados cuanticos se pueden indicar con dos ntimeros cuénticos {v'},
el primero indica el nivel energético y el segundo el valor del momento angular debido a la
combinacién de vibraciones. El ntimero cuantico | puede tomar los valores

l=v,v—2,v—4,---,061.

Los estados con valores de 1 # 0 siguen siendo doblemente degenerados pues el momento
angular orientado a lo largo del eje de simetria puede estarlo en ambas direcciones. Otro
nimero cudntico se necesita para distinguir entre ambos sentidos del momento angular. El
nivel energético, por ejemplo, v = 3 cuadruplemente degenerado incluye los estados 33,
doblemento degenerado, y 3', también doblemente degenerado. El nivel energético v = 4
incluye los estados 4%, dos estados, 4%, dos estados, y 4°, un estado, lo que hace un total de
cinco estados degenerados en este nivel.

La clasificacién de los estados degenerados debidos a dos variables por los valores del
momento angular esta indicando que es el grupo de transformaciones ortogonales en dos di-
mensiones O(2) el que ha servido para esa clasificacién. En la pagina 179 las representaciones
irreducibles de este grupo se indicaron mediante el valor absoluto de un ntimero entero. Alli
se indicaba por |m| mientras que en este contexto de vibraciones moleculares lo habitual es
sefialarlo por el nimero L.

Los estados degenerados se clasifican por la parte totalmente simétrica de las sucesivas
potencias de la representacién irreducible fundamental, |m| = 1 del grupo O(2). El primer
nivel energético v = 0 corresponde a la potencia cero de la representacion irreducible. La
degeneracién es la unidad. El primer nivel excitado, v = 1, corresponde a la representacién
/m| = 1 del grupo O(2), es el nivel antes indicado por 1'. La segunda potencia de la
representacién /m| = 1 de dimensién cuatro tiene una parte antisimétrica de dimensién
unidad y una parte simétrica de dimensién tres reducible que se descompone en suma de
representaciones irreducibles de dimensiones uno y dos, |m| =0 y |/m| = 2. Esta es la que
ha servido para clasificar los estados vibracionales. Corresponden a los estados 2° y 22. La
parte totalmente simétrica del cubo de la representacién [m| = 1 se descompone en suma
de las representaciones asociadas a |m| = 1 y |m| = 3. Se puede continuar con este tipo
de estudio diciendo que la parte totalmente simétrica de la cuarta potencia de |m| = 1 es
reducible y se descompone en suma de (jm| = 0) & (jm| = 2) & (jm| = 4). Es siempre la
parte totalmente simétrica de las potencias de la representacién irreducible fundamental la
que cataloga los estados vibracionales excitados.
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Si el sistema presenta modos normales de vibraciéon triplemente degenerados, tres modos
independientes de vibrar con la misma frecuencia, sus niveles energéticos dependen de la
suma de los tres nimeros cudnticos asociados a cada uno de los modos, v = vi +v2 + v3.
La degeneracién de esos niveles energ’eticos de ("52). La combinacién de deformaciones da
lugar a momentos angulares que sirven para clasificar los estados ademas de por la energia.
Al ser un problema en que hay en juego tres variables, los momentos angulares lo son en
tres dimensiones, son vectores que pueden estar orientados en cualquier direccién del espacio
tridimensional. Los estados estacionarios se clasifican también por los ntimeros {v'} donde
1 puede tomar todos los valores variando de dos en dos desde | = v hasta 061. Para cada
valor de 1 # 0 hay (2l + 1) estados que se diferencian en el valor de la proyeccién del
momento angular sobre un eje. Un nimero cuantico adicional my =1,1—1,--- | —1 sirve
para identificar esos estados de mismo valor de 1.

El grupo apropiado para su clasificacién por los momentos angulares es el grupo O(3)
de las transformaciones ortogonales en tres dimensiones. La clasificacién de los estados
estacionarios equivale a la parte totalmente simétrica de las potencias de la representacién
L =1, es decir, la representacién que anteriormente se ha indicado como Dy, de dimensién
tres en el grupo de la esfera. El cuadrado de esa representacién irreducible tiene una parte
totalmente simétrica frente a las permutaciones que es reducible y se descompone como
suma de las representaciones irreducibles Doy @ D24 de dimensiones uno y cinco respecti-
vamente, asociadas a los valores L = 0 y 1 = 2, y que sirven para clasificar los seis estados
estacionarios correspondientes al nivel v = 2. Otras potencias superiores simetrizadas de
la misma representacién irreducible se han tabulado anteriormente y sirven para clasificar

estados estacionarios excitados de los mismos modos normales de vibracién.

Para modos normales de vibracién cuadruplemente o quintuplemente degenerados ha de
recurrirse a las potencias simetrizadas de la representacién fundamental de grupos como O(4)
y O(5) de las transformacione ortogonales en cuatro y cinco dimensiones. Los niveles ener-
géticos dependen del valor del niimerov = } ; v; y las degeneraciones estan expresadas en la
forma () y (*}
tro modos degenerados de vibracién las sucesivas degeneraciones son 1,4, 10, 20, 35,56, - -,

). Haciendo una tabla de esas degeneraciones encontramos que para cua-

mientras que para cinco modos de vibrar con la misma frecuencia las degeneraciones siguen
la pauta 1,5,15,35,70, - - -.

Las representaciones irrducibles de O(4) tienen dimensiones como los cuadrados de los
numeros naturales. Los diez estados degenerados corespondientes a v = 2 se clasifican por
los momentos angulares en cuatro dimensiones mediante los niimeros cuanticos 1| = 0, un
estado, y 1 = 2, nueve estados. Los veinte estados con la energia de v = 3 se clasifican
mediante | = 1, cuatro estados, y 1 = 3, dieciséis estados. Los treinta y cinco estados de
v = 4 coresponden a 1 = 0, un estado, | = 2, nueve estados, y 1 = 4, veinticinco estados.
Puesto que es un problema de cuatro dimensiones para distinguir los estados del mismo valor
de 1 se necesitan dos niimeros cuanticos adicionales aparte de {v'}.

Las representaciones irreducibles del grupo O(5) necesarias para clasificar estados vibra-
cionales tienen dimensiones iguales a la suma de los cuadrados de los ntmeros naturales,
es decir, siguen la serie 1,5,14,30,55,---. Los quince estados con v = 2 de un conjunto de
modos de vibrar quintuplemente degenerados se clasifican por los nimeros cuanticos 1 = 0,
un estado, y 1 = 2 catorce estados. Los treinta y cinco estados con energia correspondiente
a v = 3 se clasifican mediante 1 = 1, cinco estados, y | = 2, treinta estados. Los setenta
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estados con v = 4 se etiquetan mediante | = 0, un estado, 1 = 2, catorce estados, y 1 = 4,
cincuenta y cinco estados.

De momento no se conocen sistemas moleculares altamente simétricos que tengan modos
normales de vibracién con degeneracione superiores a cinco. Una de las moléculas conocidas
y estudiadas de mayor simetria es el fullereno Cgp que, en su estado fundamental, tiene la
simetria del grupo I}, con representaciones irreducibles de orden cinco o inferior. No parece
necesario, por tanto, recurrir a grupos superiores para justificar la degeneracién de sus niveles
vibracionales.

13.1.4 Propiedades eléctricas de un sistema de cargas.

Las propiedades de un sistema rigido de cargas se resumen en forma de multipolos eléctricos.
Los momentos eléctricos de una distribucién de cargas puntuales, gj, son cantidades tenso-
riales cuyas componentes, referidas a un sistema cartesiano de coordenadas, estan dadas por
la relacién:

_ L. byt
Ry 1,1, = E a5 %7 Y5 z5°
j

donde 1 = 1, + 1y + 1, es el orden del tensor y los distintos 1, son valores enteros positivos o
nulos pero nunca negativos. Si se trata de una distribucién continua de cargas la definicién
es equivalente sin mas que sustituir la suma discreta por una integracién

Rl;lx,lg ]-z — J Xlxyly le pdv

donde p es la densidad de carga en cada punto del espacio.

El momento de orden uno, 1 = 1, se denomina momento dipolar y es el mejor conocido.
Tiene tres componentes asociadas a los valores de 1y, 1y, 1, iguales a (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1)
respectivamente. Son las componentes cartesianas py, py, . ¥ constituyen un vector.

Para los momentos de orden superior, el nimero de componentes independientes, el
ntmero de valores de 1,1y, 1, compatibles con un valor total de 1, aumenta. Para 1l =2
el ntimero es seis, para | = 3 el nimero es diez y, en general, (1;2). En ese ntimero estd
recogido el hecho de que las 3' componentes del producto externo de (x,y,z) por si mismo
1 veces es simétrico frente la permutacién. A modo de ejemplo, las veintisiete componentes

totales del tercer momento se reducen a las diez independientes, que se etiquetan como
XXX, XXY, XXZ, XYY, XYz, X2z, Yyyy, yyz, yzz, zzz.

El resto de las componentes hasta el total de veintisiete son iguales a alguna de éstas: las tres
cantidades Ryxy = Ryyx = Ryxx se identifican como una tinica componente con los valores
del,=2,1,=1,1,=0.

Frente a las rotaciones-reflexiones en el espacio tridimensional, grupo O(3), las tres com-
ponentes x,y, z del vector de posiciéon se transforman como la representacién de dimensién
tres Dyy. Las (132) componentes independientes se transforman como la representacién
obtenida como la parte totalmente simétrica frente a las permutaciones de la potencia 1-
ésima de la representacién de partida D;,. Es decir las (152) se transforman como la
representacién D%Z’llL (.

Pero de estos momentos interesa la parte que corresponde a las trazas nulas. Estos
tensores se pueden descomponer en suma de un término de trazas nulas mas un resto que
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no contribuye a las interacciones con campos externos. Las trazas de un tensor de 1 indices
son componentes de otro tensor de 1 — 2 indices, obtenido a partir del anterior poniendo dos
indices iguales y sumando con respecto a los tres valores posibles, x, y, z, de ese indice coman.
Un tensor de | indices tiene tantas trazas como parejas de indices se puedan formar, es decir,
(;) Siguiendo con el ejemplo anterior, las tres trazas del tercer momento constituyen un
vector cuyas componentes x, Yy, z son el resultado de las sumas:

Rxxx + nyy + szz
Ryxx + Ryyy + Ryzz
szx + Rzyy + Rzzz

La contribucién de trazas nulas de los momentos de la distribucién de cargas eléctricas
se suelen denominar momentos multipolares y tienen (132) — (5) = 21 4+ 1 components
independientes.

Las trazas de los momentos eléctricos, a su vez, se transforman frente a las rotaciones-
reflexiones en el espacio tridimensional como los momentos eléctricos de 1 — 2 indices. En
consecuencia, las 21 + 1 componentes de los momentos multipolares eléctricos forman base
de la representacién
el

DM — DF -2 = Digy

Asi se refleja en la Tabla 13.8. Las 2141 componentes de los momentos multipolares eléctricos
se transforman como las funciones arménicos esféricos de orden 1, Y1,,(0, ¢), lo que da pie a
las formulaciones alternativas en variables angulares.

Hasta aqui se ha visto como se transforman las componentes de estas cantidades ten-
soriales por las rotaciones-reflexiones en las tres dimensiones del espacio. Para estudiar su
comportamiento en un entorno de inferior simetria basta analizar la descomposicién de las
representaciones irreducibles del grupo O(3) en suma de varias irreducibles cuando el grupo
de las operaciones de simetria se reduce a uno de sus subgrupos. Las tablas de correlacién
entre las representaciones de un grupo y de sus subgrupos proporcionan esa informacién.

Otro problema independiente es la posibilidad de que estas cantidades tensoriales sean
distintas de cero, o de cuadntas componentes puedan serlo en los distintos entornos de simetria
puntual. Como regla general puede decirse que de cada momento multipolar habra tantas
componentes distintas de cero como el ntimero de las que formen base de la representacién
totalmente simétrica del correspondiente grupo. La carga total se transforma como la rep-
resentacién Doy totalmente simétrica en el grupo O(3) y sigue siendo totalmente simétrica
en cualquier otro entorno de inferior simetria. En consecuencia, cualquier sistema de cargas
puede ser iénico. Los momentos multipolares de orden impar se transforman por la operacién
inversién como las representaciones u y siguen siendo u mientras siga siendo operacién de
simetria la inversién. En consecuencia, en distribuciones de carga que tengan centro de in-
versién todos los momentos multipolares de orden impar seran nulos. En una distribucién
de carga con simetria dada por el grupo C3, hay una componente del momento dipolar que
puede ser distinta de cero pues una componente forma base de la representacién A;; es la
componente axial dirigida a lo largo del eje de simetria.
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El estudio de la simetria de las polarizabilidades de un sistema de cargas requiere un
analisis de la interaccién entre ese sistema y un campo eléctrico externo. Pero tal campo
externo puede no ser homogéneo por lo que su descripcidén, a su vez, requiere definir una serie
de tensores que den cuenta de esa inhomogeneidad. El campo eléctrico es, salvo el signo, el
gradiente de un campo potencial escalar ¢. Frente a las rotaciones-inversiones del sistema
local de coordenadas, el campo potencial escalar ¢ es invariante. Las tres componentes
de su vector gradiente en cada punto del espacio, el campo eléctrico, forman base de la
representacién Di,,. Los sucesivos gradientes de gradientes forman tensores de un ntmero
creciente de indices

! "
goc) 04[3) cx[gy»

cuyas componentes indicadas por «, 3,7, etc. que pueden ser las coordenadas cartesianas x,
Y, 6 z, forman base de la parte totalmente simétrica de las potencias de la representacién Dy, .
Pero si se trata de un campo externo al propio sistema de cargas que se trata de estudiar,
sus gradientes superiores han de cumplir la relacién de Poisson, V2 ¢ = 0, es decir, han de
tener trazas nulas. En consecuencia, las 21 + 1 componentes independientes se transforman
como las representaciones D donde s puede ser g o u de acuerdo con la paridad del namero
entero l. Es un argumento analogo al que mas arriba ha llevado a analizar la simetria de los
momentos multipolares.

Los momentos multipolares son las derivadas de la energia de interaccién del sistema de
cargas con respecto a esos campos externos: El momento dipolar es la derivada de la energia
con respecto al campo eléctrico. Como la energia es un escalar, tanto el campo eléctrico
externo como el momento dipolar eléctrico se transforman como la representacién Dy,,. El
momento cuadrupolar es la derivada de la energia de interaccién con respento al gradiente
de campo eléctrico £'; tanto uno como otro tienen cinco componentes que se transforman
como D,4. Asi se puede continuar con los momentos de orden superior.

Las polarizabilidades estan definidas por derivadas superiores. La primera polarizabilidad

definida por la relacién
o oE
“b— \9e, 065

tiene nueve componentes pero, al ser simétrica frente al intercambio de los dos subindices,
tiene solamente seis componentes independientes que se transforman como la parte total-
mente simétrica frente a las permutaciones del cuadrado de D;,,. Es lo que esta recogido
en la Tabla 13.9. La descomposicién en suma de representaciones irreducibles indica que,
incluso en el entorno de la simetria esférica, hay una componente invariante que se trans-
forma como la representacién totalmente simétrica Dog. Es la componente isotrépica. En
una distribucién de cargas tan simétrica como una distribucién esférica, los momentos mul-
tipolares se anulan pero puede afirmarse sin lugar a dudas que es polarizable. El resto de
las componentes dan cuenta de la anisotropia de la polarizabilidad. En la misma tabla se
recogen la simetria de otras hiperpolarizabiblidades.

Para estudiar el comportamiento en entornos de inferior simetria basta realizar una reduc-
cién desde el grupo O(3) a alguno de sus subgrupos. En cada caso, el nimero de datos dis-
tintos de cero necesarios para especificar una de estas cantidades tensoriales estara dado por
el nimero de componentes que se transformen como la representacién totalmente simétrica
del grupo de la simetria espacial correspondiente. Su determinacién experimental puede ser
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complicada o imposible pero el analisis de las relaciones de simetria es un ejercicio de Teoria
de Grupos.




Table 13.8: Simetria de los momentos multipolares bajo O(3)

99¢

Potencias
Momentos Multipolos
simetrizadas Denominacién
eléctricos elétricos
de D]u
Dog Dog Dog Carga
D1y Dy D1y Dipolo
{Df2I121} Dog @ D2g Dy, Quadrupolo
{DF2I31} Diu & D3y D3u Octupolo
{DfLI41} Dog @ D2g @ Dag Daug Hexadecapolo
{D?BEHS]} Diu @ D3y @ D5y Dsy Dotriacontapolo
{DfSI61} Dog @ D2g ® Dgg ® Deg | Deg Tetrahexacontapolo
{D¥1171} Dy, @ D3, ® D i
Tu 1u ® D3y @ D5y ® D7y | D7y Octoeicosahectapolo

g1 ommpdny



Table 13.9: Simetria de las polarizabilidades bajo O(3)

Propiedad | N. comp. | Representacién | Rep. irreducibles
X 6 {D? |21} Dog @ Dagq
B opy 10 {D3,I13]} Dy & D3y
Ypys 15 {D1,.I[41} Dog ® D2y & Dyg
Aw:py 15 D1u ® Dyyg D1y @® Dy @ D3y,
Bupiys 30 {(D? 21} ® D2y | Dog ® D1y ® 2D ® D34 @ Dag
Capiys 15 {D3, 1121} Dog ® D2g @ Dayg
Eux;pys 21 Diu. ® D3y D2y ® D3g @ D4y
Hapiyse 35 Dyg ® D3y D1y ® D2y ® D3y @ Dy & D5y,
Rapyised 28 {DZ,.1121} Doy @ D2y ® Day @ Dg,

'sau020001)d Y/
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13.2 Ejercicios

Problema 13.2.1 Descomponer el cubo de la representacién irreducible E del grupo
C3v de acuerdo con las representaciones irreducibles del grupo S;.

Problema 13.2.2 Descomponer el cubo de la representacion irreducible By del grupo
Dyn de acuerdo con las representaciones irreducibles del grupo S;.

Problema 13.2.3 Determinar los caracteres de la parte totalmente simétrica de la
quinta potencia de la representacién irreducible B del grupo Cs,.

Problema 13.2.4 Determinar las partes simétrica y antisimétrica del producto A® A
de las representaciones irreducibles del grupo Cuy, .

Problema 13.2.5 Comprobar que si ' es una representacién reducible, T =3 a,I'Y),

S
su cuadrado stmetrizado es

{reni@} = > a [{(r™er™)@} + %(ay—n GRETN]
+ ) auay (MW er™)

pu>v

y hay una relacion andloga para la parte antisimétrica.
Problema 13.2.6
Problema 13.2.7

Problema 13.2.8




Capitulo

Eistados moleculares a partir de los
estados atomicos

Dentro de la aproximacién de Born-Oppenheimer, los estados electrénicos de una molécula
biatémica, o ion biatémico, se clasifican por las invariancias del operador hamiltoniano elec-
trénico. A largas distancias internucleares puede decirse que la molécula se disocia en ato-
mos o iones atémicos. Aunque ese “proceso” nunca puede identificarse como algo realizable
mecanicamente, es cierto que las medidas experimentales permiten correlacionar los estados
del conjunto molecular con los de sus fragmentos y “medir” sus distancias internucleares de
equilibrio y energias de disociacién. HEso permite razonar acerca de los “procesos” de diso-
ciacién o de formacién de enlaces quimicos como si fueran susceptibles de ser monitorizados
y estudiados paso a paso los mecanismos por los que el acercamiento de un atomo a otro da
lugar a un enlace.

Hay cantidades fisicas que se conservan. La masa y la carga total de los dtomos o
iones individuales no cambian cuando se forma un enlace quimico. Pero otras propiedades
también se conservan y permiten establecer correlaciones entre las caracteristidas de los
estados atémicos y las de los estados moleculares a que pueden dar lugar.

14.1 Biatémicas heteronucleares

Los estados de los atomos o iones atémicos se clasifican por la simetria esférica, es decir,
por el grupo O(3) para la parte espacial o por el SU(2) si se incorpora el espin electrénico.
Si las interacciones son simplemente electrostéticas, los nimeros cuanticos L, M, S y Mg
identifican un término espectral que incorpora (2.4 1)(25+1) estados distintos. La inversién
del sistema de coordenadas afiade otro ntimero cuantico p, la paridad, al conjunto de los
que identifican un estado individual. Si denominamos A el dtomo considerado, sus estados
electrénicos pueden ser reconocidos por las funciones de onda

WA(I—A) MLA y SA» MSA)pA)

en las que las variables son las coordenadas espacio-espin de sus electrones.
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Lo mismo puede decirse de un segundo atomo B cuyos estados se pueden identificar por
las funciones de onda
Yg (L, MLy, S, Ms,, Ps)

A distancias internucleares largas, todas las funciones estado de uno u otro a&tomo constituyen
un conjunto ortonormal.

La presencia en las proximidades de otro atomo introduce al menos un campo eléctrico
que reduce la simetria desde la esférica a la cilindrica, Co,, para la parte espacial. A dis-
tancias internucleares intermedias, los productos de las funciones centradas en uno y otro
dtomo

(DAB(MLAaMSAaMLBvMSB) =
= A (WA(LA,M1,,SA,Ms,,pA) - ¥Ys(Le,Mi,, S8, Ms,,ps)) (14.1)

participan en los estados electrénicos moleculares. El antisimetrizador A asegura la anti-
simetria frente a la permutacién de las coordenadas espacio-espin de los electrones de un
subconjunto con los del otro pues la antisimetria dentro de cada subconjunto ya esta es-
tablecida. Esas funciones pueden ser tomadas como primera aproximacién en la descripcién
de los estados moleculares que disocian en los estados atémicos descritos respectivamente
por los términos espectrales identificados por (La,Sa,pA) v (Ls, Sg,pB).

Para un término espectral del 4tomo A y otro del &tomo B, el nimero total de funciones
independientes es de (2La + 1)(2Sa + 1)(2Lg + 1)(2Sg + 1). El problema ahora consiste
en reagrupar todas las funciones dadas por (14.1) y clasificarlas por los niimeros cuanticos
que etiquetan los estados moleculares. En ausencia de interacciones de tipo espin-6rbita,
los estados moleculares se clasifican por los niimeros cuanticos S, Mg para la parte de espin
y por el nimero cudntico A para la parte espacial. Este ultimo mide la proyeccién sobre
el eje internuclear del momento angular orbital. En una simetria Cy, los estados con £ A
forman base de una representacién irreducible de orden dos, excepto el caso particular en
que A = 0. La clasifiacién por A es equivalente a la clasificacién por la representaciones
irreducibles del grupo C. Los nimeros S, Mg, en cambio, miden el cuadrado del médulo
y la componente sobre un eje arbitrario del momento angular de espin. En ausencia de
interaccién espin-6rbita el acoplamiento entre los momentos angulares de espin es analogo a
lo que ocurre en un atomo.

A = Mr, + M, Ms = Ms, + Ms,

La combinacién de funciones como las de la ecuacién (14.1) que haya de resultar funcién
propia de S, y de T, solo incluye las que son compatibles con los valores de Mg y de M
correspondientes al estado molecular resultante. Notese la distincién entre las coordenadas
Z, arbitraria en el espacio, y z a lo largo de la linea internuclear.

‘PAB(Sv MSaA) =

D> c(8,Ms,A;Ta, M, SA, Ms,,Pa, Ls, M1, S, Ms,, ps))
Ms ., ML,

A (WA(LA,ML,,S5A,Ms,,pA) - YB(Le,ML;,SB, Ms,,pB))

Los coeficientes de la combinacién lineal deben incorporar todas las condiciones de simetria.
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Un caso particular es la formacién de la molécula NO a partir de los dtomos de nitrégeno
en sus estados indicados por el término fundamental #S,, y de oxigeno en sus estados 3Pgl.

Al reducir la simetria de la esfera al cilindro ha de hacerse uso del grupo doble del
Coov con €l fin de dar cuenta del comportamiento de las funciones de espin. Las cuatro
funciones que describen los cuatro estados degenerados del atomo N (#S,,) presentan cuatro
distintas proyecciones del momento angular de espin para una sola funcién espacial. Las
cuatro funciones forman base de la representacién obtenida como producto de D3y ® Doy,
del grupo SU(2). El primer factor hace referencia a las funciones de espin y el segundo
a la parte espacial. Igualmente la nueve funciones del atomo O (3Pg) forman base de la
representacién D14 ® D14. El niimero total de funciones es treinta y seis.

Al reducir la simetria al grupo doble del C.,, las representaciones irreducibles en el
supergrupo pueden ser reducibles en el subgrupo. En este ejemplo lo que se obtiene es

N : D39®D0u—>(E%EBE%)®Z_
O: D1g®Djg— (T @M (X &)

Basta ahora sumar, acoplar, los momentos angulares de espin y espacial, en ausencia de
interacciones espin-érbita independientemente.

Hspin (Ey@B;) @ (I @) = 3B, @26, 0 B;
Espacio : IT® (Z_ @ IT) =Sl

Si analizamos las componentes de espin se observa que las representaciones E% @ E% @ E%,
cada una de ellas doblemente degenerada, no son sino las seis componentes de un sextete
desdobladas en un entorno de simetria cilindrica. Por la misma razén E% @ E% describe el
comportamiento de las cuatro componentes de un cuartete y la representacién restante E%
estudia cémo se transforman las dos componentes de un doblete. En resumen, las cuatro
componentes de espin de #S,, por las tres componentes de espin de 3F‘g hacen un total de
doce funciones de espin que se descomponen en un sextete, un cuartete y un doblete.

Puesto que en ausencia de interacciones espin-érbita son constantes de movimiento el
cuadrado del médulo del espin electrénico y también su componente sobre un eje que puede
ser arbitrario, a la misma conclusién podria haberse llegado simplemente acoplando los
espines de uno y otro dtomo. En efecto, el producto de las representaciones irreducibles del
grupo SU(2)

D%g ®Dig = D%g @D%g @D%g

se descompone por la serie de Clebsch-Gordan en un sextete, un cuartete y un doblete.

La parte espacial, en cambio, requiere la simetria axial pues la constante de movimiento
no es la componente del momento angular orbital sobre una direccién arbitraria sino, pre-
cisamente, sobre el eje internuclear.

De todo ello se deduce que los estados #S,, del nitrégeno y 3Pg del oxigeno dan lugar a

los estados moleculares
GZ+, 6]—[’ 4z+, 4]—[’ ZZJr, 2]—[

! Aunque las recomendaciones de IUPAC indican que no se etiqute la paridad en el caso de estados pares
y se ponga un superindice “0” a la derecha para los impares, aqui se ha preferido indicarlo explicitamente
para distinguir las diferentes posibilidades
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lo que hace un total de los treinta y seis estados. El estado fundamental electrénico de la
molécula de NO es T1.

Si se tiene en cuenta la interaccién espin-érbita se obtiene un desdoblamiento adicional
pues la constante de movimiento es entonces la proyeccién sobre el eje internuclear de la
resultante de los momentos angulares de 6rbita y de espin. El desdoblamiento da lugar a los
niveles energéticos

P >3 Py Mz, s, ©TTs, °TTa, °TT2, °TT;
2 2 L) ) ) ) ) ) )
3 vl vl pl 2 2 pl 2 2

At AT s, MTa, Mo, T, 22T 21T, 2T
b 7 2 2 2 7 2 2

N|=

etiquetados por la proyeccién del momento angular total sobre €l eje internuclear, todos ellos
doblemente degenerados. El término espectral fundamental 2TT se ha desdoblado en z]—[% y
zﬂ%, el primero de esos niveles ligeramente por encima del segundo, cosa que la simetria
por si misma no es capaz de predecir.

El mismo argumento puede esgrimirse para dar cuenta de los estados de la molécula de
CO. Los términos espectrales fundamentales de C(3Pg) y de O(3P) dan lugar a singuletes,
tripletes y quintetes de las simetrias

(oMo (L ol = ellelloi el &A

El término electrénico fundamental de la molécula de CO, 'L, esta entre ellos.

14.2 Diatémicas homonucleares

La formacién de las moléculas diatémicas homonucleares a partir de los d&tomos indepen-
dientes requiere un tratamiento especial pues, ademas del descenso en simetria local en la
posicién de un dtomo que provoca la presencia de otro dtomo, aparece un nuevo elemento
de simetria no existente en cada uno de los dtomos por separado. Al aproximar atomos
idénticos aparece un centro de inversién en el punto medio del enlace y un plano ecuatorial
de simetria. La simetria local en cada uno de los dtomos ha descendido de la esférica a la
axial (Cv) pero, globalmente, el conjunto presenta una simetria superior (D1, ). Como el
grupo Dyt es el producto directo de C,, ® Ci, ha de indicarse qué estados resultantes son
de tipo g o de tipo u frente a la inversién en el centro del enlace formado.

El anélisis de los posibles valores del nimero cuantico de espin total no ofrece maés
dificultades que en el caso anterior. Cabe dnicamente destacar que el nimero total de
electrones serd par y, en consecuencia, los valores del ntimero cudntico S seran pares o
impares pero siempre enteros.

Si los estados de los atomos por separado son distintos, indicados por distintos términos
espectrales, (251,
los estados se duplican unos con etiqueta g y otros con u.

El ejemplo de dos 4tomos de nitrégeno, uno descrito por #S,, (4 estados) y el otro por 2D,
(10 estados), da lugar a un total de cuarenta estados contando quintetes (S = 2) y tripletes
(S = 1). Pero lo mismo puede decirse si los estados atémicos estan descritos al revés, el
primero por 2D, y el segundo por #S,. El niimero de posibles estados es en realidad el
doble. Al reducir la simetria la representacién irreducible Dy, del grupo O(3) pasa a X~

, € incluso si son distintos estados aunque sean de la misma simetria,
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en Cyy ¥ la representacion Dy, pasaa X~ @ TT1 & A. Al juntar todo resultan para la parte
espacial los estados moleculares

I elled) =rtelleA
Incluyendo la especificacién del espin, se obtienen los estados
5 5 3 3 5 5 3 3 5 5 3 3
Lo, Ly, SRy, CIE T CTI, U ST, CAL CAYL CAY CAL,

En esa relacién se ha recogido también la duplicidad g/u por la operacién inversién en el
centro del enlace. En resumen, el resultado es idéntico al que se hubiera obtenido razonando
como si de heteroatomos se tratara.

Queda pendiente el problema de dos atomos iguales en los mismos estados, descritos por
el mismo término espectral

La =1 =L, Sa =S =§, PA =P =P

con el mismo contenido energético.

El estudio del comportamiento de las funciones mencionadas en la ecuacién (14.1) frente
a la inversién espacial en el punto medio de A — B puede hacerse mediante una secuencia de
dos operaciones distintas: inversién en uno de los ntucleos seguida de una traslacién hacia el
otro.

i=Tia =T i

La correlacién entre los estados de una molécual biatémica y los de los atomos en que se
disocia fue estudiada por Wigner y Witmer y recogida posteriormente por Herzberg? La
Tabla 14.1 recoge esa correlacién para el caso en que la molécula se disocie en dos atomos
descritos por el mismo término espectral. El lado izquierdo de la tabla corresponde a los
singuletes, quintetes, nonetes, etc., mientras que el lado derecho corresponde a tripletes,
septetes, etc. Las lineas punteadas indican el limite maximo dependiente del valor del
nimero cudntico L atémico. Asi, los estados S atémicos no dan lugar més que a estados
Y, los estados P atémicos dan lugar a todos los estados moleculares hasta la segunda linea
punteada. Dos 4tomos de oxigeno descritos por el término espectral 3P (9 estados) dan lugar
a ochenta y un estados moleculares agrupados en

1 1y— 1 1 1 1
Zg) Zu) ng) Zg) nu) Ag)

3 3y— 3 3 3 3
Zi‘ Zg) nu) Zt) ﬂg» Au)

5yvy+ 5y— 5 5y+ 5 5
zg) Zua nga zg) nuv Ag

Entre estos se encuentra el estado electronico fundamental de la molécula O,, 3}:5 y los que
quedan inmediatamente por encima de este en una escala energética, 1Ag y 1}:3; estos esta-
dos son los que, de una manera aproximada monoconfiguracional, pueden ser descritos por las
funciones electrénicas que corresponden a la ocupacién orbital 10‘%J 102 20‘%J 202 30‘%J 17 17'%.

2 B. Wigner, B. B. Witmer, Z. Phys. 51, 859 (1928), G. Herzberg, Molecular Spectra and ;olecular
Structure. I. Spectra of Diatomic Molecules. 2"%ed. VanNostrand, New York, 1950
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5 Ty Ay @ Ty 5Ty Ay @ Ty
L T Ay @y LT Ar Dy
8Ty Ag g Mg A

I | DIV I

L L

Table 14.1: Estados resultantes de la unién de dos atomos descritos por el mismo término
espectral.

$=0,2,4,--- S$=1,3,5,---
+ ‘ + ~
Iy Mg Ay SOy Ty s LML Ay Oy Ty
7 7
4 7z ’ 4 7/ 4
// /// /// // /// /’/
L T Ay @y Iy Mg Ay @y
e 4 7z
/// /// . ///
+ 7’ 4 7z
Iy Mg By I | M W
7 7z 7’ 7’
L7 R4 L7 R4
v B R4 - e
v | Xy Mg,
p )
/// ///
+ .
gy b
. .
.
. .
. .

Obviamente, no todos estos estados forman ligaduras, muchos son estados repulsivos, y
el estudio de su simetria no implica que los experimentalistas hayan sido capaces de identi-
ficarlos pero si puede decirse que los que se han identificado corresponden a las previsiones
tedricas.

14.3 Moléculas poliatémicas




ca LD

Estadistica nuclear. Efecto

isotopico.

Al estudiar los grupos de las permutaciones se ha puesto de manifiesto que los conjuntos
de particulas idénticas han de ser descritos por funciones de onda que cumplan la condicién
de ser simétricas o antisimétricas frente a las permutaciones dependiendo de su carécter
bosénico o fermiénico. Tienen el carater bosénico las partiaculas elementales cuyo momento
angular de espin lleva asociado nutimeros cudnticos enteros y son fermiones las particulas
elementales con espines semienteros. La simetria frente a la permutacién ha de entenderse en
el sentido de que la funcién que describe a varias de esas particulas debe mantener su signo
al permutar las coordenadas espacio-espin de dos de ellas si son bosones y debe cambiar de
signo si son fermiones.

Los electrones son fermiones y las funciones que los describen han de cumplir el Prin-
cipio de Antisimetria. La forma general de las funciones electrénicos en un atomo o en
una molécula consisten en una superposicién, combinacién lineal, o interaccién de configu-
raciones. En la versién aproximada mas simple, la de una funcién monoconfiguracional, ese
Principio de Antisimetria se reduce a un Principio de Exclusién.

Pero los ntcleos también poseen su propio espin nuclear. Ademés de masa y carga
eléctrica poseen un momento angular intrinseco capaz de interaccionar, de acoplarse, con
otros momentos angulares presentes en la molécula y de dar lugar a otras propiedades fisicas.
Es cierto que frente a los momentos dipolares magnéticos electrénicos, los debidos al espin
nuclear son mucho més débiles. El magnetén nuclear en que se suele medir ese momento
magnético es del orden de mil ochocientas veces menor que el magnetén de Bohr en que se
suele presentar el momento magnético electrénico. Esa debilidad no impide que una buena
parte de las técnicas de estudio de los sistemas moleculares estén precisamente basadas en
los efectos debidos a los espiunes nucleares.

Como ocurre con otros momentos angulares, el estado de espin de un niucleo se identifica
mediante dos nimeros cuanticos, I y My, que pueden ser enteros o semienteros. El primero
mide el cuadrado del médulo y el segundo su proyeccién sobre un eje. Como en el resto
de los casos los valores permitidos de My van desde +I hasta —I cambiando de unidad en
unidad. Los ntcleos con nimero mésico par tienen valors de I enteros y son bosones, los de
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namero masico impar lo tienen semienteros , por tanto, son fermiones.

Desde el punto de vista de la simetria los (21 4 1) estados nucleares que tan solo difieren
en la proyeccién del momento angular de espin sobre un eje, caracterizados por funciones
[W(I,M1)), forman base de la representacién irreducible D; de dimensién 21 4 1 del grupo
SU(2) o, si se prefiere, del grupo doble de O(3).

15.1 Cuadrupolo nuclear

La primera propiedad a la que se va a dedicar atencién es el de los momentos eléctricos
permanentes del nicleo. Sin entrar a razonar acerca de cémo estén distribuidas las cargas
en el interior del nicleo y cémo son sus movimientos que dan lugar a momentos angulares,
se puede comentar sobre los efectos que produce en su entorno.

Las cargas eléctricas presentes en el nicleo se manifiestan a su entorno no solo como de-
bidas a una carga puntual total, sino como debidas a una distribucién de cargas en el espacio.
Las propiedades eléctricas, denominadas momentos multipolares, vistas en apartados an-
teriores referidas a la distribucién espacial de los electrones, estan también presentes en los
nicleos.

Los momentos multipolares eléctricos son cantidades tensoriales cuyas componentes carte-
sianas se identifican con un ntimero creciente de indices. Utilizando en cambio funciones
complejas un momento de orden 1 tiene 21 + 1 componentes identificadas con el ntmero
cuantico m; que puede valer desde 1 hasta —1.

Los operadores asociados a esas cantidades fisicas, ﬁl,mu se transforman frente a las
rotaciones en tres dimensiones, grupo O(3), generando las representaciones irreducibles Dy,,.
La paridad esta vinculada al valor de 1. La carga total, el momento cuadrupolar y, en general,
los momentos de orden par son invariantes frente a la inversién del sistema coordenado. El
momento dipolar, el octopolar y los de orden impar forman base de representaciones que
llevan el subindice u.

Las relaciones de simetria no nos pueden informar de cuénto valen los momentos eléctricos
de un sistema de cargas. Pero si pueden decir qué cantidades ha de ser necesariamente nulas
y cudles pueden ser distintas de cero. En €l caso de los nicleos, las cantidades

<(DI,M[ | ﬁl,ml |(DI,M[>

pueden ser distintas de cero si el integrando es totalmente simétrico o contiene una contribu-
cién que lo sea, es decir, si hay una contribucién que se transforme frente a las operaciones
del grupo SU(2) como la representacién irreducible Dy. Puesto que la paridad del bra y
del ket es la misma, su producto es invariante frente a la inversién, los imicos momentos
multipolares ditintos de cero son los de orden par. La serie de Clebsh-Gordan indica que
el producto de la representacién irreducible D; por si misma da lugar una representacién
reducible que se escribe como la suma directa Do @ D1 & -+ @ Dy;. Si cada una de esas
contribuciones se multiplica por la representacién irreducible D; se llega a la conclusién de
que la carga total, Dy, siempre puede dar un valor no nulo, lo cual es una obviedad. Pero,
para que el momento cuadrupolar (1 = 2) sea distinto de cero se requiere que el niimero
cuéntico I sea igual o superior a la unidad, para que el momento hexadecapolar (1 = 4)
sea ditinto de cero se necesita que I > 2 y asi para los de orden superior. En resumen, los
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valores no nulos de las propiedades eléctricas de los ntcleos estdn vinculados por razén de
la simetria a los espines nucleares.

Los momentos multipolares superiores de los ntcleos son dificiles de determinar exper-
imentalmente. Pero los efectos de los momentos cuadrupolares se manifiestan en una gran
variedad de observaciones pues interaccionan con campos externos ho homogéneos y dan lu-
gar a estructuras finas e hiperfinas, por ejemplo, en espectros de pura rotacién molecular, de
NMR, etc. Los niicleos de 2H (I = 1), de "N (I =1) o de 3°Cl (I = 3/2) poseen momentos
cuadrupolares no nulos.

En un sistema de ejes principales del tensor momento cuadrupolar, dada la simetria
de la distribucién de carga y que el tensor ha de tener traza nula, un dnico pardmetro
sirve para dar cuenta de esa magnitud tensorial. Los valores positivos o negativos de ese
dato deben interpretarse en el sentido de que la distribucién de carga eléctrica en el nicleo
correspondiente es largada o achatada.

15.2 Moléculas biatomicas

Al formar una molécula biatémica, los electrones deben estar descritos por una funcién
antisimétrica frente a sus permutaciones. Pero la misma condicién de simetria/antisimetria
rige para los nucleos. En una aproximacién que separa los movimientos de los electrones
frente a los de los ntcleos y estos, a su vez, en traslacién, rotacién y vibracién, la funcién de
onda total es un producto de factores cada uno de los cuales describe uno de esos movimientos
y ademas de un factor que describe los ntcleos.

lyAfB = lyt'ras lyrot lyvib Welect lynuc

El factor traslacional puede omitirse sin que ello afecte a los razonamientos que siguen.

Permutar los dos ntcleos equivale a una transformacién del sistema de coordenadas. Si
situamos el origen del sistema de coordenadas en el centro del enlace e identificamos el eje
internuclear como eje z, un punto en el espacio estd dado por las variables (1,0, ) en que
¢ es el angulo girado alrededor del eje internuclear. La permutacién de los nticleos puede
identificarse con la transformacién (0, p) — (m— 0, d + 7). Esa transformacién afecta a los
factores electrénico, rotacional y nuclear.

Los estados electronicos singuletes totalmente simétricos no cambian por la permutacién
mencionada. La funcién nuclear, en cambio, merece un estudio pormenorizado.

Si los dos niicleos son idénticos, al intercambiar los nicleos, la funcién que describe al
conjunto de toda la molécula debe conservar el signo si se trata de bosones y cambiarlo en el
caso de fermiones. El caso mas sencillo es el de dos niicleos de 'H formando una molécula Hs.
Los valores del ntmero cuéntico I individual son % para ambos nucleos. Es decir, se trata
de fermiones. Al acoplarse dan lugar a espines nucleares totales identificados por nimeros
cuanticos I = 1, 0, lo que, en terminologia de estados electroncos, se llamarian triplete y
singulete. El triplete tiene tres componentes, M| = 1,0, —1 mientras que el singulete solo
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tiene una. Las funciones que las describen

1=1 1=0
a(A) o(B)
(x(A)B(B) + B(A) x(B)) (x(A) x(B) — B(A) x(B))
B(A)B(B)

son simétricas las que corresponden al triplete, [ = 1, y antisimétrica la que corresponde al
singulete, I = 0.

La funcién que debe cumplir el principo de simetria-antisimetrtia es la funcién global,
producto de los distintos factores asociados a contribuciones energéticas independientes. En
este ejemplo de niucleos fermidnicos, la funcién debe cambiar de signo al intercambiar los
niicleos. De todos los factores presentes en la funcién de onda global, la parte electrénica
y vibracional no se ven afectadas. Queda el factor asociado a los movimientos de rotacién
molecular. Las funciones de rotacién molecular de una molécula lineal son los arménicos
esféricos, Yy m, (0, ). Frente a la transformacion (0,$) — (m— 0, + 7). los de indice |
par no cambian de signo mientras que los de indice impar cambian de signo. Para que la
funcién de onda total cambie de signo al permutar los nticleos se requiere que las funciones
pares de los ntucleos vayan multiplicadas por funciones impares de rotacién y, al revés, las
funciones impares de los nidcleos vayan multiplicadas por funciones de rotacién de ] par.
Dicho de otra manera, la simetria de los estados nucleares impone limitaciones a los posibles
estados rotacionales. Eso afecta a las propiedades térmicas macroscdpicas del gas formado
por moléculas H, pues en la muestra coexisten moléculas que pueden almacenar energia
térmica de distinta manera, como si de especies quimicas distintas se tratara. Las moléculas
en que I = 1, con estados rotacionales de ] impar, se conocen como orto-hidrégeno (o — Hy);
las que corresponden a I = 0, con estados rotacionales de ] par, se conocen como para-
hidrégeno (p — Hy).

La transformacién de una forma del gas hidrogeno en otra es lenta y dificil en ausencia
de catalizadores. Por ello es posible aislarlas y estudiar cada una de las formas por sepa-
rado investigando sus propiedades termodinadmicas. La funcién de particién del conjunto
microcanénico es un producto de factores cada uno de los cuales incorpora una de las formas
de almacenar energia en las moléculas. Los factores nuclear y rotacional han de estudiarse

juntos.
3 2m+1)((2 164
Anrot = 3 Z 32(2m+1)+1) exp <_( m+1)((2m+1)+1)0 t)
m=0 T
3 Zm(zm + 1) ®rot
+ 1 mZ:O (2(2m) + 1) exp( - )

Al expresar ] en la forma 2m el primer t|’ermino suma para valores impares de ] y el segundo
para valores pares. La primera suma es la contribucién de o — H, con estados impares de
rotacién y la segunda es la de p — H;. A muy bajas temperaturas los niveles rotacionales
no llegan a ocuparse y todas las moléculas, el 100%, deben estar en la forma p — H, que
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es la dnica que permite el nivel energético rotacional | = 0. A temperaturas altas, la
ambiental lo es, estan poblados niveles energéticos superiores de rotacién; la poblacién debe
ser aproximadamente un 75% de la forma o —H; y solo un 25% de la forma p — H, que es la
relacién entre estados nucleares pares e impares. A temperaturas intermedias la proporcién
de las poblaciones de ambas formas varia entre esos dos limites. Pero como la interconversién
es dificil, las medidas experimentales pueden realizarse sobre uno de estos colectivos:

e La forma o — H».
e La forma p — Hy.
e La mezcla de ambas formas con la composicién de equilibrio a cada temperatura.

e Lia mezcla de ambas en la proporcién 3:1 que es la de quilibrio a temperatura ambiente.
Corresponde a un falso equilibrio y situacién metastable.

A efectos practicos, y siempre que no se trabaje a temperaturas muy por debajo del
ambiente, se puede prescindir de la contribucién nuclear pues los procesos quimicos no suelen
cambiar su estado. Al mismo tiempo se corrige la funcién de particién rotacional teniendo
en cuenta que solo contribuye uno de cada dos estados. La funcién de particién rotacional
para moléculas biatémicas suele aparecer en los textos de Termodindmica Estadistica en la
forma

1 T

0 B0t

Jrot

donde se ha introducido un factor de simetria o que vale la unidad en la generalidad de los
casos y vale 2 en el caso de ntcleos idénticos. De esa forma se pueden calcular correctamente
contribuciones a la entropia, a la energia de Gibbs y a las constantes de equilibrio de las
reacciones quimicas en que esa especie participa.

Se puede generalizar estudiando el caso en que los niicleos sean de la especie isotdpica
2H, deuterio. En este caso el momento angular de espin nuclear individual viene dado por
el valor [5 = Ig = 1. El momento de espin nuclear resultante corresponde a los nimeros
cuanticos I = 2,1,0 de acuerdo con la serie de Clebsch-Gordan. Las funciones asociadas a
[ =2y al=0son simétricas frente al intercambio de ambos nticleos. Hacen un total de seis
funciones. En cambio, las tres funciones asociadas a I = 1 cambian de signo al permutar los
niicleos. La especie quimica *H, presenta, a temperaturas altas, formas orto y para en la
proprocién 6:3. Las formas orto permiten estados rotacionales con | impar y las para con ]
impar. La funcién de particién es la misma que la anterior excepto los factores 6 y 3 donde
en la ecuacién anterior aparecen 3 y 1.

En general, moléculas biatémicas homonucleares con espin nuclear individual con [5 = I
presentan formas orto con valores de [ = 214, 2Iao — 2,...160 y formas para con valores
de I =215 —1,2I5 —3,...160 . A altas temperaturas, la proporcién en equilibrio entre
las formas orto/para esta en la relacién (Io + 1)/Ia. Las relaciones %, %, %, %,
pueden encontrar al relacionar las dos primeras lineas de la Tabla 13.1. Alli los valores de
n, corresponden a la dimensién 215 + 1 de la representacién irreducible generada por las
funcipones de wspin de uno de los n'ucleos, la primera linea corresponde a la parte simétrica
de las funciones de ambos ntcleos y la tercera linea a la parte entisimétrica.

s€
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15.3 Moléculas poliatémicas.
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Pendiente

16.1 Reglas de Seleccién en Atomos
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