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1 Multipols d’una distribucié de carrega sotmesa a un camp
electric extern

Considerem unes fonts llunyanes que generen un camp eléctric F' i un potencial ¢(r) en la regié d’interes.
En aquesta regié on no estan les fonts, el potencial serd solucié de I'equacié de Laplace, V?¢ = 0.

Considerem que en la regié d’interes hi ha una distribucio rigida de carrega i que aquest potencial actua
sobre ella. Podem escriure l'energia E d’interaccié en la forma:

£~ [ o)ty 1)

si la distribucié és continua o

E=Y 4 (2)
J
si és discreta.

Si considerem lorigen de coordenades en un punt ro (per exemple el cdm del sistema o algtn altre punt),
podem desenvolupar el potencial ¢(r) en serie de Taylor:

bj=do+ Y <gz)o(aj040)+21!a 29; Z<8i2§6>0(04j040)(5j50)+-~ (3)

a=wz,y,z

i, per tant, I’energia d’interaccié queda:

2
E:%Z%’Jr > <gz>ozqg‘(aj—ao)+21! > (ai§6>OZQj(aj—ao)(ﬂj—ﬂo)er(4)

a=x,y,z a,B=z,y,z

on definim els moments de la distribucié de carrega! o multipols:

monopol : g = Zj q;

dipol : Ha = Zj q;j(c; — ao)

quadrupol : Qs = 3, a5(a; — ao)(3; — fh)

octopol : Rapy=22;4i(c; — a0)(Bj — Bo) (v — 0)
n — pol :

Per definicié, aqusts moments sén simetrics respecte el bescanvi d’indexos. Per exemple, Quy = Qya,
Ryyy = Ryay, etc.

1Els anomenem moments per analogia amb els moments d’una distribucié estadistica f(z): pp = f(x — a)* f(x)dx, de
manera que puo = 1, p1 és la mitjana, puo la varianga, etc.



Es convenient redefinir els multipols tenint en compte 1'equacié de Laplace, V2¢ = 0. Monopol i dipol
mantenen la definici6. Respecte al quadrupol, tenim en compte 'equacié de Laplace, V2¢ = 0 que

reescrivim en la forma:
%:5 P aigﬁ =0
— (137“’2;5@,5(;9:{?5 = 0
— (1;7"12;60"5@8:@% =0

Portant (5) al tercer terme de 1’eq. (4) i anomenant o = a — g, 8/ = 8 — Py, tenim que:
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a,B=x,y,z a,f=x,y,z a,f=x,y,2 J
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Comprovem que el tensor O, presenta traga zero:

2

J J

Z@aa =0 + 0y, +06,, = Z %[31;;2 — r;z + 3;,;.2 — r;,z + 3;/;32 2 Z %J

—3r?]=0

Abans d’abordar la definicié d’octopol considerem de nou l'equacié de Laplace, V2¢ = 0 que reescrivim

en la forma:
L= S tnsgag = 20 S bn gy =
’Ba 3[3 “aﬁay 7 gady

Per tant,
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Es a dir,

a,B,y a,B,y

Per tant, és zero la quantitat L definida per:
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a, B,y

Portant (10) al quart terme de ’eq. (4) i anomenant ¢ a ( aaaaggay)
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Comprovem que el tensor 2,3, presenta traces zero. Per exemple
Z Qupp = [Quwe + Voyy + Quzz] = [(brwz — 32r?) + (5oyy — 2r?) + (5wzz — or?)] = bar? — 5ar® =0
B

Hem definit una serie de multipols que presenten simetria respecte el bescanvi d’indexos i, a més, presenten
traces nul-les. En termes dels nous moments l’energia d’interaccié resulta:
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1.1 Origen de coordenades

Si independentment de l'origen triat per a definir-lo, un moment multipolar és nul, aleshores el mo-
ment multipolar previ també ho és. Per exemple, des de p, = 0 concloem que Y ; gi(o; — ap) =

dia0y — o)y ;q; =0
Si resulta que o no canvia en caviar ag cal que Zj q; = 0.

Si independent de l'origen triat per a definir-lo, un moment multipolar és nul, aleshores el moment
multipolar segiient, si no és nul, és independent de 'origen de coordenades. Per exemple, des de o =0
tenim que

Qaﬁ = ZQJ —Oéo BOZQJ ZQJ —Oéo ZQJO@BJ

1.2 Desenvolupament multipolar del potencial d’una distribucié de carrega

Si tenim una distribucié rigida de carrega, aquesta produeix un potencial en un punt P allunyat?
1 Qj 1 qJ'
47eg zj: R; 4meg zj: |r — r;| (12)
Desenvolupem 1/R; = 1/|r — 1| en serie Taylor [f(a + z) = f(z) + af'(x) + ...] al voltant de r’ = 0:

ot () AT (S s

—fmexe () i e (G )+ "
Com que )", 0o (8;((116/5)) =>. (%) = 0 tenim que:

i (54) - B (55) o

B

op

Per tant,

P(T)d/

2Si la distribucié de carrega és continua, aleshores, ¢pp = f Tr—r]



_ 1 ! Q! 12 82(1/7")
= 3aﬁ (304ﬁ 5a5) (8@85
1
= 32 9as VaVal(l/r) (16)
o,

Amb aquest tipus d’arguments, l’eq. (14) es transforma en:

VI Zuava am+ L Z OasVaVs (1/7) +
R r 1 3
q oo
= - Z n—l > gaﬂ L VaVs...V, (1)r) (17)
n=1 aB v
Realment, com 47eg ¢pp = Z g;/R;, hem de sumar sobre ”j”, o integrar en cas de distribuccié continua

de carrega. Per exemple,
1
Oup = /lp(r’)ﬁ (3a/ B — 1'% 54 5)dv’ (18)

1.2.1 Quadrupol @ escalar

Com O, té traga nul-la resulta que O, +0,, = —0.. Si el sistema presenta simetria axial i definim el
sistema de coordenades amb l'eix z al llarg de I'eix de simetria, aleshores © queda diagonal, ©qg = Onadas
iamés Oy = Oyy. Per tant, ©,, = —2 0,, = . Aleshores, el potencial generat pel quadrupol, tenint

en compte que, 32( )
1/r)\ i 2
( 0adp > Copd (308 =10ap),

queda:
= IS0V () = —2 QL (VEHVE) (1)) + = QVE(1/r)
3 & apYas 3¢\ e Yy 3¢ s
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_ Qi 2 273 2 r? §2 ﬁ
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_ QLI (9, 35\ _pllga o
T 30 <2Z 2" ) = Q3B o)
= Q(3 201 19
= 5,5(3cos -1 (19)

Per aixo de vegades s’anomena moment quadrupolar a 'escalar Q).



1.3 Simetries

El multipols sén tensors simetrics respecte el bescanvi d’indexos i tenen traca nul-la. Respecte de la
inversié el multipols senars sén de simetria u, mentre que els multipols parells sén de simetria g. Per
aix0, qualsevol distribucié de carrega amb centre de simetria presenta tots els seus multipols senars nuls.

Si ens referim al grup de 'esfera, el moment dipolar té la mateixa simetria que el vector de posicié r
(D1y). El segiient moment multiplolar, el podem interpretar com productes r * r, i en particular, pro-
ductes simetrics, atesa la simetria respecte del bescavi d’indexos. Per tant sera base de la part simetrica
del producte D1y, * D1y, és a dir, {D%,][2]} = Doy ® D2,. A més, aquest tensor presenta traga nul-la, és
a dir, és zero I'invariant Dyg. Per tant, © és base de Dy,.

El moment octopolar 2 el construim simetritzant la tercera potencia de r. Per tant, les seues compo-
nents seran base de {D?,|[3]} = D1, @ Ds,. Perd a més té tres traces nulles: Y. Qaap = >, Qapa =

Za QBQ(X =0.

Aplegats a aquest punt paga la pena adonar-se que la traca d’un tensor és un altre tensor de les mateixes
dimensions (I’espai tridimensional en el nostre cas) perd dues unitats inferiors. Qualsevol tensor d’ordre
tres, simetric respecte el bescanvi d’indexos (Quas = Quga = ...) presenta les tres traces identiques:
Dg = Za Qoap = Za QaBa = Ea Qgaq- Aquesta traga Dg és un tensor que presenta tres components,
com el dipol, que es tranformen com D1,, i que en el nostre cas del moment octopolar §2 sén zero, cosa
que fa que 'octopol tinga tan sols 7 components que es tranformen com D3,,.

En el cas del moment hexadecopolar ®,4.s tindrem {D7,|[4]} = Do, & Doy & Da,. Les seues traces sén
un tensor dues unitats inferiors {D?,|[2]} = Do, ® D24 que és nul, cosa que fa que @, 444 siga base de Dy,.

Per a determinar les irreps de les que aquest tensor formen base quan la distribucié de carrega presenta
una simetria inferior a 'esfera acudirem a les taules de reduccié de simetria.

Descomposicié de les irreps de K (O(3))

DOg DOu Dlg Dlu D2g D2u

I A, Ay Ty Ty H, H,

On Ay A Ty, T1u Ey @ Ty E, @ Tsy

Tq Aq Ao Ty T EeT EpTy

Dep, Ay A Azg ® Eng Azu @ Eru A1y ® E1yg ® Eoy A1y ® Ery @ Eoy
Dgq Ay B Az @ Es By @ Ey A1 ®E @ Es B1® E1 @ Ey

Dsp, 1 AY 2 ® EY 2 @ E; 10 Ey © EY 1©E @K
Dsq Ay A Azg ® Eng Azu @ Eru A1y ® E1yg ® Eoy A1y ® Ery @ Eoy
Dan | Ay Aru Azg @ Ey A2y ® Ey A1y @ B1yg @ B2y @ Ey A1y ® Biu @ Bou @ Eu
Dyq Ax B Az @ Es By @ Er A1 ® Ex @ E3 B1 @® E1 @ Es
Dsh i A/ll /2@ E// /2/@ El i @ El @ E// {l/ @ El @ E//
Dsgq Alg A1y Agg ¢ E,; Az @ F, Alg @ 2E, A1, ©2E,

Do | Ay Ay Big® B2y ® B3y Biu® Bow ® Bsw 2A3 @ B1g @ Bag ® B3y 2Au @ Biu ® B2y @ Bsu
D2y Ar B A2 E B FE A1®B ®B:dFE AT®A BB E
Doon | &F = ¥, el ST eIl el e A, Y, oI, & A,

Resulta sorprenent a primera vista que aquesta série de tensors i els orbitals atomics formen bases de les
mateixes irreps. Pero no ho es tant si expressem aquests tensors en coordenades esferiques. Per exemple,
0,, = %Z] q; (323 —13) = %Zj qj(3cos® 0 — 1)r3 presenta la mateixa} part ang}llar que l’orbit.al C.lzz.
Tanmateix, com G4, + O, + 6. = 0, sols ens queda una component linealment independent. Si triem



Opz — Oyy = % Zj qujz 3sin? 0 cos 2¢, trobem la mateixa part angular que Porbital dya_ye.

. e/ o N . N . . .
Si anomenem YEW/L als hamonics esferics reals, els moments multipolars (reals) que hem definit poden ser
reescrits en la forma

efo ) e/o cos mo ,
=S vl b vl = { O P cos) (20)
J
Podem igualment definir moments dipolars complexos
Qem =Y 475 Yom (21)
J

on Yy, son els harmonics esferics.

En termes d’aquest multipols, quan els harmomics esférics estan escrits d’acord amb el criteri standard

(de Condon-Shortley) el potencial pot ser escrit en la forma?:
1 1 4 .
0= 4reg Z P (2£ + 1> QYo (22)
£m

1.4 Polaritzabilitats

Hem definit els moments multipolars considerant una distribucio rigida de carrega en presencia d’un camp
electric extern inhomogeni,

1 1
EZQ¢O_ZN¢1FQ_§Z®Q5F&5_QZQQ/B’YF(;%W—F... (23)
a .8

B,y

on hem introduit el camp eléctric i les seues derivades F,, = Vo0, F, 5 = VaVpo, etc.

Si considerem que la distribucié de carrega pot ser influenciada pel camp extern F' i els seus gradients

F’, F” ..., de manera acorde, els multipols canviaran també amb el camp:
0 1 1 / 1 /
o = fo + ZaaﬁFﬁ + 5 ZﬁQB’YFﬂF’Y + ...+ g ZAQ;B,YF&Y + g Z Ba[g;,ﬂ;FgF,yé + ...
B By By B:v,6
1
Oap = 935 + ZA’WOZBF’Y + Z Caﬂ;wSFA//& + 9 ZBwi;aBFvFé +..
Y 7,6 7,6
QQB"/ = Qgﬂ,y + ZE‘S;O"@'YFé +...
&

La magnitud a5 = (a“") = ( 0°p ) s’anomena polaritzabilitat. La resta sén hiperpolaritzabilitas,
0 0

9Fs OF,0Fs
com e.g.
Avas = (agaﬂ> :<83E>
’ 9E, ), OF,0F; |
_ OPE
Papy = <8FQ6F@8F7>O
etc.

3Detalls en D.A. Varshalovich, Quantum Theory of Angular Momentum, World Scientific 1988 p.133



La polaritzabilitat « i les hiperpolaritzabilitats 3, v, etc. sén simetriques respecte del bescanvi d’indexos.
Les altres, com ara A3, Cag;ys, €tc. ho son respecte el bescanvi dintre de cada subconjunt.

1.5 Simetries de les polaritzabilitats

El moment dipolar pu, = (%) és un vector (derivada d’un escalar respecte d’un vector) que forma base

de Dy,. La polaritzabilitat ang = (gLFZ) = (31,8276%%) és dues voltes la derivada de ’escalar energia
0 e 0

respecte del camp electric. Per tant, la polaritzabilitat serd base de D?,, i, més concretament, per ser aqg
simetrica respecte el bescanvi d’indexos, base de {D7%,](2]} = Do, & Day.

La polaritzabilitat o presenta 6 components linealment independents, una isotropica (base de Dyg) que
sera la traca del tensor i les altres cinc que formaran base de Dyy. Si definim ajpy = %(am + oy + azz)
tenim:

Qgy  Qgy Oy 1 0 0 Qggy — QM gy Oy
Qyy Oy Qu | =ap [0 1 0 + Oy Oy — Q0 Oy (24)
Opy  Qzy 0 01 Qzg Qzy Qzy — QM
3 3 _
De manera semblant, 8,5+ sera base de {D?,[[3]} = D1y ® Ds,.

En el cas del tensor A, = ((9}7‘;’%) , com F és base de Dy, mentre que [, 5 és un tensor de traga
apB /0

nul-la, base de Dy, tenim que A,,ng sera base de Dy, ® Dag = D1y @ Doy @ D3, En la taula adjunta
incloem la simetria de les primeres polaritzabilitats.

Polaritzabilitats bases de Kp, (O(3))

Polaritzabilitat | components base de descomposicié
Qap 6 {D1L.I[2]} Dog @ Dag
Baﬁ'y 10 {Dzl))u|[3]} Dy @ D3u
YaBys 15 {D%u|[4]} DOQ & D29 ® D49
Aaipy 15 D1y ® Dyy D1y @ Doy @ D3y
Bagiys 30 {D3,|[2]} @ D2y Dog & D1y @ 2Dsg & D3g & Dag
Capire 15 {D3,[21} Dog @© Dag ® Dagy
Eo.8vs 21 Dy, ® Ds, Doy @ D3 @ Dag

Per coneixer les propietats de tranformacié d’aquests tensors en sistemes de carrega amb simetria inferior
hi ha prou en acudir a les corresponents taules de reduccié de simetria.



