1 Afegits a TG

1.1 Rotacié de funcions vs.
TG 4.2
En la secci6 4.2 de TG es va definir I'accié d’una operacié de simetria sobre
una funcié:
Orf(z) = f(R™'a). (1)

Ara afegirem un parell d’exemples concrets. Considerem la funcié f(x,y) =
22y, que ve representada en la figura 1(a). Imaginem ara que fem una rotacié

rotaciéo del seu argument:
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Figura 1: Representacié de la funcié (a) 22y (b) y%x.
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d’angle 7/2 sobre la funcié!, deixant els eixos fixos. El resultat ve representat
en la figura 1(b). Ara bé, aquesta mateixa figura correspon a la representacié de
la funcié f(x,y) = y?z, com es pot comprovar amb el Mathematica escrivint les
ordres Plot3D[z%y, {z, 3,3}, {y, —3,3}] i Plot3D[y?z, {z, 3,3}, {y, —3,3}],
que sén les que han estat usades per a generar les esmentades figures. Ara
comprovarem que aquest resultat es correspon amb el resultat algebraic que
proporciona I'equacié (1) quan és particularitzada a la rotacié d’angle 7/2 de
la funcié f(z,y) = 2%y. En efecte

Ory2f(2.y) = [(Rorpa(w,y) = f(=y. ) = (—y)*.(2) = ¢’z
L’equaci6 (1) podem reescriure-la en la forma equivalent:

Orf(Rz) = f(R™'Rz) = f(x)

(2)

3)

Aquesta equacié ens diu que si girem funcié i argument el resultat és no fer
res. En efecte, la figura 2 mostra els grafics que proporciona el Mathematica
en representar la funcié sin(z) en el interval (0,27) i la la funcié sin(z 4+ 0.37)
en el interval (0 — 0.3, 2 — 0.37) que sén, com era d’esperar, iguals.

LConsiderem positiu el sentit horari de la rotacié.

Plot [Sin[x], {x, 0, 2}, Axes- Fal se] Plot [Sin[x+0.3x], {x, -0.3x,2 n-0.3x}, Axes - Fal se]

Figura 2: Rotacions en la funcié sin(z).

1.2 Un exemple de vectors axils base de representacio:
TG 4.2

El vectors axils com ara el moment angular L=FA P, la velocitat angular
G = 7 A 9/r? el camp magnetic B = 6 A ff, etc. poden representar-se, en
general, com el producte vectorial de dos vectors polars (entenent per vector
polar aquell que presenta les mateixes propietats de transformacié que el vector
de posicié ¥ = (z,y,z2)). Aleshores, les components d’un vector axil R que
escrivim com el producte R=PA Q seran:

Rz = Pm’Qy - Psz (4)
Rx :Psz _PzQy (5)
Ry:PzQx_Psz

Considerem el grup Cjs, i estudiem com varia R, sota les operacions del grup
(sabent que P i @ es transformen com 7= (z,y, 2)):

E(R,) =R,

Uyz(Rz) = UszwazQy - UszyUyzQw = _Pwa - P’L/<_Q£E) =-—Rz
(7)
C3(R,) = (Pycosf + P, sinf)(—Q, sinf + Q, cos 0)—
(—Pysinf + P, cos 0)(Q cos b + @, sinb)

En resum, els caracters de les distintes operacions sén: x(E) =1, x(C5) =1
i x(o) = —1, que corresponen a la representacié As.



1.3 Representacions unitaries per a les operacions de
simetria: TG 4.4

Considerem un conjunt de vectors {o; } ortogonals (@Tv_j’- = 0;;). Recordem que
les operacions de simetria R no canvien longituds ni angles. Aleshores,

6i; = (Ruy)!(Rv)) ZD,,U R)*v1. Dy (R)v;
= Zij(R)*Dlz )ok = ZDk] )" Dyi(R)
kil
)Dii(R) = (D'D);4, (8)

= ZDJT'k(R
k

cosa que demostra que D és unitaria

1.4 Un exemple bidimensional on s’evidencia la tria de
representacions unitaries per a les operacions de
simetria: TG 4.4

Comencem recordant que una operacié de simetria no pot canviar la longitud
d’un vector, ates que les simetries sén operacions que deixen el sistema en una
situacié indistingible de la situacié que tenia abans d’aplicar-li-les, i, 0bviament,
un canvi de longitud és un efecte distingible. Considerem una operacié de
simetria que actua en el pla R? i estd representada per la matriu:

(9)

. a .
Aquesta matriu actua sobre vectors [ ] , de components a i b en una base

b
ortonormal (7,7). Demotrarem que aquesta matriu ha de ser ortogonal, i.e.
AA' = 1. En efecte, considerem un vector qualsevol de norma unitat en R?

[ C.OSG ] . Transformem aquest vector amb A,

sin 6
a1 a2 cosf | | ajpcosf+ajesind | | w (10)
as1 a9 sinf | | ag;cosl +agesind | | wus

Com el vector resultant ha de ser un vector de longitud unitat, tenim que

u? +u =1, ie,
a3, cos? 0 + a?y sin® @ + 2a;1a15 sin 6 cos A+
+a3; cos? 0 + a2, sin? @ + 2ag1a90 sinf cos § = 1
(11)
— cos? 0(a?, + a3,) + sin® 0(a?, + a3,)+
+2 sin 6 cos 0(&11(112 + (121(122) =1.

Aleshores els factors de sin? 6 i cos?# han de ser la unitat mentre que el de
2sin 0 cos 0 ha de ser zero per a qualsevol valor de 6. Ag¢o que equival a dir que
AAT =1, 0 el que és el mateix A~' = At com voliem demostrar?.

1.5 Modes normals: un exemple simple: TG 5.6

Una molecula diatdmica monodimensional® formada per dos atoms de massa
unitat (m = 1) units per un potencial harmonic amb constant de forga
unitat (& = 1) i distancia d’equilibri zero (r. = 0) presenta una energia

2, Si anomenem z i y les coordenades dels atoms, aquesta

potencial 2V = r~.
energia potencial podra ser reescrita en la forma 2V = (y—x)? = 22 +y? —2zy.

Procedim a calcular els modes normals. En primer lloc, determinem la ma-

2
oV _ —1, etc.

. . . 2
triu de segones derivades del potencial: V,, = %T‘; =1,V = 590

La matriu de segones derivades resulta:
1 -1
(47

Ates que V' és una matriu simétrica hi ha un canvi ortogonal O de coorde-
nades, des de (z,y) a unes noves coordenades (t,v),

(12)

=l ) @
v Oyz  Oyy Y
en termes de les quals V resulta diagonal. Esa dir, existeix O, amb Ot = O,

tal que OVO! = A.

2Notem que no hem demotrat que A és unitaria sino ortogonal. Les matrius ortogonals
sén matrius unitaries amb coeficients reals. Si en lloc de considerar transformacions del pla
real R2, considerem tranformacions de ’espai complex C2, aleshores raonaments similars
ens portarien al caracter unitari de la tranformacié A.

3Aquest exemple estd extret de J. Planelles, I. Climente i J.G. Diaz, Espectroscopia,
Publicacions de la Universitat Jaume I, 2002



Procedim a trobar la transformacié ortogonal O de coordenades que la di-
agonalitza V', per a la qual cosa resolem l’equacié d’autovalors de V:
-1

1-A
det[ 1 1_)\]:0.

Aquesta equacié presenta dues solucions: A = 0 i A = 2. Els autovectors
normalitzats associats a aquests autovalors A = 0 1 A = 2 sén, respectivament,

(14)

S e
V2 V2

En altres paraules, les noves coordenades (¢, v) estan relacionades amb les orig-
inals (z,y) d’acord amb:

_ 1 1

1

(16)

v =

Figura 3: Coordenades cartesianes i coordenades normals en una molecula
diatomica monodimensional.

En forma matricial podem escriure:

BEERIA -

Una vegada determinat O comprovem que retrobem els autovalors de V' en la
diagonal de A:

. > % 1 17| % ~0 0 0
AZOVO - 1 1 1 1 1 1 - 0 2
V2 V2 - V22

(18)
Si ens fixem, la matriu O representa una rotacié dels eixos coordenats
de 45° (vegeu Figura (3)), de manera que la nova coordenada t representa

desplacaments que no fan variar ’energia potencial V', mentre que v va en la
direccié de maxima variacié (vegeu Figura (4)).

Figura 4: Representacio de la superficie d’energia potencial V = %(y — )%

L’energia de la molecula diatomica monodimensional en termes de les noves
coordenades (modes normals de translacié ¢ i de vibracié v) és suma d’energies

de cada coordenada: ' = FE; + FE,, on 2F, = (0.4)2 + \; 2. Particularitzant
tenim:

2B, = (1)*+ 02,
2E, = (0)% + 202

L]
En absencia de forces externes E; és constant i, aleshores, ¢ és constant.
En altres paraules, anomenant 7 el temps: dt/dr = /2E, — t = \/2E; 7.
La segona equacié és la tipica de l'oscil-lador harmonic ¢, de manera que

v=+E, cosv2T.

La transformacio en les coordenades originals evidencia una descripcié més
complexa del moviment en termes de = i y:

1
yzﬁ(t+v):\/2EtT+\/E7vcosx/§T, (21)
I:i(tfv):\/2EtT*\/E7’UCOS\@T. (22)

V2

4Un oscil-lador harmonic monodimesional amb massa unitat i constant de forca k = w
té com a equacié: x = xpcoswT. La velocitat v no és més que la derivada temporal de x:

—y— _ ; : ) : — (92 2 _ .2
v == —rowsinwT. Finalment I'energia, 2E = (z)° + k z° = zjw

2,2 __ 1.2 ; N : _ /2E
zgw* = kxg. Vol dir agd que podem escriure x = |/ 5= coswr.

2

2(sin? wr + cos? wT) =



Els modes normals associats a constants de forga zero i que no fan variar el
centre de masses s’anomenen rotacions, els que estan associats a constants
de forga zero que fan variar el centre de masses s’anomenen translacions. La
resta estan associats a constants de forga distintes de zero i s’anomenen modes
normals de vibracié. Podem adonar-nos que els modes normals de vibracié van
en fase: tots els nuclis passen a la vegada per la corresponent posicié d’equilibri.

1.6 Simetria de l’estat fonamental vibracional en el cas
de modes normals degenerats: TG 5.6

Considerem accié d’'una operacié R sobre aquests modes normals (Q1,Q2)

() (5 2)(8)-(B8158)-(%)

m(8)-(
23)
= Ne— (@

L’estat fonamental vibracional és W 1+@3)/2. Estudiem en primer
lloc la simetria de la funcié f(Q1,Q2) = Q? + Q3. Tenim que:

ont(&) =r(m(&))-

= (D@1 + D12Q2)2 +

D11
Do,y

Dqo
Doy

D11Q1 + D12Q2
D21Q1 + D22Q)2

1
Q2

D11Q1 + D12Q2
D31Q1 + D22Q2

(D2:1Q1 + D22Q2)2

= (D}, + D3,)Q7 + (D%, + D3,)Q3+
2(D11D12 4+ D21 D22)Q1 Q5.

(24)

Per ser D ortogonal (perque fem ds d’un espai de representacié real) tenim
que

D} + D3, =D}, + D3, =1

25
D11D12 + D21D22 =0 ( )
amb la qual cosa:
Ql ) < Ql >
O —1 == s 26
o < Q2 ! Q2 ( )
cosa que implica que Vg = Ne—(Q1+Q3)/2 45 totalment simetrica. Una de-

mostracié totalment analoga es pot fer per a modes tres vegades degenerats
(grups Ty, Oy, etc.).

1.7 Un exemple de calcul de simetries de modes normals:
TG 5.6

Considerem el cas de la molecula plana BFj5 que pertany al grup de simetria
D3p.  En primer lloc procedim a calcular els caracters de la representacid
reductible de la qual és base el conjunt de coordenades nuclears. A tal efecte
contem en primer lloc el nombre d’atoms que en efectuar una operacié de
simetria no canvien la seua posicié (atés que tots els que canvien de posicié
no contribuixen a la traca per no donar lloc a components matricial no nul-les
en la diagonal).

Dgh ‘ E 203(2’) 302 Oh 253 3Uv
r |4 1 2 4 1 2

A partir de la taula de caracters calculem la traca del vector de translacié
I'y =T, ®T, ® T, que és la suma dels caracters corresponents a aquestes tres
translacions. En aquest cas, I'y — (30, —1, 1, —2, 1). Aquesta és la quantitat
en que contribueix a la traca cada atom que no canvia de posicié en efectuar una
operaci6 de simetria. Hi ha prou en efecturar el producte I' - I'; per obtenir els
caracters de la representacié reductible de la qual és base el conjunt de totes les

coordenades nuclears. En aquest cas, I''T'; = T'y 1,4, — (12, 0, , —2, 2).
Tot seguit porcedim a aplicar la férmula de la descomposcid,
Z no x(€) ()], (27)

a descontar les representacions corresponents a translacions i rotacions,
obtenint finalment que els modes normals sén A} & A", 2 F'.

1.8 Operadors de projeccié i shift: TG 6.1

Considerem l'accié d’una operacié de simetria R sobre la p-éssima funcid f};
de la representacio I,
§ Dyu

Rf, = (28)

Podem escriure que

D], (R)'R f} = ZD "D, (R)fL (29)



i també que

DI, (R)'R f} = ZD R)'D;,(R)f, (30)

i, per tant, que

”FZD )R T = Z”FZD =" 6, = fF

(31)
Definim doncs,
nr *
P,,=—> D, (R)R (32)
9 'R
de manera que,
ng,fg = f;éuu (33)
Definim també,
nr *
Pl = " > D,.(R)*R (34)
R
de manera que,
Pl f, =i 6uw (35)
I, finalment definim,
nr *
P'=)"P], = " Y X'R)' R (36)
I R
de manera que,
PUf, =f, (37)

Comprovem ’actuacié de l'operador de shift Pfj = %“ >R Dﬁ‘j (R)* R sobre
sobre la component k-essima d’un vector base de la representacié v, vy:

Ly "
Pl =Y Y Dym
l R

L’operador de projecci6 Pl = un ZR

BRI = 0] 0 6ubik = v, (38)
l

D! (R)* R és un cas particular i = j,

Pho) = v, 0 (39)

Finalment, 'operador de projeccié sobre la representacié irreductible P# =

L xR
> b X Di(R)" R:

Proy = Zvé"tswéik = V40 (40)

1.9 Construccié dels MO’s de laigua: TG 6.3

Construim els orbitals moleculars de l'aigua com a combinacié lineal dels or-
bitals atdomics de loxigen (atom central) i els orbitals dels hidrogens (atoms
periferics) d’igual simetria i energia similar. Escrivim, en primer lloc, la taula
de caracters del grup Cy,, on afegim els caracters de la representacié reductible
I'y, de la qual sén base els dos orbitals atomics 1s dels hidrogens.

Figura 5: Definici6 dels eixos en relacié amb la taula de caracters de ’aigua.

Cy | E Cy o(xz) o(yz)

A |1 1 1 1 z
Ay | 1 1 -1 -1

By |1 -1 1 -1 x
B, |1 -1 - 1 |y
'y | 2 0 0 2

La descomposici6 de T'y com a suma de representacions irreductibles,
I'y = A; + By, 'hem calculada acudint a la férmula de descomposicié de
representacions reductibles com a suma d’irreductibles (vegeu seccié 5.3 de
TG).

De la mateixa taula de caracters (a la dreta) inferim la simetria dels orbitals de
Voxigen en el grup Cay: p.(A1), px(B1), py(B2) i Porbital s, que és totalment
simetric, també ha de pertanyer a Aj;.

Els orbitals moleculars els representem en el diagrama de la Figura (6). A
I’esquerra hi ha els orbitals de 'atom d’oxigen lliure. En ubicar I'oxigen en
un camp de simetria Cy,, els tres orbitals p, inicialment degenerats, deixen
de ser-ho (segona columna de l’esquema). En el centre hi ha els orbitals
moleculars i a la dreta els orbitals dels atoms externs amb etiquetatge de Cs,
i tradicional. L’ordenacié energetica dels orbitals moleculars és qualitativa i la
podem trobar en Levine, pagina 476, i Harris-Bertolucci, pagina 370.°

5Atkins, pero, déna una altra ordenacié, pagina 268: a1 < bs < by < a1 < by < a3.
Probablement les bases emprades en un i altre calcul hauran sigut distintes.
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Figura 6: Diagrama d’orbitals moleculars per a la molecula d’aigua.

Finalment, en la Figura (6), també indiquem la forma dels orbitals molecu-
lars, dibuixant els orbitals que van a combinar-se (sumar-se).

1.10 MOs 7 de l’etile: TG 6.3

Definim els eixos moleculars d’acord amb la figura adjunta:

Figura 7: Representacié dels orbitals atomics p, dels carbonis de 'etile.

Utilitzem els dos orbitals atomics p, dels carbonis com a base de rep-
resentacié del grup de simetria puntual molecular (Day).
determinar els caracters d’aquesta representacié:

Es immediat

Dy, | E

Cy(z) Cs(y) Ci(x) i o(zy) o(xz)
r,. ‘ 2

-2 0 0 0 0 2

a(yz)
2

aix{ com la descomposicié de I',,, com a suma de representacions irreductibles
de Dgh.

T = By, + Bs,. (41)

En la Figura (8) representem aquests dos orbitals.

Figura 8: Orbitals moleculars de letile.

1.11 Construcci6 dels MO’s del meta. TG 6.3

Calculem els orbitals moleculars del meta com a combinacié dels orbitals
atomics de I’atom central, que reetiquetem d’acord amb la simetria molecu-
lar (T), i els dels atoms periferics amb mateixa simetria (vegeu TG seccid
12.3).

Escrivim la taula de caracters de T, on afegim els caracters de la representacié
reductible I'g, de la qual sén base els quatre orbitals atomics 1s dels hidrogens.

T | E 4C13 4C2 3C;
A |1 1 1 1 5
E |2 QCOS%Tr 2(305277r 2
T |3 0 0 -1 | (zyz)
'y | 4 1 1 0
S ? t
4?1_</ N L ‘V/‘iT:‘i
008
. .

Figura 9: Diagrama d’orbitals moleculars del CHy.

La representacié I'; es pot descompondre com una suma de representacions
irreductibles en la forma I'y = A; +T. En la mateixa taula de caracters veiem



(part més a la dreta) que els orbitals s de 'atom central presenten simetria Aj,
mentre que els orbitals p presenten simetria 7T'.

Els orbitals moleculars sén combinacié dels orbitals de ’atom central i els
dels atoms periferics amb identica simetria i energia similar. El diagrama
de la Figura (9) presenta, d’esquerra a dreta, els orbitals atomics de 1’atom
central reetiquetats segons el grup T, els orbitals moleculars i els orbitals dels
atoms periferics etiquetats també segons T'.

1.12
1.12.1

Aproximacio elemental als grups de Lie: TG 9
Grup de rotacions al voltant d’un eix

El grup de Lie més simple amb una amplia aplicacié en Quimica i en Fisica és
el grup de rotacions al voltant d’un eix (que per conveni triem l'eix z). Aquest
grup es conegut amb el nom Co i també SO(2) (special orthogonal group in
two dimensions).

Coo | E C2, ¢ €(0,2m) |

Aquest grup té infinites operacions, ¢ € (0,27), i és commutatiu. Es a dir
presenta un nombre infinit de classes. Per aixo no podem deduir la seua taula
de caracters a partir dels teoremes d’ortogonalitat que apliquen a grups finits.
Anem doncs per un altre cami. Estudiem la manera d’efectuar una rotacié
infinitesimal C%% sobre una funcié f(6):

df(o d
€20 5(0) = 16 - 00) = 1(0) ~ 86T — (1 56 Dyp0). (a2)
Si recordem que (o, per a qui no ho recorde, anomenem) L,= fihd%, tenim

que C2% = (1 — Z%IA/Z)

Si escrivim ara que §¢ = limy_, o %, on ¢ és un angle finit, i recordem que la
base dels logaritmes naturals és: e = limy_.(1 + +)", concloem que podem
escriure una rotacio finita en la formas:

oL
iNE T

1 ¢L N
(1 + m) = e i0Ls/h (43)
oL

C? = lim (C29)N =

N—o0

lim
— 00

Considerem ara les funcions propies de 'operador I:AZ, o el que és el mateix,
aquelles funcions que donen compliment a l'equacié L,f(0) = Mhf(0), que,

amb el llenguatge utilitzat en simetria, podem interpretar com les funcions que
sén invariants, excepte un factor multiplicatiu constant, sota la transformacié
L.. Afegim la condicié de contorn f(0) = f(6 + 27) atés que fisicament 6
i 0 + 27 representen el mateix angle de rotacié. Per inspeccié aquestes sén
f(0) =e™M? on M =0,+1,42,....

Apliquem ara una rotaci6 finita sobre aquestes funcions f(#) = e*%:

w[: 2+ } Mo

CfeiMO ﬁ .

—i¢L. /R _ |1 _; 1
OB 0) = 1= DLk g

= [1 —ipM + %(—w)M)? +.. ] etM?

’CgeiMe — o iM¢,iMO ‘

Aleshores, podem utilitzar les funcions propies de ’operador L, per obtenir les
representacions del grup Cuo:

Coo (també SO(2)) | E ce Bases

0 E 1 1 ]-7 Z, RZ
1 o—i® oif

+1 II { 1 ei¢ 677,'0 } (l',y)
1 o—2i¢ o210

+2 A 1 21 o—2i0

A manera d’exercici comprovem que R, = x1y, — x2y1 és base de X. Escrivim
1Yz — Tay1  cosf sinby — sin6y cosfy = sin(0 — 61). Com CL(6y —61) =
(62 — 61), concloem que C¢R, = R,.

1.12.2 Grup de rotacions en tres dimensions

Adés hem escrit Poperacié C¢ com e~**L=/" Si anomenem k al vector unitari
en la direccié z i L al vector moment angular, és clar que L, = L. E, de
manera que podem escriure C¢ = e~ Lk, Aleshores, si anomenem # al vector
unitari en una determinada direccié una rotacié d’angle ¢ al voltant de 1’eix
en la direccié d’aquest vector podem escriure-la en la forma C¢ = e—ik L,
El conjunt les rotacions al voltant de totes les direccions possibles de 'espai



s’anomena grup K de l'esfera o també SO(3) (special orthogonal group in three
dimensions). Contrariament al que passava amb SO(2), en SO(3) el producte
de rotacions no és commutatiu (a¢d ho podeu constatar facilment: si des d’un
punt d’una esfera viatges un angle ¢; al llarg del meridia i després un angle ¢o
al llarg del paral-lel no aplegues al mateix desti que si primer viatges ’angle
¢ al llarg del paral-lel i despres angle ¢q al llarg del meridia). Aleshores les
classes i per tant les irreps no seran necessariament unidimensionals. Per una
altra banda, de forma analoga al fet que les funcions propies de la component
z del moment angular sén base del grup de rotacions al voltant d’una linia, les
funcions propies del moment angular (harmonics esferics) sén base del grup K
i, de manera semblant a com hem procedit abans podem construir la taula de
caracters del grup K (els detalls els podeu consultar en els apunts):

K (també SO(3)) | E o C?

S Dy 1 1

P D, 3 14 2cos¢

D D, ) 1+ 2cos¢+ 2cos2¢

F Ds 7 1+2cos¢+2cos2¢+ 2cos3¢p

1.12.3 Grup de les molécules de lineals heteroatomiques: C,

La molecula de CO, a més de totes les rotacions al volant de l’eix internu-
clear, presenta simetria de reflexié sobre qualsevol planol que conté aquest
eix. Aleshores, el grup de totes les simetries de les molecules de lineals het-
eroatomiques el és producte de totes les rotacions al voltant de I’eix z i totes les
reflexions especulars esmentades. Escrivim Cuoy = 0 ® Co. El transit Coo —
Coop recorda el transit C,, — C,,. Per analogia constatem un desdoblament
de la representacié totalment simetrica: mentre z encara és base de la repre-
sentacié totalment simetrica del nou grup, R, ja no ho és. En efecte, de seguida
constatem que el planol de simetria o(z, x) canvia el signe del angle de rotacié
o(z,2)0 = —60. Aleshores, o(z,z)R, x o(z,x)sin(fz — 61) = —sin(62 — 61).
Aleshores, la representaciéo X de Co, es desdobla en dues quan passem a Cooy
que anomenem L Ti X7 segon el signe de les reflexions. També, de manera
semblant al que passa en grups finits, succeeix que els planols mesclen les fun-
cions e*™™? i les parelles representacions (I1;,IT1_), (A,,A_), etc. passen a
ser una unica representacié bidimensional que anomenem II, A, ... La taula
de caracters queda:

Coov | F c? oo, | Bases
>t 1 1 1 z
) 1 1 -1 R,

I 2 2cos¢ 0 (x,y)
A 2 2cos2¢ 0

1.12.4 Descomposicié del producte de representacions

Per al cas de grups de Lie hi ha férmules que inclouen integrals i generalitzen
les que varem obtenir per a grups finits. Cal dir pero que per als grups que util-
itzarem per a molecules lineals, la descomposicié és pot fer per pura inspeccié
(o am I’ajut de 'acoblament de la component z del moment angular). I per al
grup dels atmos, 'acoblament de moments angulars ens donara la pauta. Per
aquest motiu ometem aquestes formules i passem a exemplificar el procediment
a seguir en el cas del producte II ® II en Cyo,

ce 000,
4cos® ¢ 0

Cov | E
NI | 4

Ara tenim que cos2¢ = cos?¢ — sin® ¢, i.e., 1 4 cos2¢ = 2cos’ ¢ (perque
sin® ¢ + cos? ¢ = 1). Aleshores, 4cos?¢ = 2 + 2cos24. A partir d’aquest
resultat resulta immediat que IQ I =XT X~ @ A.

El mateix resultat a partir del I'acoblament de moments angulars: la rep-
resentacié bidimensional IT té components +1. Formem la taula de totes les
possibles sumes:

1 -1
112 0
-110 -2

Els dos valors 0 corresponen a representacions %, la parella (2,-2) sén les dues
components de la representacié A.

En el cas del grup K tenim que D; ® Dj = Dy @ Diyj_1...Dj_j; (per
a més detalls de la deduccié, que esta basada en ’acoblament de moments
angular, acudiu als apunts).

Finalment, la descomposicié de potencies en parts simetriques i anti-
simetriques venen recollides en les taules. Per al cas del grup K resulta una
férmula molt simple(demostracié en els apunts): D; ® D; = Da; @ [Dai—1] ©
Dgi_g e



1.13 Aproximacié elemental als grups dobles: TG 10

La taula de caracters del grup Cs és facilment deduible a partir dels teoremes
d’ortogonalitat,

C|E O
A1l 1 z
B|l1 -1 |zy

Tot seguit construirem I’esmentada taula via la representacié de les operacions
que actuen sobre funcions de base. Amb aquesta finalitat triem funcions e*™?.
Tenim que
E eime — eime
Cs ezm0 _ ezm(@—fr) — eimm ezm@

Tanmateix, atés que una rotacié 27 equival a no fer res, C3 = E, concloem
que,
ezm& —E ezm& _ 022 ezm@ — 671277711 ezmQ7

aleshores cal que m =0 +1 4+2... i tenim que cadascuna de les funcions ™Y
amb m parell és base de la representacié A, mentre que si m és senar és base
de B.

Considerem ara la funcié f(6) = e~%/2,
representacié de Co. Tenim que,

Estudiem si forma base d’alguna

E e—i0/2 — ,—i6/2
Cy e 10/2 = =i0-m)/2 _ ; 4i0/2

En resum:

e |
i ‘ein/Q

| E
r|1
Veiem doncs que no forma base de Cy. Ens preguntem si I'accié dels operadors
de projeccié PA = E+Cy i PP = E—C} ens proporcionaran alguna component
de simetria adequada

PA o—i0/2 _ =ib/2 4 —if/2 _ (1+1) o—i0/2

PB o—i0/2 _ ,—i8/2 _; —i6/2 _ (1) o—i6/2

El resultat és paradoxal: excepte un factor multiplicatiu, els dos projectors ens
proporcionen en mateix resultat: la propia funcié e~ /2, perd aquesta funcié

no és base de la representacié A ni de la B! La paradoxa deriva del fet que
C2 e~0/2 L F e/2 és a dir, que en actuar dues voltes la rotacié d’angle 7
(cosa que és fisicament equivalent a no fer res) no tornem sobre la funcié inicial
sin6 sobre aquesta canviada de signe:

2 o—i0/2 — —i(6+2m)/2 _ ,—im —i0/2 _ _ —i6/2

Ac0 no implica una gran dificultat en mecanica quantica, perque les funcions
VU i —W representen el mateix estat quantic. Matematicament pero cal una
rotacié 47 per a recuperar la funcié inicial:

C’§ o 10/2 _ —i(044Am)/2 _ —i2m —i0/2 _ ,—i0/2

En conseqiiéncia, sobre aquestes funcions, 'operacié Cy @ Cy = C? no és el
neutre i 'anomenem Q. El neutre és £ = C3. Podem tractar de completar el
grup fent totes les multiplicacions fins obtenir:

{B,05,Q =0C3,Q®Cy = C3}.

Aquest és un grup abelia. Aleshores, cada operacié formara classe per ella
mateixa i hi hauran doncs quatre representacions irreductibles monodimen-
sionals (aquest grup que hem construit, que anomenarem grup doble C} de Ca,
és isomorf al grup Cy) i els teoremes d’ortogonalitat permeten calcular facilment
la seua taula de caracters:

CG|lE C Q Q®(C
|1 1 1 1
|1 -1 1 -1
s |1 4 -1 -i
ry |1 - -1 i
Considerem ara l'accié d’aquest grup sobre les funcions z, z,e~%/2 i e¥/2,

De seguida comprovem que formen base de I'y, I's, I's i 'y, respectivament.
Tanmateix, si eliminem Q 1 Q ® Cs (i per tant I's i T'y) 2 i z, base de 'y i Iy,
passen a ser base d” A i B del grup Cs, com ja sabiem.

Perque estem interssats en construir grups dobles? Perque de la mateixa
manera que les funcions e**/2 les funcions d’espin canvien de signe amb una
rotacio 2.

Per veure-ho deduirem primer la forma de 'operador de rotacié R sobre una
funcié f(#). Considerem en primer lloc una rotacié infinitessimal:

Raof(0) = [0 —db) = (0) — 0D = (1 —an Ty 7o) (a1



Si recordem que L,= fihd% tenim que Rgg = (1 — i%ﬁz).

Si escrivim ara que,

do

lim —
N—o0 ]\77

on A# és un angle finit, i recordem que la base dels logaritmes naturals és

LN
N)

e= lim (1+ )
N—o0

tenim que podem escriure una rotacié finita com,

AOL,
ih

_ 672A9Lz/h'

iNh

> N>

Pero si f és una funcié d’espin, el moment angular que genera la rotacié és S,.
Considerem doncs una rotacié Af = 27 sobre la funcié d’espin |a):

1
L+ iNA
AOL,

(45)

Rap = lim R, = lim
N—oo N—oo

efiQﬁS'z/h|a> — efiQTr(h/Z)/h|a> _ —|Oé> (46)
Veiem que canvia de signe, com ho fan totes les funcions de moment angular
fraccionari, funcions que sén bases dels grups dobles dels grups de simetria
puntual del corresponent Hamiltonia.

A manera de resum: si 6 és un parametre que etiqueta operacions R(6) d’un
grup, de manera que R(6 + 27) = R(f), i existeix una funcié f(#) tal que
f(0) # f(0 + 27) perd que f(0) = f(0 + 27wm) [cosa que implica recorrer m
vegades les operacions R(0) del grup| diem que f(0) és m-evaluada. Es clar
que sempre podem trobar funcions f(6) unievaluades. De fet, les funcions mul-
tieveluades no sén base de representacié perqué O f(6) # f(R™10). Adonem-
nos que els teoremes d’ortogonalitat i propietats de caracters van ser derivats
sota la hipotesi implicita de funcions unievaluades (Hamermesh p. 321). Pero
les representacions multievaluades no poden ser ignorades perque sén impor-
tants en Fisica (e.g. les funcions d’espin). L’estrategia seguida per construir C;
mostra que sempre podem construir un grup G* amb totes les representacions
unievaluades a partir d'un grup G amb representacions multievaluades. Qual-
sevol irrep de G (simple o multiplement evaluada) és unievaluada en G*, grup
en el que tornen a valer els teoremes d’ortogonalitat i propietats dels caracters.
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1.14 Angle entre vectors en RY: TG Apéndix 1

En RY el concepte de producte escalar i angle entre vectors deriva de la de-

sigualtat: ,
(Sen) <xays

Aquesta desigualtat és facilment demostrable a partir de que necessariament,

(47)

1
5 Z (CLq;bj — (ljbi)Q Z O (48)
j
En efecte, desenvolupant el quadrat obtenim la desigualtat cercada:
1 , 1
5 Z (aibj — a]‘bi) = 5 Z (a?bf + afbf — 2a¢bjajbi) 2 0 (49)
1] )
2
— Z a? Z b? > (Z aibi> . (50)
i j i
1.15 Propietats del producte de representacions irre-

ductibles

Regles generals

AXA=ABXxB=AAxXxB=BAXE=EBXE=EAXxT=T,
BXT:T,gxg:g,uxu:g7'x’ NN lle/lilI

= 5 = -

AxFEi=FE,Ax Ey=Fy,Bx E| =Fy,BxEy=F,
excepte els grups Dy 1 Dop, on
By X By = B3, By X B3 = By, B3 X By = Bs.
Subindexrs d” A i B
1x1=1,2x2=1,1x2=2, excepte els grups Ds i Ds; on
1x2=32x3=1,1x3=2.

Representacions doblement degenerades



per a 037 CSha CSva D37D3h’D3da Cﬁa CGha CﬁvaDﬁa Dﬁha Sﬁa 07 OhaT7 Td7Th:

E1XE1:E2><E2:A1+[A2]+E27
Ey X By = By + Bs + Fy,

per a 04, 047), C4h, DQd, D4, D4h, 54:
EXE:A1+[A2]+Bl+BQ.

Els grups de les llistes anteriors que presenten simbols A, B o E sense
subindexs, cal entendre A; = Ay = A, etc.

Per als Grups Ds, Cs,,, Dsq:
Ei X Ei = Al + [Ag] —|—EJ
Representacions triplement degenerades
per a Ty, O, Op:
EXleEXT2:T1+TQ,
T1 XTl :TQ XT2:A1+E+[T1]+T2,
T1 XT2 :A2+E+T1 +T2,
per a T, T}, cal remoure els subindexos 112 de AiT:
Molecules lineals (Cuop i Doop)
Nt Dt =N"x D" =%, ¥t x N =%,
STxMI=Y"xI=ILXtTx A=Y x A =A;etc.,
OxTO=%%+[27]+ A,
Ax A=+ [E7]+T,
IIxA=II+o.
Grup de lesfera (K})

[Dj X Dj]_ = D2j—1 + ng_g +...+D;.
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