1 Recuperacio i afegits a TG

1.1 Sec. 7.6: Funcions d’espin base de representacié del grup Sy

Per a un electrd hi ha dues funcions d’espin {«, 3}. Dos electrons poden estar amb espins paral-lels (aa
(up) i BB (down)), o antiparal-lels (a3 i Bar). No hi ha més possibilitats. En total hi ha quatre funcions
{aa, afB, fa, BB} que generen un espai tetradimensional (espai construit com la segona poténcia tensorial
de P’espai d’espin monoelectronic generat per {«, 8}).

Podem utilitzar aquest espai com la base d’una representacié del grup simetric de permutacions de dues
particules Sy. Els operadors de projeccié sobre la representacié simetrica [2] i antisimetrica [12] d’aquest
grup ens permeten trobar les funcions adaptades permutacionalment. Obtenim 3 funcions simetriques
(triplet) i una antisimetrica (singulet):

2] — {aa,(af+pa), BB} S
[12] = {(af - Ba)} S

on S representa el moment total d’espin.
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Per 3 electrons la base és {aaq, aaf, afa, faa, aff, faf, 8o, EL}. Els operadors de projeccié ens
permeten adaptar-la a Ss:

B — {aaa,(aaf+ afa+ paa), (BBa+ palb + aBB), 68} S =3/2
21] — {(2aaB - aBfa - Baa), (2BBa — Baf — aBB)} S=1/2 (2)
— {(afa - paa), (Baf — aBB)} S=1/2

obtenim un quadruplet i dos doblets. Noteu que:

(a) No han aparegut irreps. representades per tableauz de Young amb més de dues files (com ara [abc],
[abcd], etc.).

(b) El nombre de multiplets ha resultat igual a la dimensié de la irrep.
Aquests sén dos resultats generals.

e.g. (3 electrons ) simetria [3] hi ha 1 quadruplet (S
simetria [21] hi ha 2 doblets (S =

e.g. (4 electrons)  simetria [4] hi ha 1 quintuplet (S = 2).
simetria [31] hi ha 3 triplets (S=1).
simetria [22] hi ha 2 singlets (S =0).
Per induccié també podem demostrar que el conjunt de funcions d’espin {|SMEk >, k = 1,2..., f} sén
base de la irrep. [a,b] del grup de permutacions de N electrons, on f és el nombre de multiplets d’espin
total S, a—b=2Sia+b=N.

Per exemple sén bases de [21] :
base 1 {(2aa8 — afa — Baa), (afa — fac)} ={|3,4,1),13,5.2)}

base 2 {(2/8B04 - /BO‘/@ - O‘ﬂﬁ)a (ﬁaﬁ - aﬁﬁ)} = {|%7 _%a 1> ’ |%7 _%a2>}

Com resulta que {Ogpr = |[SME), k = 1,2..., f} és una base completa de l'espai de funcions d’espin,
qualsevol funcié ®sys(r, o) propia de S? i S., podra expressar-se en funcié d’aquesta base amb coeficients
que depenen de la posicié r:

(3)

/
Conr(r,0) =Y xk(r)Osai(0) (4)
K



Aquesta conclusié té una conseqiiéncia practica interessant: com el principi de Pauli diu que @ g (7, o)
ha d’ésser antisimetrica, aleshores les funcions Ogpri(0) 1 xx(r) han d’ésser duals. Que vol dir ago?
Considerem el cas de dos electrons i fixem-nos en la part orbital. Imaginem que tenim una base orbital
de funcions {¢;(r), i =1,2... M}. Els electrons poden ocupar el mateix orbital, ¥ = ¢;(1)¢;(2), o estar
en orbitals diferents, ¥ = ¢;(1)¢;(2). Per al cas de dos electrons a un mateix orbital la funcié ¥ és
simetrica respecte de l'intercanvi d’electrons. La funcié d’espin associada ha de ser la dual. En aquest
cas, 'antisimetrica, que per a dos electrons és la funcié singulet (S = 0). Aquest resultat esta d’acord amb
I’enunciat del principi de Pauli en textos elementals que diu que dos electrons no poden tenir els quatre
niimeros quantics idéntics. Aleshores, inferim que els electrons han d’estar antiparal-lels (i.e., formant un
singulet S=0). La funci6é d’ona completa normalitzada sera:

Doo(1,2) = [6i(1)i(2)] - [(a(DA(2) — B1)a(2))/V2] (5)

Considerem ara el cas d’electrons en orbitals diferents. Aquesta funcié orbital no té simetria permutaci-
onal. Amb l'ajuda dels operadors de projeccié P*! = (e) + (12), obtenim les combinacions simetrica i
antisimetrica. El principi de dualitat ens permet escriure les funcions d’ona completes:

(a) singulet: oo(1,2) = 5 [(¢:(1)9;(2) + ¢;(1)$:(2)] - [(1)B(2) — B(1)ax(2)]-

a(l)a(2) M=1
(b) triplet: @00(1,2) = 5 [(6:(1)65(2) = 6516, -{ L(@(FER)+F1)a(2) M =0
AA(2) M=-1

Com a exemple complementari escrivim les components +1/2 dels doblets per a un sistema de 3 electrons.
(Ometem els factors de normalitzacié). L’obtenci6 dels segiients resultats, fent s del dels corresponents
operadors de shift, és un magnific exercici (els elements de matriu que fan falta poden trobar-se en Ha-
mermesh p. 224ss.).
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Funcions orbitals (ijk representa U = ¢;(1)¢;(2)¢px(3)):

1
i = gk jik = 5 (ikj + kji + jki + kij)
Yo = ikj—kji+ jki— kij
& = zgkf]szr§(zk]+kaf]kz—kzg)
€ = ikj— kji — jki+ kij

Funcions d’ona total (& = xxO0% ):

1(1,2,3) = X101 + X202
,2(1a 2,3) =601 + 0,



1.2 Sec. 12.1: Termes electronics atomics

Quan estudiarem el grup simetric vam demostrar que el conjunt de funcions d’espin d’un sistema de N
electrons acoblats a un espin total S, {Ogak, k = 1,2,...f}, constitueixen una base de la representacié
irreductible [ab] del grup Sy, amb (a +b) = N, (a — b) = 25. Cal dir que de vegades el nimero quantic
S s’utilitza com etiqueta d’irreps. Aco vol dir que qualsevol funcié N-electronica amb espin total S
i component M segons l’eix z, Zgpr, pot expandir-se com una combinacié lineal d’aquesta base amb
coeficients xp,

f
Esm = Z XkO sk 9)
k
L’accié d’una permutacié de les coordenades d’espin P, sobre Egus resulta,
A f A f A
PoBsar = Y Xk PeOsntr D Xk Dis.(Po) Osan (10)
k k,l

on Dlsk(?%) és lelement Ik de la irrep S de Sy corresponent a la permutacio P,.

Podriem considerar una funcié d’ona ®gps(r, o) corresponent a un sistema de N electrons acoblats a un
espin total S. Si fixem el valor de r = ¢, aleshores, ®'5,7°(c) és, en realitat, una funcié d’espin que podra
expandir-se en termes de la base {Ogx }:

f
Pgp’(0) = ZX;OGSMIC(U) (11)
3

Podriem fixar ara r = r1, amb la qual cosa tindriem una nova funcié d’espin:

f
(o) =D X Osnk(o) (12)
k

Si col-leccionem tots els possibles valors de la variable r obtenim la segiient expansié de la funcié d’ona:

/
®su(r,0) = D xk(r)Osmr(0) (13)
k

El principi de Pauli ens diu que la funcié d’ona ha d’ésser antisimetrica. Aleshores si ©gps pertany a la
irrep S, necessariament i (r) ha de pertanyer a la irrep dual S, d’acord amb el teorema de la secci6 (7.5).

Aquests raonaments ens aprofiten en el calcul dels termes associats a una configuracié electronica. Co-
mencem considerant els termes de la configuracié p?. Hi ha tres funcions p {p,, Dy, -} base de la re-
presentacié D; del grup de l'esfera. Les funcions bielectroniques es construeixen com poteéncia tensorial
d’aquesta base: {pz(1)pz(2); pz(1)py(2); px(1)p-(2);...p.(1)p-(2)}. Podem adaptar aquestes funcions a
Sy (simetrica/antisimetrica):
{Di@Dil2} = {pe(1)pa(2); [ (1)py(2) + Py (1)p2(2)]/V2;
(P2 (1)p=(2) + p=(1)p2(2)]/V2; 0y (1)py (2);
[Py (1)p=(2) +p=(1)py (2)]/vV2; p:(1)p=(2)}
{Di@Di12]} = {[p(V)py(2) = py(Dpa(2)]/V2;
(P2 (1)p=(2) — p=(1)p2(2)]/V2;
[py(1)p-(2) — p-(1)py (2)]/V2}



Hom pot comprovar que les funcions [2] formen base de la representacié Do @ Dy 1 que les funcions [12] for-
men base de la representacié D;. Cosa que esta d’acord amb la descomposicié: D1 ® D1 = Do @®[D1]® Dy.

Les dues funcions d’espin {«, 3} formen base de la irrep Dy, del grup doble de 'esfera. Les funcions
d’espin de dos electrons podem construir-les com segona potencia tensorial d’aquesta base i després
adaptar-les a Sy (vegeu la secié 7.6). Tenim que:

{D1/2 @ D1o|[2]} = {a(1)a(2); [(1)B(2) + B(1)a(2)]/V2; B(1)B(2)} (15)
{D1/2 @ D12|[12]} = {[a(1)B(2) — B(1)a(2)]/V2} (16)
Cosa que esta d’acord amb: Dj /5 ® Dy = D1 @ [Dyg].

Com la funcié ha d’ésser antisimetrica la funcié de I'espai ha d’ésser dual de la de I'espin:

orbital espin (17)

{D2® Do|[2]} ¢« {Do|[1%]} (18)

{D:][1*]} = {Du|[2]} (19)

En la part orbital la nomenclatura per a les funcions base de les representacions Dy, D1, Dy, D3, ... és

S,P,D, F,.... Enlapart d’espin la nomenclatura és la multiplicitat (2S+1): Dg, D1/2, D1, D3/3,... Dg es
respresenten amb 1,2, 3,4,...25+1. Amb tot aco, els termes 251 X de la configuracié p? sén: 3P, 1D, 1S.

De manera semblant, calculem els termes de la configuracié p. La part orbital és D i la part d’espin és
D /5. Hi ha un sol terme: 2P.

Les taules de Boyle (Int. J. Quantum Chem. VI (1972) 725) ens proporcionen les distintes poténcies de
representacions del grup de l'esfera descompostes per simetria permutacional (aquestes taules podrien, en
principi, obtenir-se per aplicacié de la férmula de Planelles i Zicovich (Int. J. Quantum Chem. 47, (1993)
319). Amb aquestes taules resulta obvi calcular els termes espectroscopics. Calculem, per exemple, els
termes de la configuracié p3. De les taules tenim que:

D} = {D1® Ds|[3]} ® {Do|[1°]} © {D1 @ Dy|[21]} (20)
D3y {D3/2[3]} @ {D12[[21]} (21)

La dual de [3] és [13], i la dual de [21] és ella mateixa. Amb acd els termes sén: 2P, 2D, 4S. Comptem
ara el nombre d’estats que hi ha: 2P (2x3), 2D(2x5), S(4x1). Total: hi ha 20 estats.

Hom podria efectuar els productes:

Di1®@D1®D1 = D3®2Dy;®3D1® Dy
Dijp®Dy1ja®Dyjo = D3;p®2Dy0
(22)

i comparar amb les dades de la taula de Boyle escrita abans. Falta Dy & D2? Falta D;,,? NO. El que
passa és que la irrep [21] és bidimensional i amb {D;|[21]} representem, en realitat, un conjunt de dues
funcions {Xl(Dgl)); XQ(DP)}. De la mateixa manera amb {D;5|[21]} representem, en realitat, també

un conjunt de dues funcions {@1(7)3)2); 62(’D§2/)2

)}. La funcié d’ona corresponent a 2P s’escriu:
P = X101 + X202 (23)

En efecte, sols aquesta funcié ®, i no cadascuna de les seves parts, és antisimetrica respecte a la permutacié
d’electrons. Si anomenem P , P, i P, als operadors que permuten, respectivament, les coordenades



d’un grup d’electrons, les coordenades d’espin d’un grup d’electrons i les coordenades orbitals d’un grup
d’electrons, tenim que:

anﬂ? ©; =Y Vji(Pr)Uki(Po)x; Ok (24)

ijk

amb V' i U essent duals, és a dir: Vj;(P) = (—=1)PU;;(P). Aleshores:

2 2
P = va —1PVE(P)x; Ok = (=1)P Y (O ViiVil)x;O (25)
ijk jk i
Com V és unitaria,VV* =1,
2 2
—1)P> 68X Ok = (1P Y _x;0; = (—1)P® (26)
Jk J

En resum: P® = (—1)P® , com voliem demostrar.

Finalment considerem la determinacié dels termes corresponents a configuracions amb electrons no equi-
valents (pertanyents a capes o subcapes diferents). Per exemple la configuracié spd. La novetat a ser
considerada acf és que el principi de Pauli (o d’antisimetria) no té cap efecte sobre electrons no equiva-
lents. Aleshores, considerem primer l’acoblament entre electrons equivalents (on el principi de Pauli hi
juga un paper) per a realitzar després els reacoblaments sense cap restriccié més. A I'exemple sp3d tenim
que: s — 28 :p3> — 2P @ 2D @ *S;d — 2D. Aleshores, els termes de la configuracié sp>d sén:

3SoCP @D @ ) D = °Dae*C e ‘FQ) @ ‘DA @ *PQ)
@S @ 2G(2)® F4) @ DB)® PU) @ 28(2).  (27)

1.3 Afegit: Funcions d’espin, base de Yamanouchi-Kotani

Com s’ha indicat més amunt, la base de funcions d’espin es pot obtindre al 'ajut dels operadors de
projeccié sobre les irreps de Sy. Hi ha pero férmules recursives que directament donen lloc a la base
genealogica de Yamanouchi-Kotani (veure llibre de R. Pauncz Spin Eigenfunctions, Plenum Press, New
York 1979; ibid The Symmetric Group in Quantum Chemistry, CRC Press., Boca Raton 1995; M. Kotani,
A. Amemiya, E. Ishiguro and T. Kimura Tables of Molecular Integrals, , Maruzen co. Tokio 1955) que
sén funcions adaptades a la cadena Sy C Sy_1 C Sy_2 C ... C Sy C S1. Aquestes funcions s’etiqueten
d’acord amb itineraris en I’anomenat branching diagram. Per exemple, el primer doblet amb tres electrons
té com etiqueta (%, %7 —%) mentre que etiqueta del segon doblet és (%, —%7 —%) Aquestes etiquetes
representen éls dos tnics possibles itineraris que es poden seguir per arribar a (N = 3, S = 1/2) partint
de Vorigen del branching diagram. Les esmentades formules recurrents sén:

[S— M +1 [S+M+1
N N—-1 N—-1
Osme = — 2512 93+1/2 M—1/2,h O T W @s+1/2 M+1/2,h B (28)

S+ M S —

N N-—1

Osmr = o5 @s 12,M—1/2,n O 25 @s v2,M41/2,0 " B (29)
on k = 1,2,...,fs+1/2, amb f& = (N/er(éiJ{)l)(zj\\;}z Sk ih=s189...$N-2, k=h,SNn_1.



Exemple d’aplicacié de la primera férmula:

(3) 2 5@
@1/2,1/2,(1/2,1/2,—1/2) 7 (1/2 1/2) "% + \/; @1,1,(1/2,1/2) B
1
= ——(ap + pa)a + Qo
f \f( B+ Ba) 3 g
= —(2aaf —afa— Pfac
\/6( B — afa — faa)
(30)
Exemple d’aplicacié de la segona férmula:
@(3) _ @ 1 @(2)
3/2,1/2,(1/2,1/2,1/2) o (/2172 @t 3 F11.(1/2.1/2) B
= \f[ (af + pa)a + aaf
= — oz a+ paa + aw
\/§ fa+p B)
(31)
0® @<2 06
1/2,1/2,(1/2,—1/2,1/2) 0,0,(1/2,-1/2) " ¥ T 1 B
1
= —(afa— pac
ﬂ( Ba — Baa)
(32)
Algunes funcions d’espin per a quatre electrons sén:
S=2 M=2 acaa
M=1 1(Baaa + afaa + aafa + acaf)
M=0 T(ﬁﬂaa + Bafa + Baaf + affa + apaf + aaff) (33)
M= -1 3(afBB+ BaBf + BBab + fBBa)
M=-2 pppp



S=1 M=1
M=0
M=-1

S=0 M=0
M=0

= (afaa — faaa)

e

(2aaﬁa — paaa — afan)

S

(Baaaf — faca — afaa — aafa)

ﬁ‘h‘
[\

(Bafa+ faaB — affo — afaf)

D=

(Qﬁﬁaoz + BaaB + afaf — Bafa — affa — 2aabf)

S

75 (BBaa + pafa+ affa — faaf — afaf — aafBp)

Sl

s(BaBpB — aBBp

S

7=(28Baf — aBpB — BaBp)

S

= (3888 — BB — Bapp — Bap)
s (28Paa — fafa — affa + 2aafB — faaf — afBaf)

9 g

1(Bafa — affa — Baaf + afafp)

1.4 Configuracions i determinants
141 CasN=4,S=1M=1

Funcions 4ijk — tnicament una funcié |ijkz).

Funcions ijkl — podem obtenir les tres:

5 tlikig) + |jkin)}
Tgi=2lijlk) + |jkla) — [ikig)}

s {3Jigkl) + |jkia) — |iklg) + ijlk)}

142 Cas N=4,5=0M=0

Funcions 4ijj — unicament una funcié |i757).

Funcions ijk — tnicament una funcié —= (|Zk‘l]> + |ijik)).

Funcions ijkl — les dues possibles

1
5

—|jlak) — ik3l) — |iljk) — |jkal)}

\/%{2|kﬁj> + 2lijkl) + |jlak) + |ik7l) — |il7k) — |jkal)}

(34)

(35)

(37)



1.4.3 Exemple de com obtenir aquestes configuracions per a la base orbital iijk amb fun-
cions de N =4 electrons amb S =M =0

Les dues funcions d’espin a considerar estan recollides en equacié (35). Fem els productes i antisime-
tritzem. La primera de les funcions resulta:

liijk * (2B8Baa — BaBa — aBBa + 2aaBB — Baaf — aBaB)| = —|zijk| — |iagk| — |7@jk| — |ijk| = 0
Que veiem que déna zero (no existeix). Per a la segona tenim:
liijk * (BaBa — aBBa — BaaB + aBaf)| = [ijk| — |itjk| — |zijk| + |itjk| == —2{|ik27) + |ijik)}

que despres de la normalitzacié resulta: 1/v/2{|ik7}) + |ijzk)}



