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1 Introduccio

Com diu Gilmore, simetria implica degeneracié.[1] Els estats degenerats sén base de les representacions
irreductibles del grup de transformacions G que deixa invariant I’Hamiltonia: RiH R,;l = H, R, € G.
En efecte, si anomenem V¥, a una funcié propia d’aquest Hamiltonia i E; a ’autovalor associat i definim
®. = RV, és senzill demostrar que ®;, és també funcié propia de H associada amb mateix valor propi Fj:

H®), = RpyHR,'®), = ReHR 'Ry W, = RyHY; = RyF;V; = B;RLU; = E;®y,

Aquest resultat és valid per a tots i cadascun dels elements Ry del grup de transformacions G que deixa
invariant ’'Hammiltonia. El conjunt de funcions propies degenerades W = {®;, = Ry ¥;,Vk} expandeix un
espai lineal estable sota GG, és a dir, 'actuacié de qualsevol Ry € G sobre una funcié d’aquest espai genera
una altra funcié d’aquest espai, per tant una funcié propia d’H associada amb el valor propi E;. Diem
llavors que qualsevol base d’W és també base d’una representacié del grup G. I aquesta representacié ha
de ser irreductible, ates que d’altra manera no podriem generar tot I’espai W a partir de ¥; i I’aplicacié
de totes les Ry € G. Per tant, les representacions irreductibles de G ens proporcionen les degeneracions de
l’espectre energétic del sistema.

L’atom d’hidrogen presenta un Hamiltonia equivalent al dels moviments planetaris al voltant del sol, i.e.
energia cinetica més un potencial central inversament proporcional a la distancia de la particula a ’origen
(el sol en el cas dels planetes, el nucli en el cas de I’hidrogen). Qualsevol rotacié deixa invariant el modul del
moment lineal, i per tant I’energia cinetica, i també la distancia r al centre, i per tant ’energia potencial.
En conseqiiéncia deixa invariant I'Hamiltonid. Diem que el grup SO(3) de rotacions en 'espai R? és el
grup de simetria de ’hidrogen. Els generadors de rotacions sén precisament les components del moment
angular, mentre que el quadrat del seu modul és I'invariant o operador de Casimir del grup, que commuta
amb "'Hamiltonia i, com en els moviments planetaris, és una constant de moviment.

En mirar els orbitals pero, observem per exemple que l'orbital 2s i 'orbital 2p, tot i pertanyer a diferents
irreps d’SO(3), sén degenerats. Per tant, si hi ha més degeneracié que la que inclou SO(3) vol dir que 1’hi-
drogen té més simetria. Aquesta degeneracié accidental ha de derivar d’alguna simetria oculta. Una primera
indicacié d’aquesta simetria eztra ja la van identificar Laplace i Hamilton en estudiar orbites planetaries.

La manera usual de determinar les orbites estacionaries d’un potencial central és 2felr inthrvindre la conser-
vacié del moment angular L = mr26 i de 'energia E = 2(#2 + r262) + V(r) = ™= + -5 + V(r). Des del

2mr2
moment angular deduim df = #dt, amb L constant. De l'energia podem escriure dr = f(r)dt, i dividint

una equacié per l'altra trobem % = g(r), cosa que permet integrar i obtenir § = 6y + [ g(r)dr, que ens
proporciona 'equaci6 6 = 6(r) de 1'orbita, que resulta ser el-liptica per a sistemes lligats (E < 0).



Laplace i Hamilton van seguir una altra via i en el cam{ van fer un descobriment: encara que amb la conser-
vacié del moment angular i 'energia se poden determinar completament les orbites en un potencial central
qualsevol, en el cas de potencials centrals inversament proporcionals a r, i.e., F(r) = —T%ur (coulombic o
gravitacional), hi ha una magnitud addicional que també se conserva. Per tant en aquest problema hi ha
simetries addicionals.

La via de Hamilton consisteix a multiplicar la segon llei de Newton vectorialment per L:

pr:—F(r)Lqu:—Fff)Lxr (1)

Des de la identitat vectorial A x (B x C') = B(A - C) — C(A - B) tenim que:

(rxp)xr=-rx(rxp)=r’p—mr(r-¥) (2)
Tanmateix, des de %(r ‘T) = % r? tenim que 2r - ¥ = 2r7, i.e. r- T =17,
La cons‘tén.cia del moment angular permet escriure %(L x p) = L x p. Aleshores, amb F(r) = T% i
%f =" = %I" — .3 T escrivim:
d k roor dr d r
—(Lxp)=——=?’p—mrri)=—km(-— =r)=—km—-=——(km-— 3
dt( p) 7,3( p ) (T 7,2 ) dtr dt( T) ( )

Per tant, %(p x L —km?Z) =0, cosa que diu que el vector de dins del paréntesi R = p x L — km 7, ano-
menat de Runge-Lenz, és una constant de moviment. Lligada amb aquest invariant ha d’haver una simetria
(teorema de Noether).!

En 1926 Pauli[2] va trobar 'espectre d’energies del problema de Kepler (atom d’hidrogen) fent tis de la
conservacié dels vectors de Runge-Lenz i el moment angular. Un poc més tard, Fock[3] va explicar la dege-
neracio dels nivells d’energia en termes de ’algebra d’un grup isomorf al de rotacions en quatre dimensions
SO(4). D’on surt aquesta quarta dimensié? Donarem primer una resposta mecanoclassica, abans de tornar
sobre I’atom quantic.

Greg Egan[4] ens mostra aquesta imatge que suggereix la resposta. En la imatge, el planol representa dues
de les tres dimensions de R3. La direccié vertical és la misteriosa quarta dimensio.

LA partir del vector R podem determinar les drbites:
R~r:(p><L)-rfkmE~r:r-(p><L)fkmr:LA(rxp)fkmr:L2fkmr
r

Per tant L2 = kmr+R-u,r = kmr+ Rrcos f que podem reescriure %%zl—l—%cos@ = f:l—i—ecos@, que és I’equacié

d’una el-lipse amb origen al focus dret, escrita en coordenades polar (r,8).



2 La projeccio estereografica de les orbites de Kepler

. . <. . . . . .. [a .
Considerem una circumferencia de radi unitat centrada a l'origen. La projeccid ( ) de x sobre la circum-

b
feréncia és el punt de tall d’aquesta amb la linia que uneix el seu pol nord amb x (vegeu la figura).

N
N

Com el radi és la unitat, a? +b* = 1. Tanmateix, la llei de proporcions del triangle ombrejat i el gran permet

escriure: { = %5. Per tant, » = ;%5 — z? = ﬁ = % = %. Aillant b trobem b = ;21} i per tant,
a=x(1-b)=z(1- izﬁ) = xgil En conseqiiencia la projeccié resulta:
2
a 2 zv—1
= X+ n 4
(b) 22+1 2241 @)

s () - )

La generalitzacié a R?* substitueix ’eix horitzontal per R?, contemplat aquest com un hiperplanol de R?,
{(x1,22,23,0)" € R*}, el punt x pel vector (x1,x2,23,0)" i el vector unitari perpendicular n = (0, 0,0, 1)’
El punt p projectat sobre S és:2

2 |lz|? — 1

= . 51
PSRN (5)

p

En R3 r(t) és una el lipse, perd ©(t) i per tant p(t) és un cercle. En efecte, des de la definici6 de moment

angular L = Jw = mr? Z—(z inferim que %2 = %fl—?. Des de la llei de Newton, m‘fl—;’ =-VV = T% u,. Dividint
els dos resultats trobem que:
dv k
— = —u,. (6)
dd L
Els vectors unitaris en coordenades polars expressats en termes dels vectors unitaris en cartesianes sén
u, = cosbi+ sinfj, ug = —sinbi + cosfj, tenint en compte aquestes relacions integrem l'eq. (6): [ dv =
v—vo="=2 [u,df = —Lu,
k
—V=v)— —uy (7)
L
2Una S™ esfera en R"*! la formen el conjunt de punts x € R"*! amb coordenades z;,i = 1,2, ... (n+1), tals que Z?:ll z2=1.



que elevant al quadrat déna lloc a:
k.?
(v—vo) =15, (5)

equacié que descriu un cercle de radi % centrat en vg.3

Tot seguit mostrem que la projeccié estereografica fa correspondre un cercle maxim de S? C R? amb un
cercle en el planol R? (d’igual manera, una esfera S® C R* se correspon amb una esfera en R?).

Recordem que un cercle maxim és el conjunt de punts p = (x,y, h)! del tall de S? amb un planol que passa
per lorigen, Az + By + Ch = 0. Els valors z,y, h s6n la projeccié de P = (X,Y)! d’acord amb:

2 +|P]2—1
= n
P2+ 1 P2 +1

p 9)

que, per components, proporciona les coordenades:
B 2X B 2Y X4y
TXZrveiol YTxriveyr T XZrveol

que portades a 'equacié del planol resulta 2AX +2BY +C(X?+Y2—1) =0, i.e., X2+Y?2+ %X—i— %Y =1
que reorganitzem en la forma:

T

(10)

m+§ﬂ+w+§ﬁ

o2 (11)

Per tant, qualsevol cercle (X — X()? 4 (Y — Y5)? = R? en el planol té una projeccié en un cercle maxim de
52 (que no és més que el tall de S% : {(z,y, h)!/z* +y* +h? = 1} amb el planol Az + By + Ch = 0). D’igual
manera relacionem S% i R3.

Un cercle maxim d’S™ és una geodesica en S™ (vegeu e.g. [5]), que és la trajectoria que segueix a velocitat
constant una particula lliure sobre S™. En conseqiiéncia, associada amb una orbita Kepleriana en R3 hi ha
una geodesica en S C R* El moviment lliure en S® és invariant sota rotacions d’R*, grup SO(4). Per
tant, el moviment Kepleria associat també ho sera. SO(4) conté el subgrup SO(3) de les rotacions en l’espai
R3, perd també conté altres transformacions addicionals. Per aixo, a més de l'invariant moment angular,
associat a SO(3), presenta un segon invariant, el vector R de Runge-Lenz.*

3 Degeneracions associades amb el moviment lliure en S”

En R” I'operador nabla és: V2, = (;—;2 4+ 4 8722) Aquest operador pot descompondre’s de la segiient
1 n
manera:

on V%n,l és un operador escrit en termes de coordenades angulars. Es a dir, que actua sobre funcions
derivables definides en S™1.

3Calculem vo: Des de leq. (7): v% =v? + 2—22 + 2% v - ug. Ateés que v = %ur + r‘;—f up tenim que v - up = ro i per tant
L mr26 mr s L2 m L2"

1S0(4), a més de les tres components del moment angular, compta amb les tres del vector de Runge-Lenz, de manera que
SO(4) té sis generadors de transformacions.

; 2 2 2 2 2
Eyoup =2 = k£ Enresum: UO:%—&—%(%—I—E):L—F%—WVM: 2E | kb



w2, 10,20 1 (1 8 pd 1 9> 2 18,0 4 198
Per exemple: Vi = Hgm7 5 + 2 (meae sinfl g5 + sin208q§2)’ Vi = + 2502

Les solucions de I'equacié de Laplace —V%n f=af,

1. Presenten autovalors « = A(A+n —1), amb A =0,1,2,...

2. Presenten degeneracio6 <)\ j; n) - <)\ J/\r ﬁ ; 2>

3. Presenten autofuncions Yf:;)

Per exemple, en 'esfera S? tenim n = 2. Per tant, a = A(A +2 — 1) = A(A + 1) i la degeneracié resulta:

A+2) A 0+ A=)
(13- () = e sy

En l'esfera S! tenim n = 1. Per tant, a = A(A+ 1 — 1) = A? i la degeneraci6 resulta: (A _)'\— 1> — <i : ;) =
A+ —(A=-1)=2.

Si calculem la degeneracié d’S3 trobem:

(A+3>_<)\+1> _ A+3)A+2)A+1) A+DAA-1) 1

_ 2 _ .2 _
A A—2 6 5 SO (6A+6) = (\+1)? =n®, n=1,2,...

que és la degeneraci6 de I’atom d’hidrogen.
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