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A modo de prologo

Estos apuntes sobre la definicion y primeras propiedades del grupo de Lie han
tenido su origen en una de las lecciones del curso de Doctorado titulado "Teoria de
Grupos en Quimica Cudntica” que tuve la ocasién de impartir durante el afio escolar
1987/88 en el Departament de Quimica-Fisica de la Universitat de Valéncia.

El objetivo final que se persigue es el de "desmitificar” el uso de estos grupos entre
los "no expertos” en matematicas.

Es bien conocido que la aplicacién de la teoria de Grupos supone una gran
simplificacién de muchos problemas de Fisica y. Quimica. Ello ha propiciado la aparicién
de algunos textos basicos sobre aplicaciones de 1a teorfa de las representaciones lineales
de grupos finitos que han tenido una acogida muy. favorable (entre ellos merece ser
destacado el libro de Cortton "Chemical Applicadons of Group Theory", John Willey and
Sons, 1963).

Si bien el uso de grupos finitos es suficiente para simplificar muchos problemas en
Quimica y en Fisica, a menudo nos encontramos frente a situaciones tales como el estudio
de propiedades de moléculas lineales, de dtomos, etc., en los que es aconsejable el uso de
los grupos de la linea (SO(2) = Ceo, O(2) = Cooy, Deopy,-..), los grupos de la esfera
(SO(3) = K, O(3) = Ky,,...), grupos de transformaciones unitarias, etc. Este tipo de
grupos, llamados continuos, poseen un nimero de elementos infinito y unido a ello, un
"manejo” distinto al de los grupos finitos.

Un tipo y otro de grupos se suelen introducir separadamente, y, dentro de la gama
de los muchos textos publicados podemos decir que la introduccidn en Fisica y Quimica
de los grupos finitos y de sus representaciones es satisfactoria y el estudiante puede
encontrar una gradacién en el nivel de abstraccidn (y por tanto de rigor matemdtico) que le
permite viajar con comodidad partiendo de textos muy intuitivos y que presentan una gran
cantidad de ejemplos sencillos de aplicacién tales como el ya mencionado libro de Cotton,
pasando por textos con una extensa fundamentacién como el de Wigner (E. P. Wigner,
Group Theory and its Application to the Quanmum Mechanics of Atomic Spectra,
Academic Press 1959) o el de Hamermesh (M. Hamermesh, Group Theory and its
Application to Physical Problems, Addison-Wesley 1962), pudiendo alcanzar un nivel de
formalizacién abstracta completa en libros tales como el de Serre (J. P. Serre,
Representaciones Lineales de Grupos Finitos, Omega 1970).

Creemos que otro tanto no puede decirse de los grupos continuos (grupos con un
nimero infinito no numerable de elementos: Ceo, CooyDech,K, Kj;...). Quizis ello sea
debido a su mayor complejidad. De hecho nos encontramos frente a autores que

inicamente consideran el estudio de subgupos de la esfera (Coo, CooysDooh.K...),

presentandolos como una generalizacion de los grupos tinitos donde se cambian sumas
por integrales. Quizis €sto sea un buen punto de arranque para que el estudiante de Fisica
y de Quimica manipule por primera vez estos grupos. En cualquier caso es constatable
que incluso textos como Hamermesh (ya mencionado), Joshi (A. W. Joshi, Elements of
Group Theory for Physicists, Wiley Eastern Limited 1977), Chisholm (C. D. H.
Chisholm, Group Theoretical Techniques in Quantum Chemistry, Academic Press 1976),
~Lichtenberg (D. B. Lichtenberg, Unitary Symmetry and Elementary Particles, Academic
Press 1978) etc., que estudian con cierto detalles los grupos continuos, no prestan
demasida atencién ni a su definicién formal ni tampoco a la introduccién del algebra de
Lie. En su lecwra el "no experto” se encuentra a veces realizando la operacién sumar (+)
elementos de un grupo multiplicativo {G,*} sin que se le haya definido con suficiente
detalle esta operacién, o generando elementos de dicho grupo a partir de un dlgebra cuya
introduccién le resulta un tanto arbritararia y cuya relacién con el grupo, poco natural.

Estos apuntes pretenden realizar una introduccién intuitiva al grupo abstracto de Lie
y a su algebra con la ayuda visual de la geometria, haciendo cierto énfasis, en particular,
en que la relacién que existe entre una superficie en el espacio real tridimensional y
cualquiera de sus planos tangentes es imagen de la relacién que existe entre un grupo de
Lie y su dlgebra.

Quiero expresar aqui mi agradecimiento a mis colegas del Col-lcgi Universitari de
Castelld, especialmente al Dr. Juan Monterde, del Departamento de Geometria y
Topologia, asf como al Dr. José Antonio Lopez, del Departamento de Mecdnica y
Astronomia, por las muchas y muy ttiles discusiones que han sido cruciales para la
elaboracién de estos apuntes. Finalmente, quiero resefar algunos libros que me han sido
utiles para estudiar este tema:

R. Abraham y J.E. Marsden, Foundations of Mechanics, The Benjamin/Cummings

Publishing Company, Inc., 1978; Cap 1 y 4.

N.J. Hicks, Notas sobre Geometria Diferencial, Ed. HispanoEuropea, 1974. Los

ejemplos propuestos son de gran interés.

S. Kobayashi y K. Nomizu, Foundations of Differential Geometry, Vol 1,

Interscience Publishers (John Wiley and Sons) 1963; Cap 1.

M. Spivak, Cédlculo en Variedades, Reverté, 1972. Presenta un enfoque cldsico del

cédlculo de variedades. Resulta de lectura fdcil.

G. Hochschild, La estructure des groupes de Lie, Dunod, 1968. Su lectura

requiere de una serie de conocimientos previos. Es fundamentalmente itil como

libro de consulta punmal.

y por supuesto todos los libros de aplicaciones de teoria de grupos resefiados mds

arriba.



Grupos topolégicos

Comencemos considerando un ejemplo. Sea el grupo continuo G = SO(2) de
rotaciones alrededor de un eje. Hablamos de sus elementos como rotaciones de angulo
6. Al hacerlo, implicitamente establecemos una correspondencia entre los elementos g €
G del grupo y cierto pardmetro 6 € R.

Asimismo, al referimos a los elementos del grupo intuimos unas relaciones de
proximidad en el sentido de pensar que dos rotaciones g(25.0°) y g(25.1°) estdn mds
"préximas” que otras dos, p. ej. g(25.0°) y g(50.0°). A primera vista esta nocién de
proximidad parece "heredada” de -aquclla relacion de proximidad existente en R donde
estan definidos los valores del pardmetro 6. Sin embargo, el hecho de que
identifiquemnos las rotaciones g(0) = g(2r) o en general g(B) = g(® + 2kn) nos hace
pensar que ello no es exactamente cierto.

Notemos que la identificacion efectuada induce una relacién de equivalencia en R,
que puede expresarse por 6 ~ 6 + 2kn. El conjunto cociente R/~ de las clases de
equivalencia de R por la relacién ~ , admite como representantes de clase a los
elementos del intervalo [0,21) € R pero definiendo entre ellos unas nuevas relaciones
de vecindad que podrian quedar reflejadas mediante una circunferencia. Podemos verlo

grificamente en la figura 1.
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Figura 1.- Definicién topolégica de circunferencia.

De hecho, debe indicarse que ésta es una definicién de circunferencia alternativa a la
definicién mds tradicional S!= ((x,y) € R?/x?+y?=r2}. Asf pues vemos que desde
un punto de vista de las relaciones de proximidad, los elementos de SO(2) forman una

circunferencia puesto que sus elementos pueden tambien tomarse como los

o)

representantes de clase del conjunto cociente R/~

Podemos concluir diciendo que SO(2) es una coleccién de elementos con una ley de

.. composicion interna que le dota de estructura de grupo pero que a la vez entre sus

elementos hemos definido unas relaciones de vecindad que nos obliga a contemplarlos
como formando una circunferencia. Este tipo de conjuntos que poseen simultdnemanete
una estructura de grupo y una estructura de espacio topoldgico se denominan grupos
topolégicos(2).

Nos preguntamos ahora si es necesario acudir a R? (donde se halla inmersa la
circunferencia) para poder hablar de las relaciones de proximidad del grupo SO(2). La
respuesta, a nivel local, es negativa. Veamos que se quiere expresar con ello.
Consideremos por ejemplo dos intervalos abiertos de R i.e. (-r,%) y (0,2%).
Establezcamos la correspondencia © — R(8) para cada intervalo por separado. Podemos
constatar que, restringidos a considerar a la vez un solo intervalo, las relaciones de
vecindad entre los elementos de SO(2) que se corresponden con puntos de un intervalo y
aquellas que existen entre dichos puntos (topologia de la recta real R) son coincidentes.
Asi pues, localmente, podemos decir que SO(2) tiene las mismas relaciones de vecindad
que los intervalos de R con los que se ha establecido corespondencia.

Figura 2a. Mapa del mundo centrado sobre el océano atldntico.

'so) y S! son dos espacios topol6gicos equivalentes, ésto es, homeomorfos.
2Se verd mds adelante que se impone una compatibilidad entre las operaciones del
grupo y la estructura de espacio topoldgico en la definicién de grupo topolégico.



Figura 2b. Mapa del mundo centrado en el océano pacifico.

La afirmacién de que SO(2) tiene las mismas relaciones de vecindad que los
intervalos de R con los que se ha establecido correspondencia debe considerarse con
cuidado en el siguiente sentido. Consideremos los mapas del mundo de la figura 2. Es
conocido que, siguiendo el correspondiente paralelo, Alasca y Siberia estdn separadas
tan solo por una cona distancia (distancia correspondiente al estrecho de Bering). Esto
queda reflejado perfectamente en el mapa de la figura 2b. Sin embargo es posible,
siguiendo el mismo paralelo, hacer un largo camino desde Alasca hasta Siberia como
muy bien queda reflejado en el mapa de la figura 2a. Debe indicarse que ambas
descripciones de las relaciones de vecindad entre Alasca y Siberia no son contradictorias.
Asimismo debe indicarse que constatamos la necesidad de mds de un mapa para poder
tener una descripcién completa de las relaciones de vecindad en el mundo.

Volvamos sobre SO(2) y analicemos las relaciones de proximidad entre R(8=¢) y
R(8=2n-€). Consideremos para ello el esquema de la Figura 3 donde F | Tepresenta la
biyecci6n entre el abierto U, = [R(B=-n), R(6=n)} C SO(2) y el abierto V| = (-x,x) C
R. Analogamente, F,representa la biyeccién entre el abierto U, = [R(8=0),
R(6=2m)}C SO(2) y el abierto V, = (0,2n)C R. A cada conjunto (U;.F))sele
denomina carta local de SO(2) y tiene el sentido de que en su imagen sobre R, V;, se
pueden encontrar todas las relaciones de vecindad de U; (del mismo modo que quedan

reflejadas las distancias entre ciudades en el mapa donde se representan carreteras).
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Figura 3.- Descripcién de SO(2) mediante dos cartas compatibles.

Notemos asimismo que existe una biyeccién entre aquellas partes de Viy V;cuya
imagen en SO(2) es la misma. En el ejemplo desarrollado en la Figura 3 resulta ser que
F,, = L. Ello no siempre ha de ser asi. Veremos mis tarde otro ejemplo de cartas de
S0O(2) donde F, no es la identidad (basta disponer de dos mapas con distinta escala
para que IF |, haya de ser necesariamente distinto de la identidad).

A partir de la Figura 3 constatamos que R(6=¢) y R(8=2r-€) quedan descritas como
muy distantes segin la carta (IF,,U,). Esta descripcién se corresponde con dar la vuelta
a casi toda la circunferencia. Sin embargo, por el hecho de que 2r-€ pertenece a la misma
clase que -€ (es decir R(8=¢) y R(6=2x-¢) son la misma rotacién) y tomando la carta
(F,U,) diremos que la vecindad entre estas dos rotaciones es la misma que existe entre
€y -€ sobre el intervalo V=(r,-m).

Consideremos ahora el ejemplo de la figura 4. En este caso la biyeccién se establece
tambien entre aquellas partes de los intervalos de R cuyas imdgenes en SO(2) son las
mismas y el isomorfismo no es trivial: H 12 =20 -4n: (2r27+12) & (0,%).
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Figura 4.- Otras dos posibles cartas de SO(2).

Con objeto de asegurar que aquellas partes de SO(2) que pudieran aparecer en mas
de una cana sean descritas de igual manera en todas ellas, impondremos a la biyeccién
IF}, la continuidad ¢ incluso la diferenciabilidad. (Es facil ver que la correspondencia
entre dos mapas a distinta escala de un mismo territorio es un isomorfismo continuo y

diferenciable).

En un intento de generalizar los ejemplos discutidos diremos que dado un grupo
continuo G podemos describir su topologia (sus relaciones de vecindad) mediante el
establecimiento de cartas compatibles. Para ello cubriremos G mediante una coleccidn de
subconjuntos abiertos suyos U; y estableceremos biyecciones entre estos subconjuntos
U;C G y ciertos subconjuntos abiertos V;de R™, con la restriccion de quesiUinU; *
@, esto es, se produce un solapamiento de cartas, sea posible contruir una biyeccion F i
=F,(UinUp) & Fj (Uin Uy construida segun ]Fij = ]Fi"le que sea continua y
diferenciable de modo que se asegure la compatibilidad de cartas. En la figura 5
presentamos un esquema correspondiente a esta definicién.

Figura 5.- Cartas de un espacio topolégico sobre abiertos de R2.

Una vez establecidas las cartas podemos expresar facilmente las relaciones de
vecindad en el grupo en base a las imdgenes de las cartas en RN (del mismo modo que
mirando un mapa de carreteras concluimos la mayor o menor proximidad entre distintas
ciudades).

Al conjunto de cartas (F;,U;) que cubren G se les llama atlas ¢ de G. Podemos
establecer la relacién de equivalencia entre atlas: &, ~ @, ¢ @, U @, es un atlas. (Es
decir, si dados dos atlas ¢, y €, no existe ninguna incompatibilidad entre cualesquiera
dos cartas de ambos atlas y puesto que cada uno de los dos atlas cubre por si solo todo

_ G, se tendrd que su unién deberd ser tambien un atlas de G). Por iltimo dos

definiciones:
Llamaremos estructura diferenciable § de G a una clase de equivalencia de atlas de G.
Llamaremos variedad diferenciable M de G al par (G,9).



Continuidad

Dado un-atlas & correspondiente a un conjunto G podemos dar la siguiente
definicién de entorno de un elemento g € G que nos va a ser qtil en la definicién de
continuidad.

Sea UC G, se dice que Ues un entornode g€ G si ge U y para toda carta IF, :
VierU; ulque g e U se tiene que F ! (U; n U) sea un entorno de r = F;1(g).

Como vemos esta definicién no hace mis que trasladar a G las relaciones de
vecindad de sus imdgenes en R™ .

Volvamos sobre los grupos continuos y preguntémonos que propiedades se inducen
por la topologia en la operacién del grupo () y en la inversién. Para ello comencemos

por describir estas operaciones:

-Operacion * : GxG - G
(a,b) — =(ab)=axb

-Operaciéninversion it G — G

a —i(a=al

La consideracién en G de relaciones de vecindad a partir de las imdgenes de sus
cartas en abiertos de R™ nos ha permitido mds arriba establecer, de modo sencillo, la
definicién de entomos de G. Este concepto nos va a permitir hablar de continuidad de

funciones de G. Definimos la continuidad de la inversién i:

:G = Gescontinuaen g € Gsi V U C G entono de a*! se tiene que i''(U) sea un
entorno de a. En tal caso y puesto que i es una biyeccién diremos que i es una funcién
homeomorfa.

Analogamente, se define la continuidad de la operacién * del grupo:

*:GxG — G es continua en (81,8, Gx G si ¥V U C G entorno de *(81,87) = g,*8,
3 W, entomo de (g,,8,) € G x G, de modo que U = (W).

Finalmente, y con objeto de fijar ideas, vamos a recordar la definicién los conceplos
de espacio topolégico y de gupo topolégico: Un conjunto G con una coleccién de
subconjuntos ® que llamaremos abiertos de G, que cumplen:

1.0e0®,Ge0.

2.5iU, U, €O -UjnU,C 0.

3.5iU,0,C O >ULU,C O,
constituye un espacio topolégico. Si ademds todo par de elementos de G pueden ser
separados en abiertos disjuntos, el espacio topolégico se llama de Hausdorff.

Con todas las consideraciones y definiciones previas podemos definir ya de modo
inambiguo el concepto de grupo topoldgico: Un grupo topolégico es a la vez un espacio
topolégico Hausdorff y un grupo siendo continuas la inversién y la operacién del grupo.



Conexion en grupos topologicos

La idea de conexion viene ligada a la posibilidad de unir dos puntos cualesquiera de
un conjunto mediante un camino totalmente contenido en dicho conjunto. En un conjunto
inconexo ello serfa imposible y es por ello que imaginamos los conjuntos inconexos

como una coleccidn de piezas disjuntas. La figura 6 nos resume esta idea de modo

e &

Conexo Inconexo

Figura 6.- Conjuntos conexos e inconexos.

Con mayor precisién diremos que dado un conjunto conexo no exite ninglna
aplicacion continua desde dicho conjunto sobre un espacio discreto (por ejemplo Z) que
contenga més de un punio en la imagen. O sea, que toda funcién continua f: G — Z es
la funci6n constante. Por el contrario, diremos que G es inconexo si 3 alguna f: G — 2
que tenga mds de un punto por imagen. Por ejemplo consideremos O(2), grupo
ortogonal en dos dimensiones, y sea la funcién determinante, la cual en este ejemplo
tiene dos puntos por imagen: Det: O(2) — {-1,1} € 2. Tenemos pues que O(2) es
inconexo constando de dos subconjuntos disjuntos y conexos: las rotaciones impropias
de determinante +1 que conjuntamente, con la operacién de multiplicar de O(2),
constituyen el grupo SO(2), y las rotaciones impropias, de determianate -1, que no
presentan estructura de grupo por el hecho de no contener a la matriz unidad (elemento
neutro).

Demonos cuenta que para definir un elemento de O(2) basta con asignar un valor al
parametro continuo 6 (dngulo de rotacién) e indicar si se trata de una rotacién propia
(+1) o impropia (-1). Asf pues tenemos que existen grupos topolégicos inconexos que
constan de n piezas disjuntas (cada una de ellas conexa) etiquetables mediante n valores

de paramentros discretos y cuyas operaciones se definen con el concurso de dichos

pardmetros discretos mds el concurso adicional de pardmetros continuos.

Debemos indicar por dltimo que existen grupos topolégicos doblemente

(multiplemente) conexos. Diremos que un conjunto G es doblemente conexo si dados

dos puntos cualesquieraa y b € G, siempre es posible encontrar dos caminos distintos
(totalmente contenidos en G) que los unan, no siendo posible identificar uno y otro
camino mediante una deformacién continua. Veamos ésto con mds detalle: Definimos
dos caminos cualesquiera C, y C, que unenayb e G segin:

C:[0,]]C€ R =G /Cy(0)=a, C,(1) =b; siendo C, continua.

C:[0,1] € R =G /Cy(0) = a, Cy(1) = b; siendo C, continua.
Supongamos que G es simplemente conexo.

Tenemos que V C,C: [0,1]C R —» G, 3 F: [0,11 x [0,1] = G/F es
continua y cumple que F(x,0)= Cy(x) y F(x,1)= C;(x) V x e G.
Por el contrario si G es doblemente conexo es imposible, por definicién, la construccién
de F.

Figura 7.- Conjunto doblemente conexo.

En la figura 7 se muestra un espacio doblemente conexo. Mediante una deformacién
continua no se puede convertir C, en C, a no ser que haga desaparecer el agujero. Este
puede empequefiecerse continuamente anto cuanto se quiera pero su eleminacién es una
operacién discreta.

El concepto de m-conexién de un grupo va estrechamente relacionado con la
existencia de representaciones irreducibles m-evaluadas de dicho grupo. Esto presenta
interés, por ejemplo, porque permite incluir a las funciones de spin como base de

representaciones irreducibles en grupos de transformaciones definidas sobre espacios



vectoriales cuyo cuerpo de escalares es real. Son ejemplos de grupos multiplemente

conexos SO(2), SO(3), etc. (ver por ejemplo Hamermesh p. 321).

Grupos de Lie

Ademis de imponer la continuidad en la inversién y en la multiplicacién («) de un

* grupo, lo cual nos lleva a la definicién de grupo topolégico, es posible imponer

restricciones adicionales a estas operaciones que nos permiten definir un nuevo tipo de
estructura: el grupo de Lie. Diremos que un grupo G es de Lie si = y la inversién son
diferenciables en cualquir elemento de G.

Tengamos presente que hablar de diferenciabilidad en un punto implica tener que
definir previamente el espacio vectorial tangente al grupo en dicho punto. Veamos que se
quiere decir y para ello recordemos, a modo de ejemplo, la definicién de
diferenciabilidad de funciones reales de variable vectorial:

Se dice que f: S;2C R? — S;,C R es diferenciable enx, & S,°si 3 g: R2—» R
lineal asi como h: R? = R infenitesimal de modo que f (xo+ Ax) - f(x,) = g(Ax) +
lAxI h(Ax).

Debemos resaltar que en la definicion de diferenciabilidad de f en el punto X, tanto g
como h son aplicaciones que se definen desde el llamado espacio tangente a la funcién en

T (en este caso dicho espacio tangente se llama plano tangente y es simplemente R2).

F
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Figura 8.- Superficic diferenciable.



Ademds insistir en que en nuestro ejemplo ha sido posible establecer esta definicién
merced 2 que sabemos que nuestra funcidn f estd inmersa en R3 y como consecuencia
los planos tangentes son como R2. Asimismo queremos hacer notar que una superficie
diferenciable i)udicra coincidir sélo en un punto con su plano tangente. (Con esto
queremos poner de relevancia que la definicién del espacio tangente no es siempre
trivial). Grificamente podemos verlo en la figura 8.

En resumen, dado un gupo G y una estructura diferenciable § se dispone de una
variedad diferenciable M = (G,4). Ahora bien para poder realizar la diferenciacién
debemos asociar a cada punto de M un espacio vectorial: el espacio tangente, hiperplano
tangente o simplemente plano tangente a la variedad en dicho punto.

Asi pues, serd necesario realizar una definicién del espacio tangente antes de poder
hablar de diferenciabilidad.

Como paso previo hacia la definicién del plano tangente definiremos el concepto de

* curvas diferenciables en el grupo G.

Curvas diferenciales en un grupo topolégico G

Si bien lo que sigue es general para variedades nos referiremos siempre a grupos
», lopoldgicos.
Sea G un grupo topolégico. Llamamos curva de G a toda aplicacién continua

aw@b)CR—-UCG.

Figura 9.- Curva en el grupo G

La figura 9 ayuda a visualizar el concepto de curva de G como derivado de la idea
intuitiva de construccién de rayectorias o caminos sobre G. Entre los diversos caminos
de G existen un conjunto de ellos que no presentan brusquedades. Esta idea intuitiva de
“caminos suaves" sobre subconjuntos de R™ es lo que ha originado el concepto de
diferenciabilidad en R" . Vamos a transladar dicho concepto desde R™ a los grupos
topolégicos. Para ello tomemos una carta (U,p) de G y un elemento geUCG que sea
imagen de c€(a,b)CR mediante p. Diremos que la curva a: (a,b) — U es diferenciable
en ¢, donde adquiere un valor g = a(c), si 3 a: (a,b)CR — Vi € R™ diferenciable en

p = a(c), siendo a definida por la composicién de aplicaciones p-o (),

ILa comparibilidad entre cartas de un grupo topoldgico asegura, en particular, que si
una curva es diferenciable en una cana (V) »P1) lo sea en cualquer cara ( V;,p;).



Démonos cuenta que esta primera definicion de diferenciabilidad de curvas de G se
resume simplemente en llamar diferenciable a aquella curva de G cuya imagen en R

(segun la correspondiente carta de G) sea diferenciable.

Figura 10.- Curva diferenciable de G

Vamos a aprovechar este modo de transferencia de conceptos, via la composicién o
= p-x, desde R™ a los grupos topolégicos y vamos a precisar el concepto de tangencia
entre curvas de G (Todo ello en aras a la construccién del espacio tangente a un grupo
topoldgico que es nuestro iiltimo objetivo).

Sea (U,p) una cana de G; sea géUCG; sea ce(a,b)CR; sean & y B dos curvas
diferenciables de G que se cruzan en g, o sea tal que a(c) = f(c) = ge G. Diremos que o
y P son tangentes en g siy sélo si a=p-a, B=p- son tangentes en c(2).

(En el apéndice 1 se recuerda brevemente la condicién de tangencia entre curvas de R2),

ZLa compatibilidad entre cartas de un grupo topoldgico asegura, en particular, que si
dos curvas son tangentes en una carta (V1,p1) lo sean en cualquer carta ( Vj,p;).

Figura 11.- Curvas tangentes en G.

Demonos cuenta que la relacién de tangencia entre curvas diferenciales de G es de

equivalencia. Dicha relacién la expresamos del siguiente modo (ver figura 11):

@ ~B < ay p presentan igual vector tangente en p, imagen de ¢ en la carta U.p)
de G.

Esta relacion de equivalencia permite definir clases de equivalencia [ct] en G que
engloban a todas aquellas curvas diferenciables o; cuyas imdgenes o, en R presentan
idéntico vector tangente en p. Fijémonos que existe una correspondencia biunfvoca entre
vectores tangentes cuyo origen es p en R? y las clases de equivalencia [a] de G. En la
figura 11 hemos representado las clases de equivalencia que en globa a las curvas
diferenciables & y B mediante una flecha que hemos llamado vector tangente. Es pues
intitivo realizar la siguiente definicién:

Llamamos vector tangente a la curva diferenciable & en el punto geG a la clase de
equivalencia [a] a la cual pertenece.

Por dltimo definiremos el espacio tangente a G en g, TgG, como la unién de todos
los vectores tangentes a todas las curvas diferenciables de G en el punto geG, o sea el
conjunto de clases de equivalencia de curvas diferenciables en g: TgG={[clg/ccurva

diferenciable de Gen g}.



Proyeccion del haz de tangentes

Existe la idea intuitiva de que toda superficie (f: RZ—R) se encuentra "inmersa" en
la unién de sus espacios tangentes. Podemos transladar esta idea a espacios abstractos
mediante las dos definiciones siguientes: )

-Llamamos haz de tangentesde G: TG=U T (G) (alauni6n de sus tangentes)

geG

-Llamamos proyeccién del haz de tangentes de G a la aplicacién 1G: TG — G

definida por la relacién 1([c] g) =g

Llegados a este punto no debemos perder de vista que, en realidad, lo tinico que por
el momento hemos hecho ha sido definir un conjunto al que hemos llamado espacio
tangente. Ello ha sido realizado mediante la descripcién de sus elementos, los vectores
tangentes, pero en ningin momento hemos dicho nada acerca de su estructura (esto es,
no hemos definido, p. ¢j., la operacién suma de clases de equivalencia y en base a ello
hemos descrito unas relaciones estructurales entre sus elementos). Asimismo, debemos
indicar que cuando hablamos de planos tangentes a superficies sumergidas en R?,
dichos planos son isomorfos a R? y consideramos en ellos la estructura de R2, pero si
se tiene un grupo topoldgico cualquiera no es trivial la realizacién de identificaciones de
los espacios tangentes y conjuntos conocidos por lo que la siguiente etapa a cubir en
nuestro desarrollo serd la estructuracién del espacio tangente. Vamos a ver como

facilmente podrd dotarsele de estructura de algebra.

Estructuracién del espacio tangente

Vamos a definir las operaciones internas +, [] y la operacién extemna () y se deja

-, como ejercicio la comprobacion de que con estas operaciones el espacio tangente

presenta estructura de dgebra.

Operacién suma: Sea (U;p;) una carta de G centrada en g, o sea tal que (0,0,..)e ¥ ;
y p;(0,0....) = g. Sean [a] y [B] dos vectores tangente en g. Tenemos que 3 @ =p,a
yB=p;BC V,CR"yporlotanto 3 y=a+pC Vj CR™ (siendo + la suma en
RT). Sea otra carta de G (U;p;) centrada en g, o sea tal que (0,0,...)e Y,y pJ.(O,O,...)
=g, entonces 3 ye G/y= pj'l.y
Con todo ello definimos la suma de vectores tangentes segiin:

[a] +[B] = [¥] = [p;'(p; & + p;:P)]

En la figura 12 se ilustra de modo grifico esta definicién.

W

Figura 12.- Suma de vectores tangentes

Operacién producto por un escalar : Sean dos cartas (Uip;) y (Ujp;) de G centradas en g

y sea un escalar AeR. Sea un vector tangente [] en g . Tenemos que 3 e =p;ya C
V¥V, CR™ Mediante la operacién producto de R podemos definir y=Aa C v,

CR™. Con ello definimos la operacién producto por un escalar segiin:
l-l(l] = [‘ﬂ = [pj-i (l ‘pla))]



Por ejemplo, sea a:(a,b) = G que hace corresponder a(t) € G para todo t € (a,b).
Definimos Aa como . (a/A,b/A) — G que hace corresponder Y(1) = a(At) € G para todo

t€ (a,b).
|
Operacién conmutacién (]: Sean [a] y [B) dos vectores tangente! En tal caso deben

existir [e#f] y [B*a], (que en el caso particular de grupos abelianos representan un
mismo vector tangente). Con el concurso de las dos operaciones previamente
introducidas podemos definir la anticonmutacién segtin:

([a), (B])= [a*P] - [Bra]

El espacio tangente, con las tres operaciones definidas presenta estructura de dlgebra.
Quizds sea oportuno adelantar que un dlgebra muy familiar a los fisicos y quimicos como
es el dlgebra del momento angular puede contemplarse como el espacio tangente al grupo
de rotaciones en el espacio real tridimensional sobre el elemento identidad de este grupo
de Lie.

(En el apéndice 4.1 se detalla la estructuracién del tangente haciendo uso de la notacién,
mds habitual, de derivaci6n de funciones).
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Sistema de generadores del espacio tangente en un punto

Deseamos obtener una base del plano tangente a p € G. Para ello consideremos una
carta diferenciable F: VC R — U € G y consideremos en V el conjunto de las
funciones coordenadas (x,,x5,...xp, } definidas por x: R — R /x;(a;,8,,....ap) = a,.

Supongamos por comodidad que p = F (0,0,...,0) = FF(0). Con todo ello
consideremos las curvas de V definidas segiin

a;: I =(-g€) = V/a(t) = (0,...,0,1,0,...,0), es decir xj (e(0) = Sij Vj
o lo que es lo mismo, t estd en la posicién i-esima.

La existencia de la carta (IF,U) asegura la existencia de antiimigenes o(1) = Foy(t)
definidas por og: I = (-€,€) = F(V) / o;(t) = (F o o)(1).

Las curvas o; definidas de este modo pasan por el punto p cuanto t = 0, puesto que
F(05(0)) = F(0) = p. Ademds tienen por vector tangente, al cual denotaremos como L,
a [F ooyl

De este modo es posible encontrar un conjunto {% %} de vectores tangentes a
G en el punto p que son base del hipcrplzino tangente a G en dicho punto, ya que sus
imdgenes [yl,....yn) en T,V son tangentes a las curvas «,..0, de Ven F(p) C V.
Recuérdese que la tangencia (y por ende las clases de equivalencia) de curvas de G la
definimos en base a antiimigenes por sus cartas.

A modo de resumen diremos que F: Vs U C G permite definir, de modo narural,
otra aplicacién Fu : T,V — T,G/F«(Y;) =%, que nos conduce a la base fmi) del
espacio tangente al grupo en el punto p.

(En el apéndice 4.2 se detalla algo mis la generacién del espacio tangente explicitando la
notacién, un tanto mas habitual, de derivadas para los vectores tangente).



Algebras de Lie

Una vez definidos los planos tangentes a un grupo topoldgico ya es posible hablar
del tangente sobre el elemento neutro, habituaimente denominado algebra de Lie del
grupo. ;Porqué tiene precisamente tanto interés el espacio tangente al grupo en su
elemento neutro? Pensemos en una superficie inmersa en R? que exprese la topologia de
cierto grupo G. Cualquier plano tangente a dicha superficie es isomorfo a R% Y éste es
un isomorfismo entre dlgebras. Asi pues conocido un espacio tangente se conocen todos
los posibles espacios tangentes. Hemos de transladar esta valiosa propiedad a los
espacios tangentes a los gupos de Lie, de modo que una vez descrito el espacio tangente
por ejemplo en el elemento neutro, estén todos los posibles espacios tangentes descritos.
Pero otro aspecto que merece ser justificado es el interés que se tiene por el conocimiento
_ de estas digebras. Es sabido que una curva o en general una hipersuperficie puede ser

descrita como una envolvente de sus espacios tangentes. Dicho de otro modo, es posible
construir una superficie a partir de la coleccion de sus planos tangentes. Asi pues pudiera
ser conveniente trabajar sobre los espacios tangentes y transladar los resultados

obtenidos al grupo de Lie.

Isomorfismo entre espacios tangentes. La aplicacién regular

Sea {G,*} un grupo de Lie y sea geG. Establecemos la siguiente aplicacién
diferenciable, llamada regular o de traslacién derecha, Rg:G—-G/ Rg(h) = g*h. En
particular Rgle) =g*e=g.

Es evidente que Ry es una biyeccién. Ademds, a partir del caracter diferenciable de la
operacién * del grupo de Lie inferimos que Rg es diferenciable (dejamos aparcado de
momento ¢l cémo realizar la diferenciacién). Esto nos permite establecer un
homeomorfismo entre un entorno de la identidad y un entorno de g.Y puesto que g es
cualquier elemento del grupo, se infiere la existencia de un homeomorfismo entre un
entorno de la identidad y un entorno de cada uno de los elementos del grupo. Dicho de
otro modo, en un entorno del neutro se contiene la informacién analitica fundamental del

grupo de Lie,

Debido a que Rg: G — G es diferenciable y a que Rg(e) = g Rg induce un
», isomorfismo lineal entre los espacios tangentes a G en ¢, TeG y en g,TgG: Rgs: TG —
TgG/Rgs[a) = [g*al.

Tenemos que Rgs es una aplicacion: V' x & TG tiene imagen en TgG.

Ademds es lineal, Rg« ([a] +A [B]) = [Rgs (@)] + A [Rg« (B)] e
Respeta el dlgebra, [Rgl (),Rgh (B)] = Rge ([,B)) Wit bl
Y tiene inversa, RgsRgat = (RgRg1), = (1), =1

si pués Ry es.unlisomorfisio eatte dgebras! B, porisecucadigflado un grupo de
Lie, éste tiene asociada una (inicg 4lgebra (salvo isomorfismos), el 4l gebra de Lie del
grupo, y esta se corresponde con el espacio tangente al grupo en su elemento neutro. éﬂ“’__i
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Generadores del grupo de Lie. Aplicacién exponencial

Vamos a ver en este apartado que es posible generar todo un subconjunto conexo de
un grupo de Lie a partir de uno de sus elementos y una base del espacio tangente al
grupo en ese mismo punto. Tiene especial interés la pieza conexa que contiene al
neutro.Esta presenta estructura de subgrupo, y se genera a partir del elemento neutro y
una base de su espacio tangente (una base de generadores del dlgebra de Lie del grupo).

Dado un punto p y el espacio tangente en p, existe una aplicacién llamada
exponencial, definida desde dicho espacio sobre G que permite llegar a cualquier punto

de G contenido en la misma regién conexa que p: -

exp: I prG - G
t, %) “a exp(t %) =q

Es debido a esta propiedad por lo que a los elementos de cualquier base
{%},.. 5, ) de TeG se los denomina generadores del grupo. (Se suele escoger el

tangente al elemento neuwo).

(Los ejemplos del apartado siguiente nos permitirdn comprender mejor el significado de
esta aplicacién. Més detalles pueden encontrarse a lo largo del apéndice 6).

Ejemplos

1 ru L(n

Sea M el conjunto de todas las marrices reales (n x n) yseaA= (aij) e M.

Tenemos que la estructura de grupo la proporciona la multiplicacién matricial. Para
definir la topologia establecemos una carta sobre ]an asociando a cada matriz A = (a j) €
M el punto (a;,...ang) € R™.

Estudiemos la continuidad de la multiplicacién matricial: (A x B)jj= Ek ajk by;j.
Ello equivale a estudiar la continuidad en cada una de las coordenadas de su imagen en
lR"z. Puesto que cada elemento (A x B)ij es un polinomio con elementos de A y de B es
obvia la continuidad de cada coordenada y por ende la continuidad de la muldplicacién de

matrices.
GL(n) estd constituido por conjunto de las matrices invertibles de M. Tenemos

que, por razones similares a las indicadas mds arriba, debe ser continua la inversién de

matrices definida por:
(Al = (1/det A )(j-adjunto A)

Asf pues se tiene que GL(n) es un grupo topol6gico. Para la diferenciabilidad
acudiremos de nuevo a las imégenes en las cartas. Se constata, en base a que los

polinomios son diferenciables, que GL(n) es un grupo de Lie.

Ejemplo 2. Grupo SO(2)

Sea el grupo SO(2) de las matrices ortogonales (2 x 2) de determiante +1:

cos¢ -sen¢  _
sen¢ cosé R(¢) € SO(2)

establezcamos cantas ¢ : R(¢) — (cos ¢, -sen ¢, sen ¢,cos ¢) e R*. Tenemos que las
imdgenes de SO(2) en sus cartas son fragmentos de curvas en R En consecuancia, el
tangente sobre el neutro (y sobre cualquier oro elemento) es un espacio vectorial

unidimensional.



x(9) = (cos 9, -sen ¢, sen §, cos §) es una curva de R4 cuyo tangente sobre (1,0,0,1)

es: [x(¢)], =[(-sen ¢, -cos ¢, cos ¢, -sen ¢)]_ = (0,-1,1,0).

Podemos considerar que la matriz [{]) '5] representa al tangente a SO(2) sobre la

matriz que representa al elemento neutro [[1) ?]

Con las conocidas leyes de suma y producto de matrices junto con el producto
de una matriz por un escalar, las matrices muestran estructura de dlgebra. Esto nos

permite plantear el siguiente limite (saliéndonos, claro est4 de los limites de SO(2)):

. 1 |cos¢ -send 10 0-1
lim (—( i )] =
$=0 0 |gceng cosd 01 10
En general podemos poner, de modo simbélico, que para cualquier grupo de Lie,
i R(e) - R(0)
llell —0 liek

si bien habitualmente, este limite no tiene sentido operativo (por ello lo de simbélico)
puesto que, tambien en general, entre los elementos de un grupo multiplicativo (G, )
no se tiene definida ni la suma (+) ni el producto por un escalar (-). Consideremos a
modo de ejemplo las rotaciones alrededor de un eje. El producto de dos rotaciones R (6)
y R($) representa la rotacién consecutiva de ambas: R (0 + ¢) = R(0) * R(d). Esta
operacién define la estructura del grupo de las rotaciones. Nos preguntamos ahora jque
manipulacién fisica est4 asociada a la suma de rotaciones R (8) + R (¢)?. Si utilizamos la
representacion matricial R de las rotaciones constatamos que el resultado no es ni
siquiera una rotacién.

Siguiendo con el grupo de matrices ortogonales (2 x 2) de determinante +1,
podemos justificar el motivo del nombre de la aplicacién exponencial asi como su
relacién con la funcién exponencial definida exp: R — R /x — eX:

Puesto que hemos escrito (jestamos con matrices!) el tangente I como un

limite (ver mds arriba) pongamos que R(g) = R(0) + liell I.
Consideremos el elemento R(e) € SO(2). Se tiene que, puesto que la operacién del
., Brupo es cerrada, R(e)*R(e) € SO(2). Escribamos R(g)*R(g) =[R(e)]%. Sean e R.
Mediante el mismo razonamiento tenemos que [R(€)]" € SO(2). Escribamos [R(e)]" =
[R(0) + llelt T}™. Sea cierto nimero finito ae R y hagamos que n — e, Podemos expresar

que llell = a/n. Con ello consideremos el Iimite siguiente cuando n — ee: lim[R(0)
+a/m) " = exp(a I).

O sea, vemos que la funcién "exponencial” definida en el apartado anterior (la
cual permite generar todos los elementos contenidos en la pieza conexa del grupo de Lie
que contiene al elemento neutro) es, para el caso de grupos de matrices, la ya conocida
funcién exponencial de matrices. Asi pues, el lenguaje simbélico empleado en secciones

anteriores cobra quiz4s aun mayor sentido.

Ejemplo 3. Grupo de operadores de rotacién de funciones f(x,y)

Como iltimo ejemplo consideremos el grupo de operadores de rotacién R, (¢) que
actua sobre funciones f(x,y) (gupo que es, por cierto, homeomorfo a SO(2)). Sus
clementos son operadores definidos entre espacios de funciones reales f de variable
vectorial bidimensional (f: R? — R). )

Usemos la ecuacién &, (¢) f(x) = f (R(¢)"! x) = g(x) para definir estos 6;3emdores.
Escribamos,

RO=-Pfx)=fR@)x) e R
RO=0)f(x)=f(x)e R

En los reales existe el limite siguiente:



fR@)X)-fx) _  of ox  of oy of of

m  —— = e — = ye—
S ik P 9% 3¢ 9 g¢ ax "y

[}

d d
- _— X
( 3y ) £ (X)
comparemos esta ecuacién con el limite siguiente tambienen R.

lim w f(x)=1I f(x)

00 [}

9 9
de este modo identificamos I = ( “Y=tX % ). Constatamos, en este caso, el

caracter simbélico tanto del limite como de la relacién exp (a I).

Debe indicarse que es usual que en la definicion de generadores se incluya al nimero

imaginario puro en la expresi6n del limite. Asi tenemos que

& R(e) - R(0)
el — 0 iliel

con este convenio, los generadores obtenidos anteriormente deben de reescribirse como

" RN SEORY
0'}' i( yax ay)'

-

—

Para el caso de dlgebras de varias dimensiones existe un generador por cada
dimensi6n, o lo que es lo mismo I se puede expresar en funcién de una base del 4lgebra
~, de Lie. Asf pues, en general, dada una base cualquiera del 4lgebra tenemos que:

)
R(x) =exp Z i 3 Ij
J

Terminamos este apartado haciendo énfasis en la ecuacién anterior: Todo elemento de
un grupo de Lie perteneciente a un subconjunto conexo que contenga a la identidad
puede obtenerse asignando valores a los pardmetros 3 segn la aplicacién exponencial
anterior. A los operadores Ij se les llamard generadores del grupo de Lie (su eleccién no
es tnica). Finalmente expresar que un grupo de Lie tiene tantos generadores como
dimensiones tenga su dlgebra de Lie (uno por cada pardmentro continuo).



A modo de Epilogo

Los grupos continuos, tales como SO(2), SO(3), U(n), GL(n), etc., estdn
constituidos i)or una coleccién infinita no numerable de elementos. Entre ellos se halla
definida una operacién interna (*) que los dota de estructura de grupo.- Ademds entre sus
elementos existen unas relaciones de vecindad que dota asimismo a dicho conjunto de
estructura de espacio topoldgico. Es constatable la continuidad tanto de la operacién del
grupo (*) como de la inversién en todos los elementos del grupo (es decir, estas dos
operaciones respetan en sus imdgenes las relaciones de vecindad del grupo).

Estos grupos son tambien diférenciables puesto que es posible definir planos
tangentes a la variedad de estos grupos en cualquiera de sus puntos. Existe una
particularidad adicional en estos grupos y es el caracter diferenciable de las operaciones
(*) e inversién del grupo. Por este motivo se les llama grupos de Lie.

En ﬂe planos tangentes al grupa'cgos’iblein&uélr\ de modo natural, una* leye§ de
composicién que lc‘ dota‘ de estructura de 41 gebra Se constata un isomorfismo entre
cualesquiera dos planos tangentes y-éste- . Escogemos al
plano tangente sobre ¢l elemento neutro come represeniantegy lo denominamos el dlgebra
de Lie del grupo. Encontramos pues que todo grupo de Lie presenta una tinica 4lgebra de
Lie asociada (el hiperplano tangente al grupo sobre su elemento neuwo).

Dado el elemento neutro del grupo de Lie y una base del algebra de Lie es posible
generar cualquier elemento de la pieza conexa del grupo de Lie que contenga a su
elemento neutro mediante una aplicacién llamada exponencial (que es la carta natural de
todo grupo de Lie). En consecuencia, un grupo de Lie tiene tantos generadores como
dimensiones tiene su algebra de Lie asociada, tal y como se desprende de la expresién de
su carta exponencial. Al dlgebra de Lie tambien se le llama dlgebra de generadores del

grupo de Lie.
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Apendice 1 Apendice 2

3y 2 :
Tangencia entre curvas de R lieacs fifesenriahies crtis vag 4
La condicién de tangencia entre dos funciones f y g definidas desde U-€ R sobre Sea una aplicacion f: M — N, siendo M, dos grupos topolégicos (o, en general
R puede expresarse por la condicién, (ver figura A-1): dos variedades diferenciables) diremos que f es de la clase CT (o sea r veces

continuamente diferenciable) si su imagen entre cartas de M y N es de la clase CT, o sea,

R f, g tangentes < lim I gl _ VxeMyV cara (V,y) de N con f(x) € V3 (U,¢) de M con x € U, f(U) € V de
u—u  u-ul modo que la representacién de f, fyyg =y £ ¢! sea de laclase CT. (Ver figura A-2.1).

Figura A-1. Tangencia en R2

Asimismo, tenemos que dada una funcién f: U € R — IR podemos definir la
funcidn lincal tangente a fen v, g segin: gp(u) = f(u,) + B(u-u,) ; & € B(R,R)
(& aplicacién lineal, ver figura A-1).

Damos a continuacién algunas definiciones:

ef:Ue E — F esdiferenciable en u si 3 B(u-u,) € L(E,F) tangente a f(u) - ’
f(u,).

* La aplicacién lineal I se llama derivada de fen u: Df (u,).

e La aplicacion Df : U € E — I(E,F) que a u, le hace corresponder Df (u,) =8 (u-u,)

sela denomina aplicacién derivada Df.

Figura A-2.1.- Diferenciabilidad de funciones entre grupos topolégicos.

Consideremos ahora dos curvas ¢, y c, tangentes en meM y sea f: M — N de la
clase C!(continuamente diferenciable). Sucederd que f-c, y f'c, son tangentes en f(m) &
N.



Esta proposicion que puede visualizarse en la figura A2.2, se demuestra de modo
implicito en el apéndice 5. (la demostracién detallada puede encontrarse en Abraham

p.44). Es consecuencia directa de la llamada regla de la cadena. Obviando justificaciones

detalladas, podemos ver que:
por hipétesis ¢)~¢cy — ¢'| =c';. Para la funcién compuesta aplicaremos la regla de

la cadena de la derivacién: (f-c))' = f.c', = ¢y = (fcy)' = ¢’y = ficy ~fc,

I k :
”_’_—H‘N f
—_—
-2~
Figura A2.2.- Translacién de la tangencia por f.

Por iltimo indicaremos que este teorema nos permite establecer la siguiente
definicién de aplicacion tangente a f,Tf, definida sobre los haces tangentes. Sea f: M—N
de la clase C!, definimos tangente de f, Tf: TM — TN a la aplicacién definida segiin: Tf

([e)m) = [F€Ig(m)-

Apendice 3

Sea (U; 9,) una carta de una variedad M n-dimensional de clase CT. Consideremos
en V;e R el conjunto de funciones coordenadas (x1,...,x,} definidas porx;: R — R /
xj(a,...,ap) = aj.

Consideremos el conjunto de funciones {xjo@;,...,xpo@;} definidas en U; que
llamaremos sistema coordenado local en U;.

Para todo p € M puede enconrarse una cama (U; ¢;) de modo que @;(p) se
corresponda con el origen de R™ y @, sea un homeomorfismo de U; sobre un abierto de

R™ definido por Ixjl<a,..., Ixpl «a, para cierto nimero positivo a. Llamaremos a U,

vecindad cibica de p.



Apendice 4
E i6n del S

Sea M una variedad diferenciable. Sea m € M. Representamos por I'(M,m) al
conjunto de las curvas diferenciables ¢ en M definidas poro: I € R — M con 0 € I

y o(0)=m.
La tangencia de curvas o, € I'(M,m) es una relacién de equivalencia.Pongamos que
d(f.o) d(f.p)
a-pfe [T}1=0 b [T];-_-o Vv f: M — R diferenciable (ver
figura A-4).

Figura A-4.- Ilustracién de la definicién de equivalencia de curvas dada en este apéndice.

Llamamos TpyM, espacio tangente a M sobre m, al conjunto de clases de equivalencia de
curvas. Llamamos proyecci6n p de una curva a la aplicacién que le hace corresponder su
clase de equivalencia p: I'(M,m) = TM/ 0 — po=[o].

Vamos a definir ahora el concepto de accién de un vector v sobre una funcién
diferenciable f. Para cllo, seav =po € T M y sea f: U C M — R. Definimos accién

de v sobre f como:

d
v(D)=[5 (0] _g

Asi pues, todo vector v € T,M queda totalmente determinado por su accién sobre

funciones diferenciables definidas en entornos de m.

Vamos a ver ahora que un_vector es una derivacidn en el dlgebra de funciones

Definamos previamente el 41gebra de funciones definidas desde entormos U & M sobre

R. Definimos h = A f + g de modo que h(p) = Af(p) + g(p), donde (.) es el producto y
(+) la suma de nimeros reales. Definimos h = f . g de modo que h(p) = f(p) - g(p),
donde (-) es el producto de niimeros reales. Con estas operaciones, las funciones f: U e
M — R presentan estructura de dlgebra.

Llamemos v al vector [o]. Con las consideraciones anteriores ya es obvio que:

d d
@) v (a-f)=av(f), o sea [t'it" (a f-v:r)]l =0 =2 [E? (f.c)]‘ -0
i) v({+g)=v(h)+v(g) demodo andlogo.
d d
G vEg= [FEocl o= [T (EFor@o], = @oo vo+

(f-0)(0) v(g) = g(m) v(F) + f(m) v(g).

Asf pues vemos que v se comporta como el operador derivada definido sobre el dlgebra
de funciones diferenciables definidas de U sobre R.

Vamos a demostrar el siguiente TEOREMA: T, M es un espacio vectorial de la
4 i ) la de Ia variedad M.

Seanab e R. Sean a,p € I'(M,m). Sean v,w € T;M con v = pa, w = pp. Sea
(U,9) una carta de M ggntrada en m (o sea, tal que ¢(m) = 0). Llamemos ecuaciones de

a: I = M en esta carta a sus funciones coordenadas ol = xi-@-a.



Consideremos, en R", las funciones coordenadas }‘ =aci+b Bi para todo i. Entonces
debe existir sobre la variedad M la curva y definida segin v = ¢ '(y}(0),..., Y'(1)).

Sea una funcién f: U — R diferenciable.

-1
RP 4 5 U f N B
2 P £(p)=(1-971%(%)
Bty il R" .
t ) YY)y = (9 V)0 = X0

Los esquemas anteriores ayudan a visualizar lo expresado anteriormente. Queremos
demostrar la estructura de espacio vectorial de TyM, o sea que, con los supuesto
expresados, [y] = a [a] + b [B].

Calculemos :

d d )
o= [FiEn],_o= [FEe ] _,

pero previamente hagamos la siguiente consideracién (ver diagrama superior): llamemos

h(t) = (f-¥)(1). Tenemos que h(t) = (f-¢"!-@-y)(t) y por consiguiente:
h(t) = (E@1)-(eM(t) = (Fe (@]

La funci6n (f-¢"!) es una aplicacién definida desde R? — R. Sean (x!,....x") las

coordenadas de R™ . Es sabido que la diferencial de (f-¢™!)(x) se escribe como:

n -1
£ f. i
d(fe™) = 2 % dx
i X

Ahora bien, las variaciones difereciales dxi no son independientes sino que todas ellas

dependen de un pardmetro t de acuerdo con las expresiones

i dley) . dy
dx = & dt = -ér de

por consiguiente la diferencial de h(t) = (f-cp“‘(p-*()(t) respecto de t puede expresarse

segin:

n -1 i n -1 i
dh(t) _ Z J(f-e") dx _ J(f-9 ) dy
@ 4 PV Ei T &

- por consiguiente, podemos escribir que:

n -1 1
Af9) dy
(PT)(D = l;[ axi ](‘PY)(O) dt ](=0
n A .;) dodt dBi
D R 2t Y 8 Y -5 NS
i=1 ox

n -1 i n -1 i
_ Afg") da afp ) dff  rd d
AN AT T - [gea ke,

=@nNh=apa)f+b@EP)f = (py)=a (pa) + b (pP) como se queria demostrar.

Hemos definido aqui la suma de vectores y producto de un vector por un
escalar que dotan a Ty M de estructura de espacio vectorial. Si M es un grupo, se puede
generar la gstructura de dlgebra a partir de la consideracién adicional de la operacion del
grupo (ver en el apartado correspondiente de estos apuntes).



2.Base del espaci ente

Sea ¢ una carta de M centrada en meM y sean las curvas Tj que definimos por sus

coordenadas r_l = xl. P siendo T i) = 5
Seac e I‘(M,m). Sea la funcion diferchciablc f: U — R, escribamos

do’ d(m da'y rd(F9 g 1)
{ ](P)f[ ]‘ ]O[T]o

que por razones andlogas a las expresadas mds arriba podemos poner €sto como un

sumatorio:

EMECUIESREE D LTI
i |

i ¥,

escribamos:

n

ZI%L@IJHZ[M“"’] (2] [ g it

1 1

= pla) = Z[ ](p‘r)

Osea | p(t}, i= 1,..n, es un sistema generador de TmM. Veamos que es libre , y con
ello quedard demostrado que es una base de TyyM. Ello implicitamente conlleva que la
dimension de TyyM es precisamente m.

Que { p(ty)}, i= 1,...n, sea libre significa que X a; P(t)=0=2=0Vi

Consideremos una carta ¢:U — R", consideremos su j-esima componente y pongamos

que

n n j
; A d(o™-¢9 " g1)
0= (1) . = - . 2 = : =
Zi:aipxqf Zia:[dx(ptu)]o §i,3i[ & ]o

e drt¥
IS STEON
0 p =2n 25
= ai Xk =+

asi pues, V j, 2;=0. Con ello queda demostrado que dim (T,M) = dim (M).

Nota: Ademds de las dos notaciones que hemos usado para los vectores v de TyM, [a]

y p(a), en ocasiones se utiliza otra notacién que explicita sus coordenadas en una carta

determinada ¢:

) i s
(T;) se representa por |— donde r! = xl-g, el vector v se representa
p 1 p P a‘ m Y p
T

poevaY §[ 2]
i or

evidentemente esta representacién depende de la carta ¢ escogida.



Apendice 5

ncial na aplicacié

Este apéndice es una continuacién del apéndice 2 pero lo hemos ordenado como
apéndice 5 porque hacemos uso de la notacién derivada intoducida en el apéndice 4.

Sean M, N dos variedades diferenciables y sea f una funcién diferenciable definida
entre ambas variedades f: M — N (ver apéndice 2). Llamamos diferencial de fa la
aplicacién f« que permite escribir el diagrama conmutativo siguiente, donde ITy, y ITy
son las aplicaciones, llamadas proyecciones, que hacen corresponder a todo vector
tangente con su punto de tangencia :

f
™ ——0 N
Hul l My
QRS ST
Seam & M; I'(M,m); vy € TyM. Debe existir ¢ & I'(M,m) que cumpla que p(c) = vy,

Consideremos ahora I'(N, f(m)). f-o es una curva de I'(N, f(m)).

f+ debe ser la funcién que aplicada al vector tangente a las curvas de la clase [o]
sobre el punto m, vy = p(0), nos lleve al vector tangente a las curvas de la clase [f-a]
sobre el punto f(m), p (f-0). Simplificando la notacién pondremos f* (vyy) = p (f-0).
Vamos a ver que esta definicion es, obviamente, independiente de la curva o que se tome

como representante de clase.

Seaye 0.Seah:U—- R conme U,

d(h-f-g) ]
dt b=

p(fo) () =[ 0:[ % (h'f'tp']-‘P‘U)]t -0"

Sien) [de0) | 3

=p (fN(h) = p (Fo) = p(f-y)

n

i

ohf9.) dio'y) _rd
T ~5 - [ T {h-f"r)]0 =
c.q.d.



Apendice 6

- vectorial na vari

Un campo vectorial X sobre una variedad M consiste en una signacién de un vector
XP acadapuntop € M.
Si f es una funcién diferenciable en M, Xf es una funcién en M definida mediante

(X0)(p) = Xp(®).

__Un campo vectorial X se llama diferenciable si X f es diferenciable para toda.

funcién f diferenciable.

En términos de coordenadas locales ul,...,u", un campo X se expresa como (ver

apéndice 4):

g
x-ZEa}

donde E,j son las coordenadas de X respecto ul,...,uR.

X es diferenciable si y solo si sus componentes éj son diferenciables.

2.- Curva integral

Sea X un campo vectorial en una variedad M. Una curva x(t) en M se llama curva
integral de X, si para todo valor del pardmeuo t,, el vector Xx(ro) es tangente a x(t) en
X(1o). o

Para todo punto p, de M hay una iinica curva integral x(t) de X definida para It | < g,
para algiin &> 0, tal que p,=x(0).
De hecho, sea ul,...,u" un sistema de coordenadas local en una vecindad U de P,y

sea

j d
X=E ——
éjauj en U

entonces una curva integral de X es una solucién del sistema de ecuaciones diferenciales

(ver apéndice 4):

d ] )
= =0 ® =l

cuya solucién es una familia de curvas de las que s6lo una pasa por x(0).

” e formaci

Llamamos transformacién diferenciable de M o simplemente transformacion de M a
cualquier difeomorfismo de M en si mismo ?,: M — M. Llamamos orbita de p a toda
transformacion @; que cumpla que p = @ (P).

Definimos un grupo 1-paramétrico de transformaciones de M mediante la aplicacién
¢ definida por @: R x M — M tal que al par (t, p) € R x M le hace corresponder la
aplicacién ¢ (p) que satisface las siguientes condiciones:

(DVte R, :M—M esuna transformacién de M
@) Vtse R,peM,encmos que g, () =9, (9(p)).

Cada grupo 1-paramétrico de ransformaciones % puede inducir un campo vectorial X

asociando a cada punto p € M el vector XP tangente a la orbita de p, x(t) = @, (p), en el
punto p =@ (p). La orbita ¢; (p) es una curva integral de X que pasa por p-

Analogamente definimos un grupo local 1-paramétrico de transformaciones excepto

en que @y (p) se define sélo para t en la vecindad de cero y p en un abierto de M:

Seanlg =(-g,€); UC M, definimos un grupo local 1-paramétrico de transformaciones
como la aplicacién @: Ig x U — M tal que al par (t, p) & I¢ x U le hace corresponder la
imagen @; (p) € M y que satisface las siguientes condiciones:

)y Vieleo U0
(U)/ p — 1 (p), es un difeomorfismo de U sobre el abierto 9, )

29 Vs sttelg ysip,

¢4(p) & U, entonces PP = A (¢S(P))-

Como en el caso anterior @, induce un campo vectorial X. En contrapartida, si X
€s un campo vectorial en una variedad M, para cada punto p, € M existe una vecindad U



de po, un€» 0 y un grupo local 1-paramétrico de transformaciones ¢, : U — M, cont e

I¢, que induce el campo X en U.
(la demostracién de este teorema puede encontrarse en Kobayashi Cap. 1).

Vamos, sin embargo, a detenernos un poco en la siguiente PROPOSICION: Sea ¢
una transformacién de M. Si un campo vectorial X genera un grupo local 1-paramérrico

de transformaciones @y, entonces el campo vectorial ¢ X genera -@ ol

- A M

o l 1:1
P
M — M
Es fdcil comprender que ¢-@.¢@'es un grupo local 1-paramétrico de

ransformaciones. Para demostrar que induce el campo vectorial ¢, X, consideremos p

€My q=¢" (p).

Previamente recordemos (ver apéndice 5) que si 3 g: M — M/ a q le hace corresponder
p=¢(q) seinduce ¢_: TM - TM /a Xq € TqM le hace corresponder @, (Xgq)e TpM

definida por
9. X ) =p 0.5 con X_=p (%)l
L q (p(q) =p q q
(no debe confundirse proyeccion p de una curva %, p(%)=[%] con el punto p € M).

Asimismo, recordemos (ver apéndice 4.1) que si Xq & TgM, dada la funcién EUCM

— M, tenemos que Xq es una derivacidn:

d
X,@=[2E&®] _,
siendo % una curva de la clase de equivalencia de Xq. Calculemos @, (Xg)(5):

d
X )@ = plox] @ = [FEo%)],

Volvamos sobre la demostracién. Tenemos que ¢, induce X, en consecuencia, el vector
Xq de X en el punto g, (obviamente, Xq € TqM). debe ser tangente a x(1) = ¢ (@en
el punto q = x(0).

- Consideremos el esquema superior y calculemos ¢ *(Xq) :

d
?,X0® = plox0]® = [ Eex], _ g

Llamemos y(t) = ¢-x(t). Para t = 0, tenemos que x(0) = q, y por lo tanto y(0) = @-x(0)
= ¢(q) = p. Reescribiendo la ecuacion anterior, tenemos que

d
°,&%J® = [F &y o = (0,00, ®

Volvamos sobre y(1) = ¢x(t) = 99, (q) = @99 (p).
Asi pues concluimos que (9, X)p es tangente 2 ¢-¢¢™ (p) c.q.d.

Como COROLARIO tenemos que un campo vectorial X es invariante por @, esto

es, ¢, X =X, siy sélo si ¢ conmuta con las @,.

v i vectoriales invari

Sea G un grupo. Sea cierto vector fijo X; & T¢G. Sean las aplicaciénes regulares Rg,
V g. Entre los tangentes al grupo G sobl-'c cada elemento g, TgG, y el tangente sobre el
neutro, TG, se inducen las aplicaciénes Rg, tal que Rg (X;) = ‘:’jg € TgG. Podemos
definir de modo natural el campo vectorial A como el que asigna a cada punto g el vector
Rg (X)) = ng & TgG. (Recordemos que X; es cierto vector fijo de TG escogido
arbritrariamente. En consecuencia podemos definir, de este modo, tantos campos
vectoriales A como vectores tangente tenga TeG). Veamos que A es invariante bajo
cualquier Ry, . O'sea, Rg, A=A,

Para ello, consideremos g,h, g*h = k elementos de G, las correspondientes

aplicaciones translacién derecha o aplicaciones regulares Rg, Rhy Rgap=Rg y



también las correspondientes aplicaciones inducidas Rg,. Rp,. (Rgsh ), =Ry, Sean
Xg. Xh, Xey X los vectores del campo vectorial A sobre los puntos g,h, e y k de G.

Calculemos:
Rh,(xg) = Rh;(Rg,Xc) = (Rh.-Rg.)(xc) =(RpRg)(Xe) = (Rgah)(Xe) = Rg, X,

) =XK € A
enresumen: Ry, A=A, €. q.

d.

s licacié ial

Sea A un campo vectorial invariante a las translaciones Rg de G. El campo A genera
" un grupo local 1-paramétrico @, de transformaciones locales

¢:IgxU - G
t P 9

@, (e) estd definido para It | < £. Mediante R, puede definirse @, (2) para It| <€y para
todo a &€ G: Ra((y (€)) = ¢, (R, (e)) = @ (a). (Esto es posible realizarlo en virtud del
corolario demostrado més arriba y en virtud de que R, conmuta con @, ).
Por otra parte, puesto que @, (2) estd definido para Itl<e y Vae G, se puede
poner que:
P, (@) = @y (@ (b)) = P+, (D)

con lo que llegamos a que t estd definido V' t « oo,

Pongamos a; = @ (¢), entonces agyg=a;+a5 Vise R.

Denominamos a g; como subgrupo |-paramétrico de G generado por A. Usaremos

la notaci6n més abitual a; =g,(c) =exp A.

Haciendo uso de esta notacién, tenemos que exp(t A) = ave

A la aplicacién exp(A) definida segin exp: TeG — G se la denomina aplicacién
exponencial. (Recuerdese que existe una isomorfia entre el dlgebra de todos los campos

vectoriales invariantes frente a traslaciones, definidos en el apartado anterior, y el plano

angente sobre la identidad al grupo G, TG puesto que cada X € T.G genera un campo

A invariante).

Como vemos, todo elemento de G conectable al elemento neutro (o sea, que exista
una curva continua ,, que pase tanto por el neutro como por el punto en cuestién) puede
alcanzarse mediante la aplicacién exponencial. ;

Concluimos que dado el nuetro e y dado TeG 3 una aplicacién, llamada exponencial,
que permite definir cualquier punto de la pieza conexa de G que contenga al neutro.

exp: IxT.G - G
t X q=exptX=g,(c)

Por esta razon a toda base {X;}; = 1,...n d¢ TeG se la denomina generadores del
grupo de Lie. Toda base del dlgebra de Lie de un grupo de Lie es un algebra de
generadores del grupo de Lie



Apendice 7

ie definir el te una variedad diferenciabl

Existe ora manera, llamémosla més cldsica, de definir variedades que estd mds

préxima a los conceptos cldsicos de funciones de R™.
Sea una aplicacién F: RMK 5 RM | definimos variedad M de F como M = F-!

(0). O sea, definimos la variedad como el niicleo de la aplicacién F, Ker F. (M. Spivack,

Cilculo de Variedades, Reverté 1972, p.101)
Por ejemplo Sea F: R3 —» R que hace corresponder a (x,y,z) € Relvalor x2+

y*-1 e R. F!(0) es un cilindro, subvariedad de dimension 2 en R3.

En cuanto al tangente, sea x € M, definimos TyM como el nucleo de la diferencial de
F:
TxM = Ker dF(x).
En efecto, supongamos que Y € M es una curva de M, por lo tanto est4 en el nucleo de

F, por lo tanto F('¥(1)) = 0. Calculemos la derivada de F:

Fo) -FoO) _ .- 0-0 _

lim
$ t—=0

t—=0

pero este limite es precisamente, de acuerdo con la regla de la cadena, igual a

Bovillie = ;—‘:"excrdp.

a dt

En el calculo de variedades de Spivak se describe con dezalle este tipo de enfoque.
Debe indicarse sin embargo que existen variedades diferenciables que no son expresables
como el nucleo de ninguna aplicacién F, M # F! (0). Como ejemplo tenemos la

conocida cinta de Moebius, y en general, cualquier superficie no orentable.
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