1 Grups discrets infinits: El grup de traslacions

Considerem una xarxa unidimensional. Anomenem a a la longitud de la cel-la unitat. El conjunt de traslacions T,
n € Z, definides:! )
Tof(z) = f(x + na) (1)

formen un grup abelia. La representacié coordenada de l'operador de traslacié és: T,, = €**™P on p és I'operador de

moment lineal,? p = —i% , com es pot comprovar immediatament:

corafn) =3 I o am)

dx
J

Com n € Z, hi ha infinites operacions i, per ser el grup abelia (1,,7,, = T,,T,, = ei“(”“‘m)ﬁ)7 aquest tindra infi-
nites representacions irreduibles unidimensionals. Per a calcular els caracters d’aquestes representaciéns usarem les
autofuncions de p: pe*® = ke'*k® on k € (—oo, 0):

T ik i(zan)q ~q ikx i(zank)q ik iank ikx (2)
e = ple = —e =e e
! q ¢ q ¢
Escrivim doncs la taula de caracters: R
‘E Tn,TZEZ‘baSiS

k ‘ 1 61’ kna ‘ ei kx (3)
En principi k € (—o0, 00), perd resulta que les funcions propies del moment lineal lligades a ki k' = k+ 2= m, m € Z,
sén equivalents, en el sentit que sén base de la mateixa irrep, atés que expli ( Z)na) = 1. Com la reprebentamo total-
ment simetrica® va lligada a k = 0, aleshores, és convenient definir les irreps no equwalents del grup amb k € (-2, 7).

A aquesta regié de valors de k s’anomena primera zona de Brillouin. Tanmateix, s’anomena espai reciproc a 'espai
de les k.

La generalitzacié a 3D és immediata si canviem els escalars x, k pels vectors 3D r i k.

Les bases més generals d’aquestes irreps les podem escriure Wy (r) = e?¥T u(r), on u(r +a) = u(r), i a és un vector de
xarxa. En efecte,

TiWi(r) = X0+ g (r 4 a) = e?ka etk gy (r) = %2 Uy (1) (4)
Aquestes funcions, anomenades de Bloch, sén autofuncions de hamiltonia H = —1iV2+V(r), amb V(r+a) = V(r),

on a és un vector de la xarxa.

Si subtituim aquestes funcions en equacié d’autovalors, després d'una poca algebra, trobem que wu(r) ha de ser
autofuncié de 'anomenat hamiltonia k - p:

2
(;V2+V( )+2k—+ L. V> k(r) = Eu(r) (%)

Es interessant considerar el cas limit de potencial zero, V(r) — 0. En tal cas H— 77V2 de manera que les autofun-

cions de p, e?¥*. ho sén també de H. Aquestes funcions s’anomenen ones planes i el vector k té significat de moment
b) b)

lineal .4

L’altre cas limit és el de cel-la buida, i.e., el limit a — co. En aquest limit la xarxa periodica es converteix en un

conjunt d’atoms o molecules aillades. Tanmateix, ateés que k € (—Z,ZT), veiem que la xarxa reciproca colapsa en
’ a’al’

1 Estrictament hauriem d’escriure: T, f(z) = f(x + na). Perd al remat tot serd una qiiestié d’etiquetatge de les representacions.
2Implicitament estem usant a.u.

3La que té tots els caracters igual a la unitat

4En el cas V(r) # 0 al vector k se 'anomena pseudomoment.



I'anomenat punt T’ (k = 0), de manera que les funcions Wy (r) = e¢**T uy(r) colapsen en Wq(r) = up(r) , que representa
la autofuncié de I’atom o molecula aillada. Finalment, com el conjunt de funcions de Bloch colapsen en un orbital,

tindem en el sdlid real tantes bandes com orbitals o funcions té atom (o molecula) aillat.



