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Generalment representem els grups de simetria mitjancant operadors lineals que actuen sobre els vectors ¥ d’un de-
terminat espai de Hilbert, de manera que a cada element g del grup G li associem un operador lineal D(g) —sovint la
seua representacié matricial- de manera que si gy go = g3 aleshores D(g1) D(g2) = D(g3).

Tanmateix, en mecanica quantica, dos funcions identiques excepte un factor de fase representen el mateix estat. Per
aix0 definim el concepte de ray com el representat d’un conjunt de vectors de I’espai de Hilbert que difereixen d’una
fase: ¥ = {e!®W : o € R,0 # ¥ € H}. Aleshores, hi ha una correspondéncia un a un entre els estats quantics i els
rays de longitud unitat (normalitzats).

Per tant, a cada element g del grup de simetria G haurfem d’associar-li un operador D(g) que actuara sobre els rays
de D’espai de Hilbert, és a dir, una aplicacié amb rang i domini de rays i no vectors. En altres paraules, no hauriem
de ser tan restrictius a I’hora de representar el grup. Hauriem de relaxar la definicié del primer paragraf i dir que si
g1 92 = gs aleshores D(g1) D(g2) = €D(g3), on € = €(g1, g2) és un factor de fase que depen de g1 i g2. A aquest tipus
de representacions del grup s’anomenen representacions projectives (projective or ray representations[I]), mentre que
les representacions en que no hi ha fase o que € = 1 s’anomenen representacions vectorials.

Ara bé, les representacions projectives no sén estrictament un homomorfisme, cosa que fa que no siga tant sezill i
comode treballar amb aquestes representacions com treballar amb les representacions vectorials, per motiu del molest
factor de fase €. En conseqiiéncia, pot ser interessant evitar aquestes representacions.

El cas és que sovint aquestes representacions projectives sorgeixen de manera natural en tractar problemes relevants de
la mecanica quantica. Per exemple, quan hem d’aplicar operacions de simetria sobre funcions d’espin. Aixi, quan con-
siderem rotacions (grup de l'esfera, SO(3)) sabem el conjunt d’harmonics esferics {Yz p, m = —¢,—(¢ —1)...(4 — 1), ¢}
constitueixen una base de la irrep D, de SO(3). La funci6é Y;,, és un producte de dues funcions, Oy, (0) i
®,,(¢) = e™?. Una rotacié6 d’angle 27 al voltant de l'eix z, deixa ®,,(¢) invariant si el nimero quantic m és
enter, cosa que succeeix amb les funcions de moment angular orbital. Al contrari, si considerem la funcié de moment
angular d’espin electronic, £ = 1/2,m = £+1/2, observem que una rotacié d’angle 27 no és la identitat, siné que canvia
el signe de la funcid, introduint aixi una fase e = —1.

Cal distingirentre I’efecte d’una rotacié d’angle 27 en el sistema de coordenades i ’efecte d’aquesta rotacié sobre la
funcié d’ona. El sistema de coordenades si que retroba l’estat original després d’una rotacié d’angle 2z al voltant de
qualsevol eix que passe per l'origen. Tanmateix, una funcié d’ona espinorial corresponent a una particula de moment
angular fraccionari, queda canviada de signe després d’efectuada aquesta rotacié. Pero torna a assolir el seu valor
original després de repetir 'operacio, és a dir, després de rotar un angle total de 47 radians. Contemplada com una
operacié sobre les funcions d’ona espinorials, I'operacié R de rotacié d’angle 27 al voltant d’un eix no és I’element
identitat E del grup.

Podem imaginar una operacié R de manera que R? siga precisament la identitat F. Tenim que la identitat és una
rotacié d’angle 47, mentre que R representa una rotacié d’angle 2. Si considerem el producte de totes les operacions
del grup de l'esfera per I’esmentada nova operacié R, doblem el nimero d’operacions del grup. El nou grup format
s’anomena grup doble de SO(3) i la seva taula de caracters quedara ampliada respecte de la taula de caracters del
grup SO(3) de l'esfera, essent les funcions d’espin base de les representacions D, amb ¢ fraccionari.

El concepte de grup doble G’ del grup G és un artifici. De fet, és un artifici per lliurar-nos del molest factor de fase
€ associat amb les representacions projectives del grup de l’esfera amb funcions de moment angular fraccionari. En
primer lloc cal dir que G no és un subgrup de G’. De fet els elements de G no constitueixen un grup perque els
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seus elements no sén tancats sota l'operacié del grup: en la mesura que una rotacié de 2w no equival a la identitat
siné a multiplicar per —1, dues rotacions consecutives de 7 radians equivalen a l'operacié R ¢ SO(3) i no al neutre
E € SO(3). Aleshores la colleccié d’elements de SO(3) no és tancada sota l'operacié *, i concloem que I'esmentada
col-leccié d’elements de SO(3) conjuntament amb la llei * no presenta estructura de grup. El desllorigador d’aquesta
aparent contradiccid, i.e., que SO(3) a la vegada és i no és un grup deriva del fet que C(¢) de SO(3) i I'element C(¢)
de SO(3)’ no sén la mateixa cosa.

Alld que ens ha permés treballar amb les prepresentacions projectives de SO(3) com si foren representacions ordinaries
o vectorials (a través de Partifici de grup doble) és el fet que les representacions projectives del grup SO(3) sén equiv-
alents a les representacions ordinaries del seu grup de recobriment (SO(3) universal covering group). Aquest grup
de recobliment de SO(3), sovint anomenat Spin(3), és isomomorf a SU(2) (grup unimodular de les transformacions
unitaries en dos dimensions). Les representacions projectives de SO(3) coincideixen amb les representacions ordinaries
de SU(2), i treballar amb les representacions ordinaries de SU(2) és més senzill que amb les projectives de SO(3).

Per acabar, mostrarem breument la relacié (homomorfisme) entre SU(2) i SO(3).[2] Els elements de SU(2) sén
matrius 2x2 complexes unimodulars (de determinant unitat) que poden ser expressades com 'exponencial de matrius
hermitiques de traga zero. En particular, poden ser expressades en termes de les matrius de Pauli: U = expli (bo, +
coy + doy)].[2] Considerem ara una matriu hermitica M de traca nul-la, expressada en termes de les matrius de Pauli
0z, 0y,0 en la forma:
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i una transformacié unitaria d’aquesta matriu M’ = UMU', on U € SU(2). La transformacié unitaria no canvia la
seua hermiticitat (se tracta d’un canvi de base) ni el valor de la traga (per ser un invariant). Per tant, M’ se podra
escriure de manera semblant a M: ) .

; z ' —iy
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Com que det(M') = det(U)det(M)det(U') = det(M), trobem que també el determinant és un invariant. Per tant, la
magnitud det(M) = 22 + 22 + y? = r? és un invariant sota les operacions de SU(2), just com ho és sota rotacions en
R3. A¢o suggereix un homomorfisme SU(2)-SO(3).

Hem dit que les matrius unitaries de SU(2) poden ser escrites en la forma e on 7 = (x,y, z) és un vector de R? i
0 és un vector amb les matrius de Pauli de components, matrius que sén la representacié maﬁgicial del operadors de
moment angular d’espin. Per tant, els autovectors del quadrat del moment angular d’espin, S2, forr/n\en bases de les
representacions de SU(2). Sabem també que els autovectors del quadrat del moment angular orbital, L2, formen bases
de les representacions de SO(3). El moment angular orbital esta lligat a un nombre quantic ¢ enter (associat amb
¢ hi ha un nombre senar de funcions amb diferent my) , mentre que l'espin esta lligat a un nombre quantic s enter
(associat amb un nombre senar de funcions amb diferent m;)o semienter (associat amb un nombre parell de funcions
amb diferent my). En conseqiiéncia, hi ha una correspondeéncia biunivoca entre les irreps de dimensié senar de SU(2)
i totes les irreps de SO(3). Podem establir doncs un homomorfisme entre SU(2) i SO(3). Diem que SU(2) és el grup
doble o covering group de SO(3).
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