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1 Introduccio

El requeriment que les funcions d’ona en mecanica quantica no relativista siguen unievaluades se presenta
de vegades com una de les condicions que cal exigir a una funcié d’ona, és a dir com un postulat (veure
e.g. McWeeny[1]). Tanmateix, atés que la funcié d’ona no és un observable, i observable és el quadrat
del seu modul, sembla immediat exigir caracter unievaluat a [¥|? i no a .

De fet, les condicions de contorn en el calcul de bandes de sistemes periodics deriven d’assumir que no hi
ha cap diferencia observable si ’electré esta ubicat en la posicié x o en la posicié £+ a, on a és la constant
de cel‘la, ates que el cristall és invariant sota translacions, i.e., les observacions del sistema abans i despres
d’efectuada una translacié de pas a sén indistingibles (cas contrari la translacié no seria una operacié
de simetrial). Per tant, des de |¥(z)2 = |¥(x + a)|? concloem que ¥(z +a) = U (z). Es a dir, les
funcions sén iguals excepte una fase. Aleshores resolem ’equacié de Schrodinger per a cada valor diferent
de la fase €' ?, ¢ € [—m, 7] i quan representem les energies obtingudes vs. ¢ observem les bandes d’energia
continua (separades per gaps prohibits originats per la difraccié de Bragg quan la longitud d’ona A de la
particula i la constant a de la xarxa del cristall sén commensurables 2a = nA,n =1,2,...).

De manera semblant, quan una particula viatja lliure en una anell de radi R i esta un una posicié definida
per un angle 6, una rotacié completa fins a 6 + 27 porta el sistema a una nova posicié pero no hi ha cap
canvi observable. Aleshores, de manera analoga al cristall periodic en que z = x + na, al cas de lanell
0 = 6 +2mn. Aleshores, fent com en translacions dirfem |¥(6)|? = [¥ (0 +27)|?, i.e., U(0+27) = e ?W(0)
i procediriem a resoldre 'equacié de Schrodinger per a cada condicié frontera {e'?, ¢ € [—m, 7]} amb la
qual cosa trobariem un continu d’energia en lloc de la coneguda quantificacié del moment angular.

Quina diferencia hi ha entre els casos? Sens dubte a nivell local la particula troba entorns equivalents en
la recta i anell, i.e., R i S s6n iguals localment: una circumferéncia S* de radi unitat la podem pensar
com l'interval [0,27] de R on hem identificat els extrems i on podem enrotllar tota la recta real R (vegeu
figura), de manera que translacions en la recta queden identificades amb rotacions als llarg d’aquesta
circumferencia.

Ara bé, si considerem recta i anell immersos en R? trobem diferéncies globals, com ara que en la circum-
ferencia podem definir interior i exterior, mentre que en la recta no, cosa que dota S' d’una topologia



diferent a R. Les diferencies sén més evidents si considerem una cinta infinita amb espessor en lloc de
la recta i un petit cilindre fofo en lloc de ’anell: la cinta és simplement connexa mentre que 'anell és
doblement connex. Si considerem I’anell i el cristall periddic immersos en R? trobem que a l'anell 6 i
0+ 27 etiqueten el mateix punt d’R> mentre que en la recta = i £ +a no. Diferéncies més essencials entre
rotacions i translacions deriven del fet que els itineraris sobre un planol sén commutatius mentre que els
itineraris sobre una esfera no ho sén. La commutativitat translacional va lligada a la commutativitat de
les components del moment lineal (que sén els generadors de translacions) mentre que la no commutati-
vitat en rotacions és reflex de la no commutativitat de les components del moment angular (que sén les
generadores de rotacions).

En resum, x i o + a sén equivalents perd no sén el mateix punt, per aixo diem |¥(x)? = |¥(z + a)|?,
mentre que 6 i  + 27 si que sén el mateix punt i per aixo, amb l'objecte d’evitar tenir una funcié multi-
avaluada, diem ¥(6 + 27) = ¥(#). La pregunta és si aquest requeriment d’uniavaluacié és un postulat
addicional de la mecanica quantica o és conseqiiencia del propi formalisme. I també sorgeix una segon
pregunta: que passa amb les funcions d’espin?

Si considerem mecanica quantica no relativista sense espin, 1'"is d’operadors de creacié/aniquilacié (lad-
der operators), basats en les propietats de commutacié de les components del moment angular, permeten
trobar que el nombre quantic £ pot ser enter o semi-enter. El calcul analitic de la determinacié d’au-
tofuncions del moment angular troba, per a valors enters d’ £, els harmonics esferics que sén funcions
uni-avaluades de la posicié de la particula. Els nombres quantics fraccionaris fan que la funcié d’ona
canvie de signe si efectuem una rotacié de 'angle axial des de ¢ a ¢ + 27, per tant ens trobariem en
front de funcions doble-avaluades. Com discutirem despres amb més de detall, el harmonics esferics amb
valors fraccionaris d’¢ tenen propietats indesitjables i, de fet, no sén base de cap representacié del grup de
simetria SO(3) de les rotacions en tres dimensions. Com recorda Merzbacher,[2] Pauli suggeria substituir
el postulat de funcié uni-avaluada pel requeriment que les funcions siguen base de representacions del
grup de simetria (veure apendix). Podem trobar un raonament semblant en Le Bellac.[3] Per la seua
banda, Riess evidencia que no fa falta introduir el caracter uni-avaluat en les funcions d’ona de particules
no relativistes sense espin, atés que mostra que és conseqiiencia del caracter el-liptic[5] de equacié de
Schrodinger.[4] De qualsevol manera, com indica Merzbacher,[2] la condicié de funcié uni-avaluada deriva
dels fonaments de la mecanica quantica i no és descabellat, com fa McWeeny, [1] simplificar la discussié i
incloure’l com un postulat addicional.

Les funcions d’espin pero escapen a aquestes consideracions, ates que no son funcio de les coordenades
espacials 1 per tant cal contextualitzar bé el significat de la frase cal una doble rotacid (4m radians) per
recuperar la posicid inicial, que suggereix pensar que Iespin viu a una cinta de Mobius immersa en R3.
De fet Ho i Morgan[6] mostren que el moment angular orbital pot adoptar valors semi-enters (i, per tant,
podria haver una identificacié amb ’espin) en espai topologics multiplement connexos de Kaluza-Klein.
Parlem de I’espin en la segiient seccié.

2 Espin

L’experiment de Stern i Gerlach ens indica que l'electré té un moment angular intrinsec, que anomenem
espin, amb modul %hQ i dues possibles orientacions S, = :I:%h. Les equacions de valors propis del moment
angular en coordenades esferiques,

LYim(0,0) = —z’ha%n,m(e, 6) = mhYym(6, ) (1a)

L 10
sin20 0¢2  sinf 90

D2y (0, 6) = —H smea)] Yem(0,6) = €6 + DRYem(6,6)  (1b)

admeten la solucié ¥ = Nsin'/? 0e’/? que substituida en 'eq. (1a) déna lloc a m = L i substituida en

(1b) déna £ = 1. Bs a dir ¥ no és altra cosa que ’harmonic esferic Y1

1 1.
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Una manera de trobar Y1 1 seria I'us de Voperador ladder down[7] L. =1,- iiy que en coorde-

nades esferiques resulta:[8] L. = he (f% + i cot 9%). Ara bé, en aplicar L_ a Yia trobem

Wy = e /2 cot §+/sinh, que no és una funcié admissible per ser infinita en § = 0 i § = 7, en lloc
de trobar Wy = N sin'/20e~/2 que també és soluci6 de les equacions (1) amb £ = %7 m = —%.

Una altra solucié de les equacions (1) és Y%,% = sin'/? 0 cos B¢/ 2. com se pot comprovar per substitucié
directa en les esmentades equacions. Doncs bé, si fem el calcul de la integral (Y 1 \f,$|Y% ,1) trobem que

no és zero, cosa que vol dir que L, mescla estats amb ¢ diferent, i, per tant, amb aquestes funcions L, i
L? no commuten.

Cal afegir que les variables 6 i ¢ en els paragrafs anteriors sén coordenades internes de 1’electrd, ja que
de ser les mateixes que les coordenades del moment angular orbital, estariem identificant els operadors
moment angular orbital i d’espin, cosa que entraria en contradiccié amb commutadors que han de ser
zero com ara [Ly, S,).

De totes formes el mal comportament dels harmonics esferics amb £ fraccionari exclou la possibilitat que
f/i i Si tinguen la mateixa forma pero en coordenades diferents i independents. Per tant, hem de partir
d’evidencies solides per constuir el formalisme de les funcions d’espin com sén que el modul d’aquest
moment angular és %hQ i les components S, sén j:%h. En conseqiiencia, se segueix que tenim una base

mszil

3, que no sabem de

{a, 5} bidimensional de funcions propies dels operadors 35, S, amb s = %,

. A 1\ . 0
moment com sén perd que podem representar pels vectors columna o = <0) ip= (1> Aquest dos

. a
vectors generen un espai de vectors

b) que assumirem normalitzats, i.e., |a|? + |b|> = 1. Tanmateix,
(ale) = (B]B) = 1,(|B) = 0.

No sabem tampoc la forma dels operadors d’espin, perd és immediat escriure la representacié matricial
de S, en aquesta base de funcions propies: ha de ser diagonal i els elements de la diagonal han de ser els
valors propis:

h(1 0\ R
Podem ara fer us dels operadors creacié an1qu1la01o Si|s M) \/ s(s+1) —mg(ms £ 1) h|s,ms £ 1)
i trobem que S+0z = S_ B =0, S+ﬁ = a, S_a = = f, cosa que permet escriure la seua representacié
matricial:
0 1 0 0

S+_h<0 O) s_n(l 0) 3)

Finalment,
1 R0 1\ _h 1 R0 —i\_h

Es immediat e.g. comprovar la correcta commutacié [S, Sy] = ihS;.

Una caracteristica de la funcié Y%,% = Nsin'/? 0e'®/2 és els seu caracter doble-avaluat, i.e., Yé,é (0, 9) #
Y% 1 (0, ¢+ 2m) i per tant cal efectuar dues voltes completes per retornar al punt inicial. Ens preguntem
si aquesta és una caracteristica d’aquestes funcions no acceptables o si realment les funcions d’espin sén
multi-avaluades.



Les rotacions de les funcions en I'espai ordinari estan generades pel moment angular: Ry(f) = efn L4,

Aquest moment angular no actua sobre les funcions d’espin. Per tant, és d’esperar que les rotacions de
les funcions d’espin les genere el moment angular d’espin. Escrivim cada component:

Rz(ﬂ)eigszeigf’Z;amez<1 0>

0 -1
Ro(0) = 5 = et207 5 amb o, = (2 é) (5)

L’aparici6 d’angles meitat en els operadors de rotacid, que deriven del valor fraccionari del nombre quantic
d’espin s = % implica la necessitat d’una rotacié 4w per recuperar la matriu identitat. En aquest sentit,
les funcions d’espin, que anomenem espinors, han de fer una rotacié 47 per recuperar la posicié inicial.
Sembla que un espinor és com un vector sobre una cinta de Md6bius, on cal rodar dues voltes la cinta per
retornar al punt inicial. Estudiem en la seccié segiient els espinors amb un poc més de detall.

3 Espinors

Sabem que la massa i la carrega electrica sén escalars, és a dir sén invariants sota qualsevol rotacié. El
moment lineal no ho és i se transforma amb les rotacions d’una manera caracteristica que anomenem
vectorial. Diem que el moment lineal és un vector de tres coordenades. Les transformacions sota rotaci-
ons del moment quadrupolar o el tensor d’ineércia suggereixen una generalitzacié del concepte de vector.
Diem que sén tensors de segon ordre i se representen per una matriu simetrica 3 x 3 amb sis coordenades
independents. El moment angular o el camp magneétic, que representem generalment com un vector de
tres coordenades, se comporten sota rotacions com el moment lineal i en eixe sentit semblen un vector,
pero se transformen de manera diferent sota reflexions. I se diu que és sén vectors axials, que és una
manera d’amagar el seu caracter de tensor asimetricament de traga nul-la que també té tres coordenades
independents.! Per tal d’acomodar e.g. el moment octupolar electric o altres magnituds fisiques podem
definir tensors de rang superior. En resum, la massa seria un tensor de rang zero, el moment lineal un
tensor de rang 1, el moment d’inércia un tensor de rang 2, etc. La funcié d’espin perd no encaixa en la
definicié de tensor. Cal generalitzar aquest concepte per acomodar l'espin. A l’espinor li passa alguna
cosa semblant al que li passa al camp magneétic: sembla un vector, pero sota rotacions se comporta de
manera diferent. Aleshores haurem de generalitzar el concepte de vector d’alguna manera que done cabu-
da a l’espin i ’anomenarem espinor de rang 1 o simplement espinor. Una volta definit I’espinor de rang
1 podem definir espinors de rang superior seguint el mateix procediment amb el que construim tensors
de rang superior a partir del tensor de rang 1 o vector.

Podem visualitzar un espinor (vegeu figura) com ’estat posicional d’una trompa en rotacié: els angles 6
i ¢ fixen l'eix de rotacio, la longitud r» d’un vector al llarg d’aquest eix determina la velocitat de rotacié
i a representa 'angle de rotacid, i cal afegir un signe que represente el sentit de la rotacié. Per tant, a
banda del signe, que considerarem positiu mentre no diguem el contrari, podem representar un espinor
mitjancant 4 niimeros reals.?

1 0 O
1El planol de reflexié Ozy, que representem amb la matriu ozy = |0 1 0 |, actua sobre un vector de R3 canviant-
0 0 -1
li el signe de la tercera component. Per tant, si representem el camp magnétic amb un vector d’R? i li apliquem oy
0 z Yy
la cosa no funciona, pero si el representem pel tensor antisimetric B = | —z 0 =z |, la corresponent transformacio,
-y —zx O

B = Uéy Bozy = B, se comporta correctament.
2De fet, una manera equivalent de definir spinors és considerar-lo un objecte de I’espai-temps tetradimensional que se
transforma d’acord amb transformades de Lorentz.[9]



-

Alternativament, ateés que haviem representat les funcions «, 8 d’espin per matrius columna de dos files,
podem representar I'espinor mitjancant dos nombres complexos z; = 7 e*%, 2z = rye??2. A partir

d’aquests dos nombres complexos podem extraure quatre nombres reals de la segiient manera:

2 2 2, .2
p1 = |z1|" + [z]" =17 + 13
2 2 2 .2
p2 = |z1]" = |a|" =] — 13
D3 = 2125 + 2120 = 1172 (el(el_ez) + 6_1(91_02)> = 11192 cos Af

pa = i(z125 — 2722) = ir1Te (ei(erez) - 64(01702)) = r1ry(—2) sin Af

Podem identificar aquests nombres reals amb el modul i les components del vector r que descriu 'eix de
rotacié i velocitat de gir si fem que 1 = /7 cos g iry = 4/rsin g. Aleshores trobem que p; = 7% +7r3 =7

ipe =17 —r3=r(cos? g — sin? g) = rcosf = r,. Tanmateix, riro = rsin g cosg = %7“ sin@. Aleshores,

podem identificar p3 = 11722 cos A8 = rsinfcos A amb 7, 1 py = rira(—2)sin A = rsin§(— sin Af)
b 7, si Af = — ho pod ir fi 6 = -9t j gy = @

amb r, si anomenem ¢, que ho podem aconseguir fent que 6, 5= 1 0o 5

. . : : _ 0 —ila+¢)/2 5 5 _ i 0 —i(a—¢)/2
Amb aquestes identificacions podem escriure z; = /7 cos e (@+¢)/2§ 2, = \/rsin 5€ (@=¢)/2 § expressar

I’espinor mitjancant el vector complex:

cos & ¢—19/2

[s) = Vrete/? (mﬁ%aw2) )
En particular, r =1, = 0,6 = 0,¢ = 0 déna lloc a I’espinor ((1)), mentre que r =1,a=0,0=m,¢ =0
0
1
Les components 7, 1,,7, del vector r també se poden calcular a partir de |s) amb el concurs de les
matrius de Pauli:

doéna lloc a ’espinor

re = (sloals) ry = (sloyls) rz = (slos) (7)

Comprovem-ne un cas (analogament es poden comprovar els altres dos):

io ) . . 0 1 ia cos Le~19/2
m-ﬁe”@%mﬂﬁﬂewaQoyﬁ ﬂ(m%W?
2

sin gei¢/2
cos ge_’¢/2

T (cos gei¢/2 sin ge_i¢/2) <

0 0 , . .
=rcos sin B (€' +e7™®) = rsinf cos ¢.



4 Transformacions d’espinors

Ates que representem un espinor per un vector complex de dos dimensions, les transformacions que con-
serven la longitud d’aquest vector sén les transformacions unitaries 2 x 2 de determinant unitat (aquestes
matrius conformen conjuntament ’anomenat grup SU(2) de Lie). En efecte, de la definicié de matriu
unitaria, U'U = UUT = 1, podem escriure U com l'exponencial d’una matriu hermitica A (i.e. A = AT).
Tenim doncs U = ¢*#, UT = e7%4 { per tant UUT = e*2e~?4 = 1.

Per una altra banda, com UUT = 1, tenim que det(U)det(U') = det(U)det(U)* = 1. Per tant, det(U) ha
de ser un nombre complex de modul unitat e’?. També, des de la propietat general dels determinants, que
diu que el determinant de ’exponencial d’una matriu és 'exponencial de la seua traga: det(e®) = elr ()
concloem que cal que la matriu hermitica A tinga traca zero per tal que la matriu unitaria U = e** tinga
determinant unitat.

Podem escriure de manera completament general una matriu hermitica de traga zero en la forma:

o b-ic 10 0 1 0 —i
(b+z’c —a)_“<0 —1)”(1 O>+C<i o)“w”b(’”c"y ®

on, de nou, ¢; s6n les matrius de Pauli. Per tant les matrius de Pauli constitueixen I’algebra de generadors
de les transformacions unitaries de determinant unitat en dos dimensions, grup SU(2): U = ™7 on
n = |n) és el vector unitat en la direccié del vector de coordenades a,b,c i 6 la seua norma. Podem
interpretar U com una rotacié en ’espai complex bidimensional, fent un paralel-lisme amb les rotacions
en espais tridimensionals reals, que sén generades pel moment angular: R(6) = e*9™L,

4.1 Rotacions d’espinors i vectors

9 —ip/2
Ly . . . i Cos 5 € .
En una secci6 anterior hem establert la correspondeéncia entre espinor |s) = y/re~ /2 ( % e /2 ) iel
sin 5 e
2

vector polar r de coordenades cartesianes (r,7,,7.) i coordenades esferiques (7,6, ¢). En particular hem
vist, eq. (7), que r; = (s|o;|s) i acabem de demostrar que les transformacions unitaries podien ser escrites
en la forma U = €*?™7 i, per analogia amb les rotacions de vector en R3, considerem les tres components
U; = €97 amb i = z,y, 2. Tot seguit estudiarem com les transformacions de I’espinor se tradueixen en
transformacions del vector 3D associat. Amb aquesta finalitat comencem escrivint algunes identitats que
se poden comprovar per substitucié directa dels stmbols per les matrius: 02 = 02 = 02 = 1. Aleshores,

S

i 0o :i (Z:')n o = < i (Zzl)n> 1+ < i (Zj?") o;=cosf1+isinfo; 9)

n=0 0,2,4,... 1,3,....

perque el primer parentesi és I’expansio en serie Taylor de cosf i el segon la de sin @ multiplicada pel
nombre imaginari 7.

Amb aquest fonament considerem la transformacié U, de 'espinor |s): |s') = U, |s) = ¢?%7=|s). Calculem
la transformacié del vector associat |r’') = (s'|o|s’), component a component:

/

& = (ouls’) = (sle "

,i0026i002|8> —_ <S|CTZ|S> — 5

0. 972 |s) = (s|oe
x' = (s'|oy|s’) = (s|(cosO1 —isinfo,)o,(cos@ 1 +isinbo.)|s)

En aplegar a aquest punt recordem algunes identitats que se poden comprovar per substitucié directa dels

simbols per les matrius: 0,0, = i0,, 0,0, = —i0, i permutacions cicliques. Per tant, c,0,0, = —0,,

amb la qual cosa,

' = (s (cos2 0oy + sin® 0c,0,0, + 4 cosf sinlo,o, — i sinf cos 90201) [s)

= (s|o4|s) (cos® O — sin? 0) + (s|o,,|s) 2sin 6 cos § = x cos 260 + ysin 20



Analogament y' = —xsin 20 + y cos 20. Per tant, observem que una rotacié 6 de l’espinor se tradueix en
una rotacié 26 del vector associat. En altres paraules, una rotacié 27 del vector equival a una rotacié
7 de l'espinor. Tanmateix, des de U;(f) = €'%7 = cos# 1 + i sinf oy, tenim que U;(7) = —1, cosa que
canvia el signe de I’espinor sobre qui actua.

Cal una rotacié 47 (efectuar dues voltes) del vector perque 1’espinor recupere el punt inicial. Per tal
d’assignar el mateix valor de 'angle a la rotacié 3D real i la 2D complexa se sol escriure U;(6) = ¢ %"J’,
cosa que tenint en compte que les matrius d’espin sén la meitat que les de Pauli, permet escriure (en a.u.)
que: U;(0) = €105 , amb la qual cosa l'equivaléncia amb les rotacions generades pel moment angular
orbital i d’espin és completa.

Una conclusié del doblat de 'angle en rotacions 3D (grups SO(3) de rotacions) respecte de les rotacions
complexes 2D (grups SU(2) unitari) és que a cada dos elements de SU(2) li'n correspon un de SO(3):
la correspondeéncia SU(2) — SO(3) és homomorfa perd no isomorfa. Podem expressa agd mateix dient
que les funcions d’espin s6n base d’una representacié projectiva d’SO(3), entenent per projectiva que si
R3 = R1R» la representacié D(R3) = eD(R1)D(Ry) amb € # 1 (en les representacions ordinaries, també
anomenades vectorials, € = 1).

4.2 Espinors de rang superior

Mostrarem breument la construccié de tensors T, de rang 2 a partir de dos tensors de rang 1 o vectors
|r1), |r2). Definim Ty, = |r1)(rz|. En notacié matricial:

1 T1xT2 T1Y2 T122
Toy= v | (z2 v2 22)=[viz2 piy2 ni2e (10)
21 21T2  Z1Y2 2172

Fem notar que si |r1) = |r2) el tensor resultant és simetric. A partir d’un tensor general de rang 2 podem
extreure un tensor simetric sense traga, un antisimetric i un escalar de la segiient manera:

T1T2 T1Y2 T1z2
T = Y12 Y1Y2 Yi1z2
212 Z1Y2  Z1%2

1 1 0 T1Y2 — Y12 T1Zg — 212

= gTT(T)]l +35 |viT2 — 21y 0 Y122 — 21Y2
Z1Ty — X122 Z1Y2 — Y122 0
T1Z2 + 2221 — %TT(T) T1Y2 + Y122 T122 + 2172
+§ Y12 + T1Y2 y1y2 + yarn — 2T (T) Y122 + 21Y2
21T2 + T122 21Y2 — Y122 Z122 + 2221 — %TT(T)

1 0 c b Dy A B

= gTr(T)]l +|—c 0 a|l+|A Dy C (11)

—b —a O B C Ds

with D1 —|—D2 +D3 =0.

Ara, anem a veure com es transformen els tensors. Amb aquesta finalitat considerem |r') = M|r) la
transformaci6 de |r) per M. La transformaci6 del dual sera (r'| = (r|MT i, en conseqiiéncia, la del tensor
sera: Ty, = [r')(r'] = M|r)y(r|MT = MT,,MT. Per aixd mentre que la transformacié de les coordenades
d’un vector se calculen:



les d’un tensor de rang 2 se calculen:

! .0 !0 ! !

! !0 ! 7 _

iy yis Y1z | = M) [ yize yiye  yize (M)
! .0 !,/ ! !

21T 21Yo Z1%9 212 21Y2 Z122

. . z1 . . .
De la mateixa manera, si anomenem |s) = (z un espinor arbitrari que se transforma segons |s’) = U]s),
2

|21|? z123

22y |zl?

) que se trans-
Z2

podem formar un espinor hermitic fent el producte |s)(s| = (zl) (zf =)= (

formara segons: |s')(s'| = U|s)(s|UT.

Com |z1]?, |22]? € Ri (2722)* = 2125, poden escriure |21]2 = t+2, |22]? = t—2, 2} 20 = x—iy, 2125 = T+iy,
amb z,y, z,t € R, de manera que:

t+2z x—1
sl = (415 7Y =t by 4o

Un espinor hermitic de rang 2 pot representar-se per una matriu hermitica 2D, no necessariament de
traga zero (serd de traca zero si t=0), i pot sempre expressar-se en termes de la matriu identitat i les
matrius de Pauli (unicament en termes de les matrius de Pauli si la traga és zero).

5 L’experiment

Hem dit que una rotacié 27 canvia el signe de la funcié d’espin. Ara bé, les fases de les funcions d’ona
no sén directament observables. L’iinica manera de poder detectar-les és efectuant una comparacié entre
un estat rotat i un no rotat, a través d’interferéncies.

Dividim un feix de neutrons (d’espin 1/2) en dos i fem seguir els dos feixos camins equivalents, excepte
que un dels camins travessa una regié on hi ha aplicat un camp magnetic uniform, despres espills es-
trategicament situats faran confluir els dos feixos en el mateix punt sobre una pantalla on enregistrar el

senyal.

o’

s



El neutrd té un moment magnetic |j) associat amb el moment angular d’espin: |us) = 3[S), amb 3 = =.
L’acci6 del camp sobre el dipol és la d’un parell de forces que fa rotar el vector |S) en el planol definit
pel camp |B) i el propi vector |S), cosa que genera un increment d|S) de moment angular perpendicular
a aquest planol. El moment del parell de forces és M = |us) x |B) = %. Per tant, % = S|S) x |B).

De la figura, d|S) = |S|sinfd¢|u), on |u) és un vector unitari en la direccié de d|S). Per tant, tenim

|S] sin 9%? = B|S]|B|sinf — w = % = BB, on w és la velocitat angular de precessié.

El neutré que travessa el camp tindra un espin amb la fase canviada. Si anomenem 7 = 2% al perfode de

w
precessio, resulta que el periode de canvi de fase sera el doble 7y = ir En conseqiiéncia, si els neutrons

w

tarden un temps 7 en travessar el camp magnetic, la fase de la seua funcié canviard en e?“7/2.

En funcié de la intensitat de camp |B|, i per tant del valor de la freqiiéncia w de precessié, hi haura un
tipus d’interferéncia amb l’altre feix. Podem calcular la diferéncia de camps que produeixen dos maxims
d’interferéncia consecutius en el patré d’interferéncies. Per exemple, si un del maxims esta a B = w = 0,
laltre estara a w = 47. Dones bé, en 1975, dos grups van publicar aquesta observacié experimentall[10, 11]

Ara podem entendre millor la frase en el llibre de Le Bellac[3] (pag. 234) on diu que la rotaci6 identitat
real d’'un objecte en relacié al seu voltant no és una rotacié 2m sindé una 4w. La no equivalencia entre
una rotacié 27 i una 47 pot visualitzar-se efectuant les rotacions en un objecte unit a un extrem d’una
cinta que té fix laltre extrem (Dirac’s belt). Si rotem l'objecte un angle de 27 produim un torgament
en la cinta que no hi ha manera de desfer sense fer rotar de nou 'objecte. Ara bé, si continuem rotant
en la mateixa direcci6 fins a 47 produim una torcedura afegida a la cinta. Pero si movem 'objecte cap
a l'extrem fix de la cinta i el passem sense rotar-lo! de la dreta a ’esquerra per davall la cinta i despres
estirem, aleshores el nus s’esvaeix i tornem a la posici6 original (veure e.g. Staley[12]). La no equivaléncia
d’una rotacié 27 i una 4 esta lligada al fet que el grup SO(3) de rotacions en 3D és doblement connex
(mentre que el seu grup cobertor, covering group, SU(2) és simplement connex).

5.1 La connexié de SU(2) i SO(3)
5.1.1 La connexié de SU(2)

Els elements de SU(2) sén matrius 2 x 2 unitaries unimodulars U = (21 _ZZ*2>:
2 1

vut = (A —z5 2 =2 |21|2 + |22]? 2125 — 252 _ (10
zo 2} -z 2 2027 — 2720 |21)? + | 22| 0 1
detU = |Zl|2 + ‘22|2 =1

Si escrivim 21 = @1 +1ixa, 22 = T3 + iz4, la condici6 |z1|% + |22|> = 1 se tradueix en 27 + 23 + 22 + 23 =1
que és l'equacié d’una 3-esfera de radi unitat immersa en R*. Per tant podem establir un isomorfisme
diferenciable (difeomorfisme) SU(2) +» S C R%, i com les esferes sén simplement connexes, també ho és
SU(2).

5.1.2 La doble connexié de SO(3)

Qualsevol rotacié pot definir-se mitjancant un vector de longitud igual a l’angle de rotacié i direccié
(0, ) la de Veix de rotacié: Rn(v) = R(1,0,¢),0<0 < m, 0< ¢ <271 icom R_,(¢) = Ra(v)) podem
restringir ¢: 0 < < 7.

Podem representar els parametres de la rotacié R mitjancant els punts d’una esfera de radi = amb la
redundancia que dos punts antipodals (dos punts de la superficie que siguen extrem d’un diametre) sén
el mateix punt, atés que les rotacions m i —7 sobre un eix sén la mateixa rotacid.[13] Aquesta identitat



fa que les imatges de dos rotacions R; i Ro en 'espai de parametres puguen ser unides per dos camins
no equivalents (vegeu figura).

El cami (b) no podem deformar-lo continuament i convertir-lo en el cami (a), perqué si movem z sobre
la superficie, automaticament z’ es mou per ficar-se antipodal i mai aplegarfem a trobar el cami (a).
Tanmateix, si separem z de la superficie, aleshores, el cami se trenca en dos camins separats.

Aquesta doble connexié també és responsable del segiient: si partim d’una rotacié zero (punt central de

lesfera) i rotem 2 al voltant de 1'eix e.g. vertical (partim del centre, anem al pol nord, botem al pol sud
i tornem al centre) el cami no pot deformar-se fins convertir-se en el punt central.... pero si rotem 47 si

que podem! (vegeu figura).
— N
X / | PO

\\’/

‘ o T ;/@
’ i
v'x .~

T yd \\\
/ N / v'x
7 \ / Q \
y, ‘\ /

/ \\ 4

Aleshores, si mantenim copia d’un vector (o d’un objecte) i I'unim a una cinta (que acumula la rotacié en
forma de torcedura) amb la imatge despres de rotar-lo 27, i aleshores mantenim fixos els vectors original
i copia rotada, no hi ha manera de desfer les rotacions intermedies que deixen torguda la cinta. En canvi,
si la rotacié és 4w si que hi ha manera de desfer les rotacions intermedies i allisar la cinta mantenint fixos
vectors original i copia rotada. Cosa que harmonitza amb el concepte de rotacié en relacié als voltants
del llibre de Le Bellac.[3] En el cas SU(2) en ser un grup de transformacions simplement connex, les
transformacions i els parametres que les etiqueten tenen una absoluta identificacio.
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2n(2r) = 2arn, > n,=2

Hi ha una altra enganyifa, anomenada del doble conus de Weyl, que exemplifica encara millor el concepte
de rotacié en relacid als voltants. L’enganyifa de Weyl, que és la mateixa que la de la rotacié d’una
moneda al voltant d’un altra ideéntica (vegeu figura), mostra que cal efectuar dues voltes completes de la
moneda que roda per tornar al punt inicial, atés que quan una moneda efectua una volta completa, el
seu centre se desplaga una distancia 2r R, amb R el radi de la moneda, radi que coincideix amb el radi de
rotacié. Mentre que el radi de rotacid és 2R (suma dels radis de les dos monedes) quan una moneda roda
al voltant d’una altra, i per aix0 ens cal efectuar dues rotacions 2 x 2 R per a avangar la longitud 27 (2R).
Tanmateix, s’evidencia que si fem rodar una moneda al voltant d’una altra de radi 2R, aleshores, el radi
de rotaci6 és 3R, cosa que vol dir que cal fer tres voltes completes. Tanmateix, si el radi de la moneda
fixa és 1.75R, el radi de rotaci6 és 2.75R i cal voltar 4 voltes completes la moneda central (mentre la
moneda mobil roda 11 vegades al voltant del seu centre) per tornar a la posicié inicial. Per tant, si bé el
Dirac’s belt i els conus de Weyl sén exemples enginyosos, cal no considerar-los cap demostracié concreta
de les propietats del les funcions d’espin.

6 Apeéndix: El requeriment de Pauli (les funcions d’ona ha de constituir
bases de les representacions del grup de simetria de ’Hamiltonia)

Incloem aqui un argument elemental que recolza el suggeriment de Pauli sobre el requisit que el conjunt
de funcions propies haurien de ser base de les representacions del grup de simetria. Amb aquesta finalitat
anomenem Ry a una transformacié qualsevol que deixa invariant 1’Hamiltonia H: R,H R,:l = H , 1
anomenem V;, F; a una funcié propia d’aquest Hamiltonia i a 'autovalor associat. Definim &, = Ry V;.
Es senzill demostrar que Py, és una funcié propia de H associada amb mateix valor propi F;:

H®), = R HR;"®), = Ry HR, 'R, V; = RyHY,; = R BV, = B RV, = F; &y,

Aquest resultat és valid per a tots i cadascun dels elements Ry del grup de transformacions G que deixa
invariant 'Hammiltonia. El conjunt de funcions propies degenerades W = {®}, = R, V;,Vk} expandeix
un espai lineal estable sota G, és a dir, 'actuacié de qualsevol Ry € G sobre una funcié d’aquest espai
genera una altra funcié d’aquest espai, és a dir, una funcié propia d’H associada al valor propi F;. Diem
llavors que W forma base d’una representacié del grup G. Es aquesta una representacié irreductible? La
resposta és que si. Hom pot tractar de contraposar un contra-exemple, com ara el de ’atom d’hidrogen i el
grup de rotacié en tres dimensions O(3), on l'orbital 2s no pertany a la mateixa representacié irreductible
que els tres orbitals 2p amb els que esta degenerat. Arabé, O(3) no és el grup de transformacions G
que deixa invariant I’Hamiltonia de I’atom d’hidrogen siné només el seu subgrup de simetria espacial
o geometrica. A més de les transformacions geometriques, I’Hamiltonia de 'atom d’hidrogen també és
invariant sota transformacions que impliquen simultaniament coordenades i moments. El conjunt de totes
les transformacions que deixen invariant ’Hamiltonia de atom d’hidrogen forma (o és isomorf a) el grup
de simetria dinamica de I’atom d’hidrogen O(4).[13]
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