4.11a. Gas ideal pv = RT

Energia: Escrivim el primer principi: du =Tds —pdv =T (g—;) dT + [T (Z_ls’)T - p] dv
v

Amb la relacio de Maxwell: ( 6v) (Z—?)v, [T (Z—i)T - p] = [T (%)v — p] = [Tg - p] =0

Des de (Ta‘;s) (2_7?)1; = ¢, 1 la llei de gasos, finalment, du = ¢, dT. Integrant de manera

indefinida trobem u = u, + ¢, T, on ug ¢és la constant indeterminada d’integracio.

Entropia: des del primer principi: ds = d?u + ?dv. Substituint u, amb g = gtrobem:
ds = cvdT—T + gdv = c,dLnT + R dLnv.

Per tant, a volum constant: ds,, = ¢, dLnT — s = ¢, Ln T + C;(v), (considerant c,, constant).
Tanmateix, a T constant: ds; = RdLnv — s =R Lnv + C,(T)

De les dues equacions concloem: s =sy+c¢, LnT+RLnv, on s, é una constant
indeterminada.

Entalpia: des de: dh = Tds +vdp =T ( aT) dT + [ (a—;) + v] dp
Des de (Maxwell): (Z_;)T =— (Z—;)p - [ E + v] [ ] [—T% + v] =0

Des de (T 65) = ((g—f)p =¢p trobem: dh = ¢, dT > h = ho + ¢, T

Llei de Mayer: des d’ u i h, amb la definicié d’entalpia h = u + pv, tenim que dh = du + d(pv),
ie., cpdTl = ¢,dT + RdT - ¢, — ¢, = R.

Tanmateix, des de: h —u = pv - (hg —uy) + (cp — ¢,)T = RT, que amb el resultat anterior
permet inferir que hy = u,.

Energia Lliure:
f=u—Ts=(uy+c,T)—T(sqg+c, LnT + R Lnv) = uy + (¢, —So) T — Tc, LnT — RT Lnv

Entalpia Lliure: Encara que no és necessari calcularem de nou, per qiliestid6 de presentacio,

I’entropia en termes de pressio i temperatura, a partir de 1’entalpia,

dh v
dS—?——dp—cdenT Rdlnp »s=38,+c, LnT —RLnp

Aleshores,
g=h—Ts=(hg+c,T)=T(35 +c, LnT =R Lnp) = hy + (¢, = 5,) T — Tc, LnT + RT Lnp

Si escrivim ¢, = ¢, + R, atés que p = RT /v,

g=ho+(c, +R —3,) T —T(c, + R)LnT + RT LnR + RT LnT — RT Lnv -
g=ho+(,+R +RLnR —38,) T — Tc,LnT — RT Lnv -

g =ho+ (¢, —So) T — Tc,LnT — RT Lnv

Finalment, des de g = f + pv = f + RT, podem tornar a deduir la llei de Mayer.



4.11b. Gas de Clausius p(v —b) = RT

. . .. , . . d R
Energia: Repetim el que hem fet amb el gais ideal, tnicament canvia que (%) = de manera
v _

que el terme [T (Z—i)v - p] = [% —p| = [p — p] = 0, per aixo obtenim la mateixa formula per

a I’energia molar: u = uy + ¢, T.

Entalpia: Repetim el que hem fet amb el gas ideal. Des de p(v — b) = RT trobem: (%) = g,
P

amb la qual cosa: [—T (2—;)7) +v] = [v—TS] = %T+b —TS] = b.

Per tant, dh = ¢, dT + bdP — h = hy + ¢, T + bp

Entropia: des de: ds = dT—u + gdv = ¢, dLnT + v%}dv = ¢, dLnT + RdLn(v — b)

Per tant, a volum constant: ds,, = ¢, dLnT - s =c, LnT + C;(v)
Mentre que a T constant: ds; = RdLn(v —b) - s =R Ln (v —>b) + C,(T)
Amb la qual cosa s = sy + ¢, LnT + R Ln (v — b), on s, €s una constant indeterminada.

.. _dh v _ b v _ v—b _
Obé:ds = - ;dp = cpdLnT + de - de = cpdLnT — po = cpdLnT — RdLnp
Amb la qual cosas = §, + ¢, LnT — R Lnp,

Llei de Mayer: desd’ h = u + pv, i pv = RT + bp tenim:
RdT + bdp = dh — du = ¢,dT + bdp — ¢, dT > R = ¢, — ¢,

Entalpia Lliure: g = h—Ts = (ho +c, T+ bp) — T(§0 + ¢, InT — R Ln p). Substituint p = % en

Lnpienbp,ambc, = ¢, + R, tenim: g =h0+(cp—so)T—ch LnT—RTLn(v—b)+Z¥,

on sy =S5y,+ R LnR



4.11c. Gas de van der Waals (p + 1%) (v—=>b) =RT
Algunes indicacions.

. , . . (D R
Derivem 1’equacio a v constant obtenint (—p) =—
oTr/y,  v-b
C ., RT RT 2a
Reescrivim I’equacio: p = — — — i derivem, a T constant, obtenint =— +=
-b w2 617 T (v-b)2 = v2
Rv3(v-b)

Fem 1s de la 1dent1tat( ) (a ) ( ) = —1 per obtenir (g;)

~ RTv3-2a (v-b)?
Desdedu—cvdT+[T( ) —p]dv—cvdT+[E—p]dv—cvdT+l%dv,

trobem: u =ugy + ¢, T — ;

Desdeds=d—u+3dv=( dLnT+EQ)+(L——)dv—c,,dLnT+R—
T T v—b Tv?
trobem s = sy + ¢, LnT + R Ln (v — b)

a RT a
Desdeh—u+pv-(u0+ch—;)+(E—v—2)v

trobemh:u0+(cv+%)T—2—a

v

La llei de Mayer podem trobar-la escrivint dh = ¢,dT + [v =T (Z—;) ] dp,
P

Aleshores escrivint dp en termes de temperatura i volum, trobant:

dh =|c, + T(av) (ap) dT + ( terme)d
= Cp v aT ) aT Segon erme v

Després calculem (Z—:) en la formula de I’entalpia h = ugy + (cv + :—1;) T - 27(1 i igualem el
v _
Rv av ap
resultat trobat, (cv + E)’ a [cp + (v -T (a—T)p) (a_T),,]'

Finalment, substituim les derivades parcials pels valors trobat al principi i finalment trobem:

R2T v3

Cr—Cp = —/—————— .
p V' RTwv3-2a (v-b)2



4.12. Al problema 4.11a se determinaven els potencials termodinamics de gasos ideals monoatomics.
Proposem ara la determinacio dels potencials en el cas de gas ideal general.

Energia interna: el raonament fins trobar que du = ¢, dT ¢és idéntic. Unicament canvia a I’hora d’integrar
. . T
perque ara c, no és constant i per tant resulta: u = uy + fo ¢, dT

Entropia: Atés que, amb independéncia que ¢, és o no constant, du = c,, dT, el raonament fins trobar que
ds = ¢, dLnT + R dLnv és ideéntic. Sols canvia en la integracio6 sobre la temperatura,

aleshores: s = fOT ¢, dLnT + C;(v),s =RILnv+ C,(T) > s = sy + fOT ¢, dLnT + R Ln v.
Entalpia: Tot igual fins trobar dh = ¢, dT. Canvia la integracio: h = hy + foT cp dT

Llei de Mayer: Independentment que c,, ¢, son constants o no, du = ¢, dT i dh = ¢, dT. Aleshores, des
de la relacié dh = du + d(pv), i.e., ¢,dT = ¢, dT + RdT — ¢, — ¢, = R.

Energia Lliure: f =u —Ts = (uo + fOT Cy dT) -T (50 + fOT ¢, dLnT + R an)

Per tant, f = g — T'sy — RT Lnv + [} ¢, dT = T [ ¢, dLnT

Entalpia Lliure: Calculem primer I’entropia en termes de pressio i temperatura: ds = ¢,dLnT — RdLnp -

s=5+] OT ¢p dLnT — R Ln p. Aleshores, a partir de la relaci6 entre entalpia lliure i entalpia, g = h — T,
trobem g = ho + [ ¢, dT =T (5o + J c, dLnT =R Lnp).

Per tant, g = hy — TSo + RT Lnp + [, ¢, dT =T [, ¢, dLnT

4.13. Al problema 4.11c¢ se determinaven els potencials termodinamics del gas de van der Waals, amb la
restriccio de capacitat calorifica constant. Considerem ara el gas de van der Waals general. Calculem
I’energia interna. Des d’aquest resultat, demostrem que, igual que amb el gas ideal general, la capacitat
calorifica a volum constant ¢, inicament és funci6 de la temperatura (pero a diferéncia del gas ideal general
¢p del gas de van der Waals és funcié de temperatura i volum).

S _ _ _ as as _ _ ap _
Escrivim: du = Tds —pdv =T (_ar)v aT + [T (—av)T p] dv = c,dT + [T (_6T)v p] dv
Aleshores, des de p = —VRTb - —:2 trobem (—Z:) = —va - du = c,dT + —vaz dv—>u=uy+ fOT c, dT —%
_ .

En conseqiiéncia u(T, v). En general doncs cal esperar que també ¢, (T, v), perd ’enunciat diu que cal que
demostrem que ¢, (T), és a dir que (%) = 0. Vegem-ho:
T

Jdu Ju
("’L) ~ 2 (57), LU o 2 (),
o/ v "~ 9vdT 9dTov aT
T v
(L
Pero des de: du = ¢, dT + 1%dv - (Z—Z)T = 1% Substituint trobem (%)T = <%) = 0. Per tant, per
v

al gas de van der Waals també c, (T).
Per trobar la relacié amb c, partim de du = ¢,dT + ]%dv i del primer principi: d'Q = du + pdv. Que
permet escriure: d'Q = ¢, dT + (1% + p) dv. Particularitzant a p constant, c,dT = d'Q,,

a v a v RT /ov
cpdT = ¢, dT + (ﬁ+p) (6_T)pdT —Cp=C,+ (F+p) (B_T)p =c, +v—b(a_T)p

3y
Obtenim (g—;) a partir de I’equaci6 de de van der Waals (vegeu problema 4.11c¢), (Z_D = %,
P P —2a -

. R2T v3 . . ,
per tant, en substituir trobem que ¢, = ¢, + RT o322 - que evidencia que ¢, (T, v). Per tant també

cy(T,p) 0 ¢, (p, V).



