TEMA 3 Segon principi de la Termodinamica

Haviem dit al tema anterior que amb I'eliminacié d’una lligadura interna s’iniciava un procés
espontani al si d’un sistema fins assolir un nou equilibri i que el primer principi ens proporciona
eines per poder relacionar les variables termodinamiques en un i altre estat perd no ens indica
la direccid del procés espontani. Per exemple, si hi ha una transferéncia isocora d’energia en
forma de calor entre sistema i voltants, amb ajuda del primer principi podem relacionar les
coordenades termodinamiques dels estats (en equilibri) que hi ha als extrems del procés, pero
no ens diu en quina de les dues direccions el procés és espontani.

Tanmateix, si acudim a la mecanica o a I'electricitat si que sabem el sentit espontani dels
processos: un cos cau, minvant el seu potencial gravitatori; una carrega es mou minvant el seu
potencial electric... hi haura un potencial (i.e., una funcié d’estat) que ens indique el sentit de
I’evolucié espontania dels processos termodinamics?

Comencem considerant un cas senzill: dos sistemes a diferent temperatura (T; > T,).
L’experiéncia ens diu que surt calor Q; del cos calent i aplega calor Q, al cos gelat. El primer
principi, en particular la conservacié d’energia en sistemes aillats, diu que Q; + Q, = 0 i per
tant que Q; = —Q,, pero no ens diu el signe de Q4 i Q. Simplement diu que Q; i @, tenen signes
contraris, perd no ens déna el sentit espontani de I'evolucié.

L’experiéncia ens diu que si Ty > T, , si anomenen Q al calor transferit, aleshores Q; = —Q i

Q, = Q, és adir que el calor flueix del cos calent al fred. En altres paraules, si T; > T, el procés

|Q1| |Q2| dl
T;

espontani és el aquell en el quaI < 0i& I 2> 0, alavegada que == on concloem que
Q@ , Q0 _0Q Q

S . . P d d’
+ == _—-—-—-> 0. Cosa que ocorre fins i tot si el procés es infinitesimal: 2 2%
T, T, T, T T, T,

> 0.

, _ a'q. .
Aleshores, podriem estar temptats de definir d'S = TQI reescriure, formalment, d'S; + d'S, =

d'S > 0. Pero el paral-lelisme amb la mecanica i electricitat implica que la funcié que indica el
sentit del procés siga un potencial, és a dir una funcié d’estat. Ara bé, d’Q no és més que energia
de transit entre dos estats i el seu valor canvia segons el cami que ens porta de I'un a I'altre
estat, per tant no es esperable —a priori—que d’S siga funcié d’estat (i.e., que S tinga una valor
concret en cada estat d’equilibri).

| encara més, en el problema senzill amb que hem comencgat I’elucubracié, el qual constava de
dos subsistemes aillats que sén ficats en contacte térmic i, aleshores, entre ells se transfereix
una quantitat diferencial d'Q de calor, vist des de cada subsistema, la transferéncia de calor no
se sap si es reversible o irreversible, espontania o forcada. Unicament si considerem el sistema
total sabrem si el procés és espontani o és una pura fluctuacio de I'equilibri del sistema global.

Ara bé, aco que sembla un entrebanc, en realitat simplifica les coses, atés que si cada subsistema
esta en equilibri, podem calcular d'Q a partir de les coordenades internes de cada subsistema,
sense tindre que considerar simultaniament I'altre. En efecte, si P i V sén variables d’estat d’un

d' o, _au

dels subsistemes, per a aquest subsistema d'Q, = dU + PdV. Per tant, - + ;dV que

a'Q. du

cas de ser un gas ideal queda -t ng. Integrant entre I'estat 1i el 2:

2d'Qr 21dU V.
fl T = fl T dT dT+RLTI, - F(TZ) _F(Tl) +R an_j = S(TZJVZ) —S(T1,V1),

1 Cal tenir present que I'equilibri termodinamic és un equilibri dindmic. Continuament hi ha fluctuacions
al voltant de I'equilibri. Es la manera en la qual el sistema inicia el procés quan s’elimina una lligadura.
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cosa que ens diu que la funcié que hem anomenat S (dS = %) és una funcié d’estat.

Aguesta nova funcié d’estat que hem definit per al gas ideal no té dimensions d’energia (com si
que ocorre amb U i H) pero és un potencial que indica el sentit del procés espontani quan dos
gasos ideals se fiqguen en contacte térmic: el procés és espontani si: dS = dS; +dS, > 0.

Es clar, ara sorgeix la pregunta: és aquest un resultat especific del gas ideal o és un cas particular
d’una funcid potencial general?

Des del punt de vista matematic, la temperatura T actua a manera de factor integrant, que
converteix una diferencial inexacta en una diferencial exacta.

Diem quedf(x,y) = X(x,y)dx +Y(x,y)dy és una diferencial exacta si flz df (x,y) =
f(x2,¥2) — f(x1,¥1), és adir, sidf és ladiferencial d’'una funcio potencial o funcié d’estat i per

tant se compleix: X(x,y) = (Z—i)y, Y(x,y) = (g—f})x,(g—};)x = aT;x = aigy = (%)y, la dltima

igualtat coneguda com condicié de Schwarz de derivades creuades.

De fet, igual que li passa al calor, moltes expressions df (x,y) = X(x,y)dx + Y(x,y)dy no sén
diferencials exactes. Per exemple, df = —ydx + xdy no és exacta, atés que els factors que
multipliquen les diferencials de les variables independents no donen compliment a la condicio
de Schwarz. De fet, com passa amb el calor, diferents camins d’integracié y = g(x) entre dos
punts (xq,¥1), (x3,y2) donen diferent valor a la integral, com és immediat comprovar.

Com podem trobar un factor integrant d’una diferencial inexacta? Considerem el cas general de
dues variables (sistema simple en termodinamica): d'¢ = Xdx + Ydy. Per trobar el factor
integrant considerarem el cami d’integraci6 adiabatic (d'¢ = 0). Des de Xdx + Ydy = 0, per
integracid, sempre podem trobar la relacié funcional y = g(x) + ¢ o equivalentment ¢ (x,y) =
¢, on ¢ és la constant indeterminada d’integracié. Si ara diferenciem la funcié trobada ¢,

3% dp
d =<—)d (—)d =dc =0,
0 o ) X+ dy . y c
de manera que, amb la notacié ¢, = (Z—i) Py = (g—t) , escrivim dg = @, dx + @, dy.
y x

Tenim dues equacions igualades a zero, I'equacid inicial: Xdx + Ydy = 0, de la qual deduim que

dy _  X. _ - . dy @y
wo Ty la nova equacio: ¢ dx + @, dy = 0, de la que inferim que ax- oy
X X _ Y
Pertant, 22 == » = = — = y(x, y).
Py Y Px Py

Tornant al principi, tenint en compte aquestes darreres igualtats,
!

d'¢=Xdx+Ydy = up,dx+u pydy - Ttl) = @xdx + @ydy = do,

que és una diferencial exacta, la integral de la qual és independent del cami d’integracio.

Apliqguem aquest procediment a I'exemple de la diferencial inexacta d'f = —ydx + xdy:
. . . s LNas d dx
En primer lloc triem el cami adiabatic: —ydx + xdy = 0 — == -
La integracid és immediata i genera la funcidé ¢: 3;/ =c.
. . 1 - x .
Calculem ara les seues derivades parcials: @, = —% Py =2 Per tant, u = _—2 =T= x?)ila
pa x

nova funcié d’estat és:

df y X
F = —Fdx +x—2dy,
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on podem comprovar que els factors que multipliquen les diferencials de les variables
independents donen compliment a la condicié de Schwarz.2

En el cas de funcions de tres variables d'f (x,y,z) = X(x,y,z)dx + Y(x,y,z)dy + Z(x,y,z)dz
o de més variables, no sempre pot trobar-se un factor integrant. Ha de complir-se una serie de
restriccions entre el factors que multipliquen les diferencials de les variables independents, en
els que ara no té interés entrar, perque precisament alldo que no pot demostrar la matematica
és el segon principi de la termodinamica que podem enunciar com la generalitzacié a qualsevol
sistema del resultat trobat per a sistemes simples aplicant el primer principi:

Hi ha una funcié d'estat (anomenada entropia S) que depén de les coordenades
termodinamiques de qualsevol sistema compost, definida per a tots els estats d'equilibri, que té
la propietat seglient: els valors que adopten els parametres extensius, en abséncia de lligadures
internes, son aquells que maximitzen l'entropia respecte al conjunt dels estats d'equilibri amb
lligadures. L'entropia d'un sistema compost és additiva, suma de la dels subsistemes
constituents. Per a cada fase (o subsistema homogeni) la seua variacié ve donada pel calor
d'Qr

reversible implicat dividit per la temperatura dS = T

Calor i treball reversibles i irreversibles. Desigualtat de Clausius

Considerem dos estats, 12, d’equilibri del sistema i imaginem dos processos que connecten els
dos estats, un d’ells reversible i I'altre irreversible. Anomenen AU = U,—U; a la variacié
d’energia interna entre els dos estats. El primer principi aplicat a cada procés diu:

AU=Qr —W. =0Q; =W,

Si el procés és infinitesimal hi ha prou a substituir magnitud finites per diferencials. El procés, si
hi ha treball en joc, pot comportar o bé compressié o bé expansid. Considerem els dos casos:

) ()
Expansi¢: dV >0; dW >0; P>P, » P dV >P,dV| PdV > P,dV
+ ) - d'W, > d'W,

~

Compressié: dV < 0; d'W < 0; P<P, » P dV > P,dV

Veiem doncs que el treball reversible és major o igual que l'irreversible. Tanmateix, des del
primer principi, AU = Q — W, com AU és la mateixa, també concloem que d'Q,- > d'Q;.

Considerem ara un procés ciclic d’un sistema, i.e. un procés que comence i acabe en el mateix
estat, per tant, en aquest procés (siga reversible o irreversible) AU = AS = 0, és a dir és un
procés isoenergetic i isoentropic.

% = ¢ que hem trobat. Al grafic s’evidencia que hi ha parells
de punts molt propers (x1,¥1), (x2,y,) entre els que no se pot transitar de manera adiabatica. (relacionat amb la
formulacié de Caratheodory del segon principi, com inaccessibilitat adiabatica entre estats -- vegeu e.g. M.W.

Zemansky, Calor y Termodinamica, Aguilar, Madrid, 1968.)

2 A la figura mostrem la familia de rectes adiabatiques
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explicitant la temperatura T del focus amb el que el sistema esta en equilibri quan se transfereix

el calor d'Q, (no oblidem que si hi ha equilibri Tr = T). De seguida entendrem perqué d’aquest

d’
TQT. Com sempre d'Q, > d'Q;, trobem:
F

Per a fer el calcul en aquest procés ciclic escriurem la variacié dS =

canvi trivial: procedim integrar en uncicle: AS =0 = ¢

d’ a’'Q; . . -
0= gﬁi > gﬁT—Ql, que és el teorema de Clausius, que escrivim de manera compacta:
F

Tr
d'Q
ff— <0
T
El cicle és irreversible si almenys una part del procés ciclic és irreversible. En aquest cas, I'opcié

"< 0" de l'equaciod anterior és la correcta. Si el procés ciclic és reversible, cal triar I'opcié "= 0".
Aguesta integral ciclica mai és major que zero. Important: cal recordar que la temperatura que
apareix a I'equacié anterior és la del focus calorific que interacciona amb el sistema bescanviant
calor amb ell.> Només quan el procés ciclic és reversible, tenim la seguretat que aquesta
temperatura és també la temperatura del sistema.

. . d’ , d’ .
3 Tant en la desigualtat de Clausius, gﬁTQ < 0,comenlaféormula dS > TQ, T és la temperatura del focus amb el que

el sistema esta en contacte. Des del punt de vista del sistema, i.e. de portes en dins, no podem distingir si una
transferéncia de calor d’'Q s’ha efectuat de manera reversible o irreversible. Cal anar a l'univers i veure si hi ha o no
gradient de temperatura. Pero si el sistema esta en equilibri i rep d’Q de manera que no se trenque el seu equilibri,
. . . . d’ . . .
aleshores el sistema varia la seua entropia en una quantitat TQ, on T és la temperatura del sistema. Per tant, si les
transferéncies de calor (se deriven o no d’una diferéncia de temperatures entre T)del sistema i T,y del focus) sén

T . . - . . d’ .
tals que no trenquen I'equilibri del sistema, tot i que d'Q és irreversible (T(S) # Ty) per al sistema ﬁTQ =0,0onTés

. . . . a’ d’ d’ .
la temperatura del sistema. Unicament si canviem T per Ty, aleshores QSTQ < 0 (sempre T—Q < TQ perquéesiT > T,
0

el sistema déna calor, d'Q < 0, en cas contrarienrep d'Q > 0 iles temperatures son sempre positives).

Pot océrrer que trenquem I'equilibri del sistema. Per exemple, un gas ideal confinat en un volum V fix amb una
temperatura Ti(s) < Ty. Imaginem que transferim d'Q; i que aquest calor provoca I'aparicié de gradients de pressid i
temperatura al si del sistema. Acabada la transferencia de calor i passat un temps el gas troba un nou estat d’equilibri
amb coordenades (Pf(s), v, Tf(s)). Quins son els valors de }}(S)i Tf(s)?

El sistema ha rebut d'Q; a volum constant i no s’ha fet treball: dU = d’Q;. L’arribada de calor fa créixer |'energia cinéetica
de les molécules del gas. Si el procés és irreversible amb gradients de pressié i temperatura, aguest creixement és
caotic. Pero amb el temps aquesta energia que aplega en forma de calor va redistribuint-se entre les molecules del
gas fins assolir I'equilibri. L’equilibri no ve mai determinat per com s’arriba, sind de com s’esta. Vull dir que s’hagués
arribat al mateix estat si el calor s’haguera anat repartint ordenadament entre les moléecules del gas, sense trencar
I’'hnomogeneitat de pressid i temperatura, és a dir mantenint I'equilibri en tot moment. Per tant, variacié d’energia
interna del gas entre I'estat d’equilibri inicial i final (que és igual al calor rebut) la podem calcular, tant per a un procés

infinitesimal o un finit, per una via reversible entre els mateixos estats inicial i final. Com el volum és constant, el

calculem a través d’un camiisocor: Q; = AU = C, (T}S) - TES)). D’aci calculem Tf(s) iamb el seu valoril’equacio termica

del gas calculem }}(S). Com calculem la variacié d’entropia? Com I'entropia és també funcié d’estat podem usar aquest
mateix cami reversible, el qual substitueix un focus a temperatura T, per una infinitat de focus a temperatures T,

. o . d
Ti(s) <T< Tf(s)els quals van transferint el calor d'Q; a volum constant. La variacié AS del sistema: dS; = % =
Co 4T - AS, = C, Ln "L La variacio dentropia de inic focus a Ty : ASy = & = —Cy =1L, L de Funivers, ASy =
v = A8 =G ln g La variacié d’entropia de I'Ginic focus a T : ASp = = G . Lade l'univers, AS; =

i

AS¢ + ASg. Si particularitzem alguns valors, e.g. TL.(S) = 298K, Tf(s) = 350K, T, = 400K, C, = 3R/2,n = 1, trobem AS, =
3.24 2R, AS; = —0.13 2R, AS; = 3.1 2R > 0.

Suposem ara que Tf(s) = Tl.(s) =T,. Des del punt de vista del sistema, si volum i temperatura sén constant, també ho
és la pressio. Es a dir el sistema no pot rebre energia isoterma i isocorament: AU = C,AT = C,0=0=Q — W.Si
Q # 0 el treball no pot ser zero i per tant el volum no pot ser constant. Si hi ha transferéncia isoterma de calor hi
haura canvis de volum. De qualsevol manera, la transferéncia isoterma de calor Q a la temperatura T comporta canvis
d’entropia AS, =% AS, = -2, As, = 0.
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De manera analoga podem formular dS > TQ .

Aleshores, en un sistema aillat (d'Q = 0) tenim: AS >0 (=0 en el reversible, > 0en
I'irreversible). En general, ASy = ASgist + ASyoitants = 0.

Canvis d'entropia en processos reversibles

1. Variacié d'entropia en canvis de fase

Els canvis de fase (fusid, vaporitzacio, sublimacid i transformacié al-lotropica) transcorrena Ti P
constants i podem representar-los amb I'equacié: Fase A (T,P) - Fase B(T,P). Aquests processos
son reversibles atés que una elevacié infinitesimal de temperatura produeix un canvi de fase
oposat al produit per una disminucié infinitesimal de la mateixa. Com la pressié és constant, el

calor que acompanya el procés és: Qp = AH i la temperatura contant T és la de canvi de fase,

A
per tant, AS = ?H

2. Variacio d'entropia per escalfar (o refredar) un cos

L'escalfament d'un cos, des d'una temperatura inicial T; a una altra de final T,, pot suposar-se
reversible si aconseguim que, en tot moment, la temperatura del focus (la font de calor) siga
només un infinitésim dT més elevada que la temperatura del cos, i com un infinitésim és
rebutjable en front d’'una quantitat finita, podem dir T,,; = T. Aixd0 ho podem aconseguir,
almenys teoricament, mitjancant infinits contactes amb successius focus en gairebé equilibri
termic amb el cos.

El calor que bescanvia el sistema en aquest procés reversible és d'Q, = C dT. La variacio
a'Qr
T

. T, d’ T, . dT
d’entropia és doncs: dS = 2 Qr _ [2c—

dar _—
= C —. Integrant tenim finalment: AS = .
T T, T T, T

| que passa si el procés és irreversible? Si el sistema passa d’una temperatura inicial T; a una
altra de final T, en contacte amb un focus a la temperatura final T,?

Des del punt de vista del sistema, si transitem entre els mateixos estats d’equilibri, com
I’entropia és funcié d’estat, AS és la mateixa que la que hem calculat en el procés reversible.

Que canvia doncs? Canvia que en el cas reversible cada quantitat d'Q, era bescanviada pel
sistema i un focus, tots dos a la mateixa temperatura T. Per a sistema el calor és d'Q,- i per al

. s . . . d
focus (que dona el calor) —d'Q,., de manera que la variacié d’entropia del sistema és TQr, la del
a'Q, . . d’ d’
focus —%l per tant, la de l'univers dSy = TQr - % =0.

També en la formula dS > dT—Q, T és la temperatura del focus, de manera que la formulacié del primer principi queda:
dU =d'Q—d'W =d'Q — PydV < ToydS — PydV i per a processos finits AU < TyAS — PyAV. Cas d’equilibri, les
coordenades del focus se substitueixen per les del sistema i la desigualtat per igualtat.

L'altra funcié d’estat que hem introduit al tema anterior, I'entalpia H = U + PV, també presenta una desigualtat per
a situacions semblants. Si escrivim H — PV = U i diferenciem: dH — PdV — Vdp = dU < TydS — P,dV , per tant:
dH < TodS + VdP + (P — Py)dV. Ates que si P > P, aleshores hi ha expansié dV > 0isi P < P, aleshores hi ha
compressié dV < 0, el darrer terme és sempre positiu, (P — Py)dV > 0, i per tant, amb més motiu podem escriure
que: dH < TydS + VdP.

Totes les desigualtats passen a igualtats quan igualem les coordenades termodinamiques de sistema i voltats, és a dir
en condicions de processos en equilibri o processos reversibles.
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En el cas irreversible: ASgiqr = fTT12 CdT—T, ASfocus = —1T, amb la qual cosacomT, =T :
2
2 dT 2 dr T2
dSy = ASgie + AS =f C——f C—=f C(———)dT >0.
sis focus - T - Tz T T Tz

3. Expansio (o compressio) isoterma i reversible d'un gas ideal

Com que l'energia interna d'un gas ideal només depéen de la temperatura, en un procés isoterm
no hi haura variacié de I'energia interna d'un gas ideal. En aquest cas, el primer principi de la
termodinamica quedara:

nRT
P=

d'Q, — 8W = 0 - d'Q, — PV = 0 - d'Q, = PdV — d'Q, = nRT<;

dS:dQT

_ dv Vde _ V2
—>dS=nR- - AS= Rf — AS=nRing

En termes de pressié, des de V. = nRT/P trobem AS = ann%
2

4. Procés reversible d’un gas ideal amb canvide Ti P

Es tracta de calcular l'increment d'entropia per al procés reversible de la figura:

P, {----- A (estatintermedi)

isoterm

Py f-mmmmmm s e T f

T2 d’ QP sz nCpdT siCp=ct.

En el subprocés isobar: AS; = AS; = nCpln%.
1

(o P
En el subprocés isoterm, hem vist ades que AS2 = ann—1
2

En el procés total: ASgistema = AS1 + AS, = nCpln— + nRIn 2 P
2

Com el procés és reversible, AS;; = 0, per tant Asvoltants = —ASgistema-

4. Canvis d'entropia en processos irreversibles

A primera vista sembla que no podem calcular-ho, atés que no tenim cap igualtat que relacione
I’entropiai el calorirreversible. Ara bé, com I’entropia és una funcié d’estat, només ens cal saber
estats d’equilibri inicial i final per poder calcular la variacié d’entropia en un procés irreversible.
Aleshores, inventarem un procés reversible que connecte els estats inicial i final del procés real,
calcularem l'increment d'entropia i ja tenim la variacié d’entropia que ens demanaven.



5. Entropia de mescla de gasos ideals

El procés de mescla de dos gasos (ideals o no) és un procés tipicament irreversible que va
acompanyat d'un creixement d'entropia.* Considerem aci un procés de mescla, a P i T constants,
de dos gasos ideals, 1 i 2. Suposarem n; mols del gas 1 i n, mols del gas 2 i que les condicions de
P i T dels gasos individuals abans de la mescal seran les mateixes que les P i T de la mescla.

ng ny
AmS n; +n,

P, TV, P, T, V, -

P,T, V; +V,

Com que el procés ésirreversible, cal d'idear un cami reversible del sistema entre el mateix estat
inicial i final f. El cami reversible que proposem té dues etapes:

Etapal: Expansio isoterma reversible de cada gas, per separat, des del seu volum inicial a un
volumigual alvolumV = V; 4+ V, de lamescla: (gas 1) V; — V, (gas 2) V, — V. Al final de I'etapa
el gas 1 disminueix la pressio fins a P; i el gas 2 fins a P,, de manera que® P; + P, = P.

La variacio d’entropia en I'expansié/compressid isoterma reversible I’hem calculada en el tercer
I'apartat, AS = nR Ln Z—i, gue particularitzat al nostre cas déna lloc a:
AS = n4R LnK+ n,R LnK
Vi V;
Com les P i T inicials de cada gas son iguals ala P i T de la mescla final, de la llei de gasos ideals:

__ N4RT
=5

N, RT NnRT |4 n 1. N %4 n
Vi V, = 2=,V = —. Aleshores trobem: — = — = ol analogament, TE =
1 2

P P Vi nq ny X2

“o
I.

Pertant, AS = —nyR Ln x; — nyR Ln x,, on x; és la fraccié molar del gas

Etapa 2: Els gasos préviament expandits es mesclen reversiblement a volum constant. Aixd
s'aconsegueix amb un dispositiu de membranes tal com indica la figura segient:

E impermeable, la discontinua és permeable
—— ; A al gas 1 pero no al 2, la puntejada és
K permeable al gas 2 pero no a I'l. En cada
| i instant intermedi cada gas ocupa un volum

gasl €———> gasl é P o .
1 : . i7 buit (V1+V2), en part tot sol, en part compartint
' i nd ek volum, (cosa que no |'afecta per ser ideal).
En tot moment la pressidé parcial de cada
1 . ) gas, en el volum que ocupa, és constant. La
1 RTV4Y, permeabilitat de les membranes fa que
' aquestes es poden moure sense tenir que

La membrana continua és completament exercir cap forga (sense fer cap treball).

“Veurem en seccions posteriors que entropia és una mesura del nombre de complexions o formes de
distribuir-se les molécules entre els nivells d’energia (també anomenat desordre termodinamic). Una
mescla és una situacié amb més complexions (més desordenada) que la dels gasos per separat.

> En efecte, en ser etapes isotermes, per al gas 1 tenim PV, = P,(V; + V), peral 2 PV, = P,(V, + V),
Si sumem les dues equacions: P(V; +V,) = (P, + P,)(V, +V,), per tant, P = P, + P,.



Tanmateix, com el procés és isoterm I'energia interna és constant. Per tant, del primer principi,
AU = Q — W, concloem que @ = 0 i per tant en aquesta etapa segon AS = 0, de manera que la
variacié d’entropia de mescla isoterma de dos gasos ideals és: AS = AS; = —n{R Ln x; —nyR Ln x5.

En el cas general de mescla de N gasos: AS = — YN n;R Ln x;.

Fixem-nos que x; < 1, per tant, Ln x; < 0i AS > 0, com correspon a un procés irreversible.

Interpretacié molecular de I’entropia. El gas quantic

Considerem un gas quantic sense estructura interna de les molécules. Vam demostrar en el tema
h?n?
8mlL?’

1 que I'energia de la particula, que és Unicament cinética, resulta ser: &, =

Les distintes molecules del gas tindran alguna d’aquestes energies, de manera que podem
representar el gas com particules distribuides entre els diversos nivells d’energia:

. : Per exemple, en el sistema de cinc
: . particules del seglient dibuix,
E3
E, “ - t
E1
B, el nombre de microestats o complexions
(per al cas de particules discernibles i nivells
Donada una distribucié (n4,n,,n3 ...) enla no degenerats) és:
poblacié dels nivells, hi ha diferents formes _ 5x4x3x2x1
de distribuir les molécules entre els estats. —(3x2x1)(2x1)’

Per a particules quantiques indiscernibles, Q se calcula diferent. Ara no ens interessa saber-ho
calcular. Allo rellevant, és que hi ha un nombre Q de complexions per a una distribucié donada.

Adonem-nos que sense fotons (i.e., de manera adiabatica) no hi ha manera de canviar (. En
altres paraules, dQ va lligat a canvis en poblacié de nivells, és a dir esta relacionat amb d’'Q.
Quina relacié tenen?

En primer lloc constatem que d() és una diferencial exacta mentre que d'Q és inexacta. En segon
lloc que d( és adimensional mentre que d'Q té dimensions d’energia. També RT té dimensid

. , . . . . d’
d’energia.® Podriem doncs tractar de comprar d{ amb la diferencial exacta adimensional R—T?.

Per una altra banda, si considerem dos subsistemes, el nombre total de complexions és Q =
Q, X Q, és multiplicatiu, mentre que el calor és additiu: d'Q = d'Q; + d'Q,. La comparacid

. a'q. . . . .
hauria de ser entre R—TQ i el logaritme d Ln () (el logaritme del producte és la suma de logaritmes).

cod , . o .
Si diem R—f = Ad Ln Q, podriem ajustar la constant A comparant teoria i experiment’.

, . , . . . da’ .
6 De fet, RT és proporcional a I'energia del gas i per tant podem interpretar R—f com proporcional a la

variacié produida per fotons de la unitat d’energia.
7 Aquesta férmula pot ser deduida, sense necessitat d’ajusts, a partir de la termodinamica estadistica.
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R o _ d’ R
Alld que resulta de la comparacié és 1 = Ny, amb la qual cosa TQ =kdLn(Q,ambk = N—
A

que és la constant de Bolzman. Anomenem dS a la diferencial exactak d Ln , i.e.,

dS=dTQ=denQ,

i 'anomenem a S entropia. L’ entropia és doncs una mesura del nombre de complexions, que
també anomenem desordre termodinamic.

En la figura mostrem un exemple d’un gas amb N = 5 particules i una energia total E = 10¢.
Imaginem que preparem el gas en un estat maximament ordenat, és a dir un estat on totes les
particules tenen la mateixa velocitat i.e., la mateixa energia (configuracié de I'esquerra).

E=10¢ E=10¢ E=10¢
4e de ® 4e o
3¢ 3¢ ] 3¢ ®
2¢ —o0000@ 2¢ oo o 2e i
— 1 =)
€ € € ¢
0 0 o 0 .
5!
Q=1 Q=—"=20 Q=5=120
3!

Aleshores, aillem el sistema i deixem que evolucione. Les possibles fluctuacions del sistema han
de conservar I'energia total (per estar el sistema aillat). Sols hi ha una forma de ficar les 5
particules en un nivell d’energia (2 = 1). La configuracid central I'aconseguim fent que una de
les 5 particules promocione al nivell superior d’energia (i un altra passa a l'inferior, per tal de
mantindré constant I'energia). El nombre de complexions o formes de distribuir les 5 particules
ha pujat a = 20. Per tant, aquesta distribucio és 20 vegades més probable de ser trobada que
I’anterior. Podem també obtenir la configuracié de la dreta on Q = 120. Sien llocde N =5
particules en tenim un mol (N = 6.23 - 1023), la configuracié més probable és milions de milions
de vegades més probable que qualsevol altra.

Per tant, veiem que les fluctuacions del sistema sdn responsables de I’evolucié espontania des
de configuracions ordenades (£ ) a configuracions desordenades (£ T). Per aix0 I’entropia és
una mesura del desordre termodinamic i el procés natural en que el sistema evoluciona cap ala
configuracié més probable (que és on passa a residir la majoria del temps), se tradueix
macroscopicament amb un creixement d’entropia.



Treball en cicles reversibles d’un gas ideal. Maquines termiques

Vam explicar en el tema 2 que un procés ciclic reversible representat en un diagrama p-V el
sistema realitza treball si el cicle se corre en sentit horari (en sentit contra horari el sistema rep
el treball) i el valor d’aquest treball és igual a I’area que tanca el cicle en I'esmentat diagrama.®

3 Adiabat: Q=0

2 6

Isotherm \

Pressure
Pressure

Isotherm

—

v
4 Adiabat

Isotherm

Volume Volume

Al diagrama p-V les adiabatiques pV¥ = ct. tenen major pendent que les isotermes pV = ct.
En dibuixem algunes a les dues figures anteriors. En la subfigura esquerra hi ha representat un
procés ciclic monoterm, entenen per monoterm aquell cicle en el qual el sistema torna a I'estat
inicial i durant el procés sols bescanvia calor amb Unic focus de calor a la temperatura T (en la
subfigura es bescanvia calor des de 2 a 3). Considerem el cami 1-2-3-4. Una volta aplegats a 4,
I’Gnica manera de tornar a 1 de manera monoterma és desfent el cami (no podem transitar
adiabaticament entre dues adiabatiques!), amb la qual cosa I'area del cicle (és a dir el treball net
del cicle) és zero.

Un cicle reversible amb W # 0 ha de tindre almenys bescanvi de calor amb dos focus a diferent
temperatura (subfigura de la dreta). El cicle que contacta els dos focus s’anomena cicle d’una
magquina termica de Carnot. Si el cicle se fa en sentit horari, el sistema rep Q; a la temperatura
T;, efectua un treball W = Q; — Q, > 0 i cedeix rep Q, a la temperatura T,. Si el cicle se fa en
sentit contrahorari, W < 0, el sistema extrau @, del focus a la temperatura T, i cedeix Q4 al
focus que esta a la temperatura Ty : — W = Q, — Q4 (maquina frigorifica).

Treball reversible i irreversible de maquines: rendiment

Una maquina térmica és I’enginy que, en realitzar un cicle, converteix el calor que rep d’un focus
calent en treball sobre els voltants. Hem vist en I'apartat anterior que, per tenir treball net, cal
que el cicle treballe entre almenys dos focus, de manera que part del calor Q; > 0 que rep del
focus calent el dona al focus fred (Q, < 0). Per tant, el treball net realitzat és menor que Q;. Si

definim rendiment 17 com el treball realitzat dividit pel calor rebut, n = o aleshores, n < 1.
1
El cicle pot ser reversible o irreversible. Diem que és irreversible si hi ha alguna irreversibilitat,

per exemple friccio, viscositat, etc. on el sistema perd part del treball que podria fer convertint-
lo en cessié addicional de calor als voltants. Per tant,

Les maquines térmiques reversibles tenen major rendiment que les irreversibles: n, > n;

8 Si un cicle en un diagrama P-V es recorre en sentit horari, la part de dalt del cicle (on la pressié és major)
va en la direccié de creixement de I'eix (dV > 0), cosa que origina arees positives. En la tornada el sistema
recorre la part baixa (menors pressions) i va en la direccié de decreixement de I'eix (dV < 0), cosa que
origina arees negatives. La suma d’arees resulta positiva —el sistema realitza treball net--. Si el cicle es
recorre en sentit contrari, tot és igual, excepte el sighe que resulta negatiu —el sistema rep treball net--.
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Rendiment de maquines reversible entre dos focus

I
Q | K%
O "
Q| [ Q)
1

Acoblem una maquina frigorifica “f’ reversible (de rendiment maxim) a una maquina termica
“t’ reversible, com indica la figura. El bany térmic F; a temperatura T; rep un calor Q'; de la
maquina frigorifica (f) i déna un calor Q; a la maquina térmica (t), etc.

El primer principi aplicat a la maquina termica és Q; = Q, + W i aplicat a la maquina frigorifica
W+ Q', =Q',, pertant,

—-0:=0,-0Q, »Q,-0=0Q,-0 (1)
Tanmateix, des de I'equacié (1) veiem que el calor Q'; — Q1 = Q que bescanvia el focus F; en
efectuar-se un cicle és el mateix excepte el signe —si surt calor d’'un focus entra en I'altre-- que
el que bescanvia F,: Q, — Q’2 = —(. Ara bé, en efectuar un cicle, tant la maquina frigorifica
com la térmica tornen al punt inicial i per tant les seues funcions d’estat (U,S, etc.) no varien. A

més, en ser el cicle reversible, la variacié d’entropia de I'univers ha de ser zero. Per tant, la
variacié d’entropia AS}, dels dos focus ha de sumar zero:

Q Q T,-T,
ASV:ASFl‘l'ASFz:T_l—T_Z:Qﬁ:O (2)

Com Ty, T, > 0 cal que® Q = 0. Concloem doncs que Q; = Q'; i Q, = Q',. Aleshores, com el

rendiment de la maquina térmica és: n = o i si invertim el cicle de la maquina frigorifica i la
1

convertim en maquina térmica, el seu rendiment és: p = R Com Q; = Q'; concloem:
1

Totes les maquines reversibles entre dos focus tenen igual rendiment (el qual és major que si hi ha
alguna irreversibilitat per exemple friccio, viscositat etc.)

. w - s : . .

El rendimentn = — = % =1-2 Enles adiabatiques reversibles no se bescanvia calori el
1 1 1

sistema no varia la seua entropia. A més, en efectuar un cicle tornem al punt de partida i no hi

ha variacié global d’entropia. Es a dir, la variacié d’entropia 3—1en el contacte amb F; més la

1

. . (= T
variacié d’entropia Q) en el contacte amb F, ha de ser zero. Per tant, %% % _T
T T, T, Q Ty
Concloem per tant que el rendiment de gualsevol maquina reversible entre aquests dos focus
. _ T,
és:n = ™

® Podem simplificar el raonament dient que com la combinacié de les dues maquines reversibles no
efectua treball, actua de fet com un canal de conduccio al bescanvi de calor entre els focus. Ara bé, si els
focus estan a diferent temperatura, qualsevol calor Q transferit ha d’anar del focus calent al fred i aquest
és un procés irreversible amb creixement d’entropia de l'univers. Si el procés ha de ser reversible --
variacié nul-la d’entropia de I'univers-- cal que el calor net Q siga zero. Pertant Q; = Q'; i Q, = Q',.
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Apeéndix: El treball dissipatiu

Callen®® defineix treball dissipatiu com I'excés de treball realitzat sobre un sistema en un procés
irreversible, en relacio al realitzable en un procés reversible (entre els mateixos estats inicial i
final del sistema, que sdn dos estats en equilibri). Si és el sistema qui realitza el treball, aleshores
el treball dissipatiu és treball perdut que no hem extret del sistema per haver seguit un procés
en que els estadis intermedis no sén d’equilibri en lloc de transitar sempre per estats en equilibri.

Considerem a manera d’exemple el treball isoterm entre els estats (P1=2 at., V1=1 L, To) i (P2=1
at., V,=2 L, To). El treball reversible implica equilibri de pressions Pex = Pint, per tant,

2 2
dv v,
m:deV=RTO f—=P1V1Ln—=2Ln2 at.L
Vv Vi
1 1

Mentre que el treball irreversible se realitza contra una Pex = P2 = 1 at.:
Wi =PV, =V1)=12—-1)=1at.L
Per tant, el treball dissipatiués: W, =W, —W; =2Ln2—-1=0.386at.L

On ha anat a parar aquest treball? La pressid externa constant inclou el pes de I'émbol mobil de
massa M que confina el gas. En un procés no reversible Pint >Pext , de manera que sobre la massa
M s’exerceix una forca neta que produeix una acceleracid, cosa que fa que el procés no siga
quasi-estatic. En assolir el volum final V, (on Pext = Pint), la massa té una velocitat no nul-la, de
manera que el sistema pot assolir volums majors que V3, encara que aleshores el pistd pateix
una acceleracié en sentit contrari, de manera que en abséncia de viscositat (i suposant sempre
que pistd i cilindre no tenen pérdues d’energia per fregament) arribariem a un punt final on el
pistd efectuaria oscil-lacions harmoniques, que la viscositat del gas va amortint (treball
dissipatiu) fins assolir repos, havent-se convertit aquesta energia elastica associada amb el
moviment ordenat de les particules del sistema, en energia térmica, associada amb el moviment
desordenat de les particules, procés microscopic que permet visualitzar I'origen de I'increment
d’entropia en aquest procés dissipatiu irreversible.

En ser I'entropia funcid d’estat, en els dos processos descrits, el quasi-estatic i I'expansio
irreversible contra pressid exterior constant, el sistema va del mateix punt inicial al mateix punt
final, per tant la variacié d’entropia del sistema és la mateixa. Perd no la dels voltants. Per ser
també l'energia interna funcié d’estat, podem calcular I'excés de calor enviat als voltants,
igualant-lo al treball dissipatiu i, en ser el procés isoterm, I'excés de creixement d’entropia dels
voltants (que és I'increment d’entropia de I'univers) mitjangant AS = Wg/T.

Veiem doncs que el treball dissipatiu és un treball relacionat amb la viscositat. En dltim extrem,
és conseqliéncia del fregament. Bé siga fregament interior del gas (viscositat propiament dita),
bé siga el fregament del pisté amb el cilindre, bé siga el fregament del pas d’electrons en una
resisténcia eléctrica, etc. Per tant, quan escrivim el primer principi, AU = Q — W, el treball pot
contenir dues contribucions: el treball mecanic d’Ww =P dV i el treball dissipatiu d’'Wq.
Aleshores, la formulacié del primer principi, quan afirma que el treball adiabatic és funcié
d’estat, AU=— Wagiabat, S’€ntén que el treball adiabatic inclou (o pot incloure) treball dissipatiu.

10 callen, Termodinamica, AC. Madrid. 1981 p. 67.
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Imaginem un altre procés en que un mol de gas ideal va des de (P1, V1, T1) fins (P2, V2, T2) on P,
coincideix amb la pressiod exterior. El treball mecanic contra aquest pressio exterior sera:

P,
Wi =B, (V, V) =R (T, =22,
1

Per ser un gas ideal I'energia interna és Unicament funcidé de la temperatura, U(T), i per tant
podem escriure: AU = ¢, (T, — T;). Aleshores,

P.
Q=AU+W =c,(T, —T1)+R<T2 —P—2T1)+Wd
1
Que amb la relacié de Mayer, ¢, — ¢, = R, ho transformem en:

P.
Q=cy(T, —Ty) +R(1 —p—Z)T1 + W,
1
Fixem-nos que independentment que el procés siga reversible o no (els punts inicial i final
sempre son d’equilibri), si la pressid inicial i la final son igual a la pressid exterior, P1= P2= Pext,
aleshores,
Q=cp(T, —=Ty) + Wy

Si no hi ha treball dissipatiu tenim:'* Q = cp(T, —Ty) =Qp = AH, . Es a dir, és en abséncia de
treball dissipatiu en el sistema, quan el calor a pressid constant és una funcié d’estat. Per
exemple, en una reaccié quimica a pressié atmosferica constant, el calor @, és precisament
I'entalpia de reaccié AHg.

Exercicis resolts

Exercici 1: Tenim dos focus de calor F1 a la temperatura T1 i F2 a la temperatura Ta. Calculeu (a) el treball
maxim que se pot extraure si F1 proporciona un calor Qu. (b) El minim calor Q2 que necessariament ha de
cedir-se a F2. (c) Part de I'energia Q1 que proporciona F1 no se converteix en treball (treball perdut) perqueé
se cedeix el calor Qz a F», fent créixer I'entropia AS;; de 'univers . Calculeu ASy; en cas que se realitze un
treball maxim o un treball minim (zero).

(a) El treball maxim el realitza una maquina reversible. Considerem que la maquina fa el cicle de Carnot
(dos isotermes on se bescanvia calor i dos adiabatiques).
T,

El rendiment de gualsevol maquina reversible entre dos focus és:n =1 — pd
1

w T, . T,
Aleshores, —22% = 1 — 2 per tant, Wy = Q1 (1 — 2).
Q1 Ty Ty

(b) La maquina reversible fa el treball maxim perqué cedeix el calor minim al focus fred, i.e., Wyqr = Q1 —

T T,
Qzmin = Q1 (1 — T_j) Aleshores, Q3 yin = 01 T_j

. i 1 T; .
(c1) ASys; = O en un cicle; ASpppys = — 2+ 22Min — & L Lo T2 g, AS, = 0, com ha de succeir
Ty T, T, T T,

en tot procés reversible. Cal dir que hi ha pero un treball perdut perqué no tot el calor Q, s’ha
convertit en treball: Wye,gur = Q1 — Wigax = Qomin = @1 ;_i
1

(c2) Si W = 0 tot el calor Q se transfereixa F2: ASg; = —ﬁ; ASp, = ﬁ; ASy = Qq (l - —) > 0.
Ty T, T, Tp

1 AH=AU+A (PV) =AU+Pext AV=AU+Wn=AU+W = Qp.
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Exercici 2:

focus T Wanat -
Q focus Feu Us d’aquest muntatge per mostrar que el treball

fred extraible des d’un focus de calor és menor quan més

Q Q (T1>To=To) petita és la seua temperatura.
To 1= 1a2=1o

1 Q Q2
focus Ta
WmaxZ

El treball maxim de la maquina que treballa entre (T} i Tp) és: Wyqx1 =1 Q = ( - ?) Q
1

El treball maxim de la maquina que treballa entre (T, i Tg) és: Wyqx2 =1 Q = ( - ?) Q
2

En altre paraules, hi ha una degradacié de I'’energia per passar a estar a menor energia, és a dir, se perd capacitat
de fer treball.

En efecte, passar el calor Q des de T; a T, suposa una perdua de capacitat de fer treball (i un creixement
d’entropia de 'univers):

. W W :Q(ﬂ_ﬂ): (g—g>:TAS
degradada Max,1 Max,2 T, T, 0 T, T 0=y
o . =(1=-2Yo=(1=-"2)¢p =
Si T, = Ty, aleshores el focus 2 ja no pot fer cap treball (Wyqr2 = (1-77)Q = )@ =0
o 0

Exercici 3:

La grafica mostra dos superficies adiabatiques, un
estat inicial A i dos estats finals B i B’. Per tant, podem
transitar A --> B de manera reversible. En la grafica hi
ha pintat procés irreversible amb una linia
discontinua (volent fer émfasi que no podem pintar
en el diagrama p-V processos que no sén reversibles,
i.e., aquells en que tots els estats intermedis son
estats d’equilibri). Pregunta: hi haura algun procés
adiabatic tal que partint del punt A arribe a I'estat B
de manera irreversible?

El procés termodinamic sempre el definim entre dos estats d’equilibri. Per tant, A, B i B’ sén estats d’equilibri que puc
pintar en el diagrama p-V. En el dibuix I’adiabatica a que fa cap el procés irreversible esta pintada de manera que té
major entropia que la de partida i aquesta és la contestacié a la pregunta. En general, en un procés irreversible la
a'Q;
T
isoentropica, és a dir que tots els seus punts tenen la mateixa entropia. Per tant, si hi ha un procés irreversible

adiabatic, el punt inicial i final no poden estar en la mateixa superficie adiabatica.

variacié d’entropia és: dS > . En particular, si d’'Q; = 0, aleshores, dS > 0. Pero una superficie adiabatica és

Exercici 4:

TI Fent Us de I'esquema de I'esquerra, demostreu que el

Q] i T Q; rendiment d’una maquina irreversible ciclica que

w . treballa entre dos focus de calor és menor que el

i d’una reversible. A I'esquema la maquina frigorifica

Q2 l Q'7 reversible f és una maquina térmica on se recorre el
- 7, cicle en sentit contrari.

Si fem abstraccié del conjunt de dues maquines que a tots els efectes no és més que un intermediari que torna al
punt inicial i per tant no canvia en efectuar un cicle, hi ha un focus a T1 que bescanvia una calor Q';, — Q; amb el focus
a T, < T1 que bescanvia una calor Q, — Q’Z. Com Ty > T, I'inic procés espontani (i.e. irreversible) que pot haver és el
pas de calor del focus calent al fred, per tant cal que Q; > Q', . Si convertim la maquina frigorifica en termica aquesta

. . w wo_w
té un rendiment n,, = o mentre que ; = o < o = Per tantn, > n;.
1 1 1
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Apeéndix 2: Processos reversibles de gasos ideals

En qualsevol procés reversible d’'un gas ideal, atés que I'energia interna sol depen de la temperatura,
U(T), tenim simultaniament: dU = nc,dT idU = d'Q — PdV = TdS — PdV. Per tant,

dT P dT R S T, v,
S =nc,—+= dV—nc,,—+n dV - S, —S; =Lne’?2 ™1 =nc, In—+nR Ln—,
T T T, v

on hem considerat constant la capacitat calorifica c,,. Eliminant logaritmes en I'equacié anterior:
TLCp

o=@ =GR @ 06
n) W 6w W T\Ww W) o

on hem fet s de I'equacié del gas ideal i de la relaci6 de Mayer ¢, — ¢, = R. Amb la definicié de coeficient

ney ney ney

. e C .. . s
adiabaticy = C—", reescrivim I'equacio:
4

S2=51 S2-51 P2 V2 Y > >
e nty —=e Gy _(_) N |P2V2 e 52/Cv = P1V1 e S1/Cv
P\

Si el procés reversible és politropic (és a dir un procés en que la capacitat calorifica és constant), aleshores,
d'Q =ncdT = TdS. Per tant:

ds dT dT
T =0

PP N dv
R o (o T
n T % €=

T = (CP_CV)7

Dividint per (¢ — c,) els dos membres, considerant totes les capacitats calorifiques constants, definint

(p)
-0’

(Cp—cv)

T, Vo\ (c=c) v, 1onp Tz P. 2 Vz Vo n n
et ) ) - -
A\ "\v) Trn TRy \y) TR _ThA

Com ¢ = 0, aleshores també np = 0. Per tant, 0 < np < oo,

I'index de politropia np = , i integrant tenim:

N . . . n-
Des de la definicié d’'np i fent Us de la relacié de Mayer podem expressar ¢ en termes de c,: ¢ = —yc,,.

Aleshores tenim:

np =0 C=Yyc, =¢p PVo=ct>P=ct isobar
np=1 =00 PV =ct isoterm
np =y c=0 PVY =ct adiabatic
PV™ =ct -
np = C=c pimpy = o¢' P75 isocor
PV =ct' -V =ct

Des de I'equacié general, P,V,) e=52/Cv = P, Y e=51/%, sj C és constant, i.e, AS=S,—S; = CLn;—Z,
1

C i -y . Tz np=y | PaVp P v\t
tenim: P, = P! e/ = Py oT s = piypYennt Ty = pyypYene s v = pyypY ()
1YVl
Amb les identitats (1 — ﬂ) = y—_l, vy — oP- y) p— tenim:

np—1 np—1 np—1

y-1 y-1 y-1 y-1

np np
np—1 np—1 np-1 np—1 np np
P2 VZ Pl Vl PZVZ — P1V1

En resum, equacié general per a processos reversibles de gas ideal PVYe~5/% = ct. Casos particulars:
politropic: PV™ = ct. Adiabatic (np = y): PVY = ct.Isoterm (np = 1): PV = ct.
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