El col-lectiu canonic.

En aquest curs hem tractat fins ara amb sistemes ’energia dels quals es pot escriure com suma de les energies
de les seues individualitats: E = ), ¢;. L’exemple paradigmatic és el gas ideal. A I'hora d’abordar el seu estudi
estadistic hem considerat aquest sistema aillat de la resta de I'univers, amb una energia F i un nombre de particules
N perfectament definides.

Cal precisar pero que, quan hem tractat aquests sistemes ideals, 1'estadistica no s’ha fet sobre un sistema de N
particules, siné sobre un conjunt d’V sistemes d’una particula: en el gas ideal cada particula ocupa tot el volum com
si estigués sola. Un gas ideal amb N particules confinades en un volum V pot ser contemplat com NV sistemes d’una
particula que ocupa I'’esmentat volum V', on cada sistema monoparticula esta dotat, pero, del mecanisme de la col-lisié
amb una altra particula que li permet canviar el seu estat quantic (la seua complexié). L’estadistica és realitza sobre
el col-lectiu de totes les complexions o estats quantics accessibles d’aquesta particula (col-lectiu microcanonic).

Quan tractem amb sistemes en els que la seua energia no es pot expressar com suma de les energies de les seues
individualitats, com ara el gas amb interaccions (gas real) on £ = >, h; + Ei>j gi,j, no podem separar el sistema
com suma d’individualitats independents i en conseqiiencia no podem fer ts del col-lectiu microcanonic. Per a aquests
sistemes, 'individualitat és el propi sistema macroscopic i 'estadistica s’haura de fer sobre un col-lectiu de sistemes
macroscopics. Amb perfecta analogia amb el que hem fet per al microcanonic, considerarem ara un supersistema,
aillat de la resta de 1'univers, format per N sistemes macroscopics idéntics. Aquesta col-lectivitat tindra una energia
total £ perfectament definida.

En lloc de fer 'estadistica sobre les complexions o estats quatics moleculars, ara ho farem sobre complexions o
estats dels sistemes macroscopics. L’estat d’un sistema macroscopic ve determinat per les seues coordenades termod-
inAmiques. En el cas d’un sistema simple podem triar e.g. (T, V). De la mateixa manera que passa amb les molecules,
hi pot haver degeneracid, és a dir, poden haver estats macroscopics diferents (71, V1) i (Te, V2) amb la mateixa energia.
El fet d’haver transformacions amb variacié zero de I'energia interna, AU = 0, n’és la prova. En el cas d’un gas ideal,
Pestat (T, V') té la mateixa energia que 'estat amb coordenades (T, V') per a qualsevol volum V’. Ara be, no sabrem,
en general, determinar la degeneracié de sistemes macroscopics, per la qual cosa calcularem la poblacié més probable
d’estats macroscopics i no de nivells d’energia macroscopics.

El nostre sistema, estd format doncs per un conjunt d’V sistemes mocroscopics idéntics amb una energia global £
i un mecanisme d’intercanvi d’energia (el contacte térmic). El nombre de particules N, el volum V' i la temperatura
T (perd no l'energia interna U) de cada sistema sén fixes.

Com el sistemes macroscopics sén discernibles, aleshores, si hi ha N sistemes hi haurd Q = N'! complexions. Ara
be, si hi ha N; sistemes amb les mateixes coordenades termodinamiques, V;! permutacions seran inobservables, amb
la qual cosa escrivim:
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Q=N H Vi (1)
Calculem el maxim de In 2 sotmes a les restriccions A i € constants. Construim la funcié:
o=Q-ad N;=N)=B0O_NE; - &) (2)
Derivant obtenim:
N; = e % PEi, (3)
Si ara sumem obtenim:
N=e* Z e PEi =7z, (4)
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on Z és la funcié de particié canonica la qual suma sobre estats macroscopic amb energia F;:
Z=> PP (6)
i

Podriem ara calcular 8. Per simplicitat assumirem que aquest parametre, lligat a l'intercanvi termic, haura de ser
el mateix que el que haviem derivat per a la mateixa lligadura en la teoria cinetica de gasos i també en el col-lectiu
microcanonic, 8 = 1/kT. Comprovarem que aquesta hipotesis és correcta en aplicar el formalisme canonic a sistemes
ideals.

L’energia total £ és suma de les energies F;(T, V') dels sistemes macroscopics:

£ = ZNiEi - %/ZE e~ Bi/kT _ \fET?2 (6(191;2) . (7)
i i Vv

Definim U = % Aleshores:

olnZ
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U=kT ( — )V. (8)

Calculem Z d’un gas ideal integrat per dues molecules: Z = )", e~ E/KT - Com E; = €; + € concloem que
Z=3%, e~ei/kT S emer/kT = f2 on f és la funcié de particié molecular. Ara bé, com les molécules sén indistingibles,
lestat quantic ¥;; és el mateix que ¥;;. Acgo vol dir que hem sumat de més quan hem calculat Z. En realitat cal
dividir per dos, de manera que Z = f2/2. Si el gas ideal conté N molecules, el mateix raonament ens porta a que

_
Z= N 9)
Si combinem les equacions (8) i (9), tenim que
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que és allo que haviem trobat fent s del col-lectiu microcanodnic i confirma que la conjectura 5 = 1/kT que haviem
fet és correcta.

Calculem ara I’entropia. Fem la conjectura S = kIn 2. L’entropia d’un sistema individual serda S = S/N. Amb el
concurs de les equacions (1), (3) i (5) obtenim:

1 N &
S=kln (N!HZW) =kNInN — kN — kZN <lnz ,BEl) +kZNZv = kNI Z + (11)
Aleshores,
S U

Per al cas d’un gas ideal, on es compleix I'equacié (9), trobem, per substituci6 de (9) en (12), que S = NklIn % + %
Resultat que ja haviem trobat fent s del col-lectiu microcanonic i que confirma que la conjectura S = k1n 2 és també
correcta.

Ara ja podem procedir a calcular la resta de variables i funcions termodinamiques en termes de la funcié de particié
canonica de manera absolutament similar a com vam derivar les seues respectives expressions en termes de la funcié
de particié molecular. Considerem a manera d’exemple la funcié de Helmholtz F' = U — T'S. A partir de (12), tenim
que F=U—-kT'InZ —-U, i.e.,

F=—-kTlhZ (13)



Podem finalment calcular la pressié partir de la seua definicié en termes de la funcié de Helmholtz, P = — (%)T, i

Pequacié (13): 5
InZ
P=kT . 14
(%), .

Tot seguit abordarem el calcul de Z en lespai de fases classic (mai tindrem a ’abast les energies quantiques de
sistemes de moltes particules interactuants) i com una aplicacié obtindrem I'equacié del gas real. Comencem calculant

Z del gas ideal fent s de 'espai de fases. En aquest cas tenim que F = BN b , aleshores
1 2m
1
Z = hgiN/.../efp%/kaT...eipgN/kapol...dpgN/.../dql...quN (15)
N
1 2emkT \*/?
= (2rmk D)2V = [( . > v (16)
= (17)

Si comparem aquest resulta amb 1’equaci6 (9), constatem que ens havem deixat per incorporar la indiscernibilitat (via
N!). La férmula correcta per al calcul de Z en 'espai de fases és doncs:

1 1 —p? m —p2 m
Z:ﬁﬁ/m/e Pi/2mET o =Pan [2mRT gy dps ndgy - - dgs (18)
Calculem Z en el cas d'un sistema real on E = 3oV fi +Wi(q, -+, q3n):
1 1 ) .
Z = ﬁﬁ/.../e—ﬁ/%nkf..e—p§N/2ka dp1---dpgN/-n/e_w(‘“"“"JSN)/kT dgy -+ - dgsn (19)
(2rmkT)3N/2 I
El resultat de la integral I depén de quina siga l'expressié de W(qi, --,qsn). Una alternativa al seu calcul

és considerar la férmula del valor mitja: fab f(z)dz = (b —a)f. El problema és que no coneixem W/kT a cada
temperatura, perd podem escriure:

I = / . -/efW(ql""’%N)/kT dgy---dgsn = efW/kT(V - Veff)Na (20)

on hem restat V.rs al volum total V' en considerar el volum finit de les molecules, dins del qual no hi poden haver
altres molecules. Aquest volum sera proporcional al nombre de molécules Very = bIN, on b representa el "volum” d’una
molecula. Amb aco,

N -

I=(1—b=)Ne Wk yN (21)
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Si tenim en compte que b és molt petit podem aproximar (1 — b%)N ~1-— bN72 (és a dir, considerar tan sol els dos
primers termes del desenvolupament de la poténcia). Amb aquestes aproximacions Z queda en la forma:

N

Z= % [(W)B/Z e~ W/KT YN (1 - b];Q) , (22)
A
i el seu logaritme natural:
an:hl.A—f—Nan-i-ln(l—b]‘V;). (23)

Si tenim en comte que In(1 — z) = —z per a valors petits de la variable x, podem escriure

NZ



Podem calcular la pressié d’un gas real a partir de les equacions (14) i (24):

dlnZ N N?
P=kT =kT— + kT b— 2
< oV )T 1% + V2 (25)
Aleshores,
N? N

Si particularitzem per a un mol de gas, N = N4, V = v, obtenim la coneguda férmula del virial fins a primer
ordre:

Pv=RT (1 + f) : (27)

on B=bNg4.



