‘QF3: Termodinamica Estadistica 11

1 Relacié entre § i la temperatura absoluta. Interpretacié del treball.
Foérmula de ’entropia

La forma de transferir energia a un sistema pot ser en forma de treball, cosa que suposa la variacié de parametres
externs del sistema, i de calor, on aquest parametres romanen constants. Per a tenir una visié microscopica del pro-
cessos d’intercanvi d’energia, considerem un conjunt de particules confinades en una caixa 1D. Les energies d’aquestes
particules estan quantificades i depenen del volum (de la longitud en una caixa 1D). Si variem el volum mantenint la
poblacié dels diferents nivells ¢;(L) canviem l'energia perqué canviem lenergia dels nivells:

dE =" nide; 1

Si fixem el volum (L en el cas 1D) perd permetem que un mecanisme d’interaccié amb la radiacié, pot haver-hi
transicions entre estats quantics i, per tant, intercanvi d’energia, sense que canvien les energies dels nivells quantics
(i per tant, els parametre extern del sistema). A aquesta forma d’intercanvi d’energia és alldo que la termodinamica
macroscopica anomena calor:

dE = Z i dn; 2

Si el sistema esta adiabaticament aillat no pot haver emissié absorcions de fotons. Fixem-nos que tenim sensacié de
calor quan ens apleguen fotons de freqiiencia en el rang del IR. Altres freqiiencies, com ara les microones o la radiacié
visible, també sén perd una font de calor, en el sentit que permeten transicions entre estats estacionaris. Aleshores, si
el sistema esta adiabaticament aillat, I'inica forma de transmetre energia (treball termodinamic) implica la variacié
del parametre extern, i per tant de l'energia dels estats estacionaris sense variar les poblacions. Identifiquem doncs el
primer principi de la termodinamica, dU = d'Q — d'W, amb la variacié d’energia dE = Y, n;de; + Y, €; dn;, i per
tant,

dQ =Y eidn AW == nide (3)
i i
Cercarem ara la interpretacié microscopica de Ientropia. Recordem l'expressié del nombre de complexions d’una
distribuci6:
ng

Q:H% @

Escrivim el seu logaritme i especifiquem el cas de la distribucié més probable

i

InQy = Z(ni Ing; —niln(gie e #) +n;) = aZm + 52”;‘&‘ + Zm =aN+pBE+ N (5)
i i i

Si recordem que e~ = f/N trobem que InQp = Nlnf — NInN + 3E + N.

Considerem ara un canvi energetic infinitessimal. La temperatura i energies finals i, per tant, la 8 i la funcié de particié
f hauran canviat fins uns valors 81 f’, de manera que per U'estat final podem escriure InQf = NIn f'—NIn N+p'E'+ N
i per a la variacié

dInQy=InQ) —InQy = Ndln f + BdE + EdS (6)
La funcié de particié és funcié de 3 i les energies €;, per tant, ho és de la temperatura empirica 3 i del volum. Escrivim
doncs
dln f

op

Oln f
oV

Ndlnf=N( JvdB+ N ( )p dV (1)

El primer terme: N (aé‘/;f)v = %(%J;)V =e @Y gie P (—e) = -, nei=—-F

El segon: N (535 = J(§h)s = e T, gie P (—B%2) = =B Y, ni%e
que substituit en 'expressi6 de d1ln )y déna lloc a:
dlnQy=—-EdB+ BdW + BdE+ EdB=3dQ=8TdS (8)

Com d1n €y és una diferencial exacta, cal que també 371 dS ho siga. Vol dir que cal que hi hagi una funcié ¢(S), de
manera que d¢ = BT dS, cosa que implica que el producte 8T ha de ser una funcié de S.

Considerem ara un sistema compost: AB = A + B. Tenim que mentre Qa5 = Q4 - Qp resulta que Sap = Sa + Sp.
Amb la qual cosa ¢(Sa + Sg) = #(Sa) + ¢(Sg). Per tant ¢(S) ha de ser una funcié lineal de l'entropia:

P¢(S)=InQy=aS+0b — S=klnQy+c 9)

on definim k = 1/a i ¢ = —b/a. Si tenim en compte que el tercer principi de la termodinamica macroscopica afirma
que l'entropia d'un cristall a T = 0K (on el nombre de complexions és la unitat) val zero, podem finalment concloure
que S = kInQy. Isirecordem que el nostre tractament identifica valors totals i valors més probables Qg &~ Q , trobem
una justificaci6 intuitiva al postulat de Boltzman:

S=klnQ (10)
Finalment, des de les expressions dInQy = 8T dS i S = kInQp inferim que k = %T és a dir, § = ﬁ A la constant
k Panomenarem constant de Boltzman. :
2 Magnituds termodinamiques en termes de la funcié de particié
o A partir de la identificacié entre energia interna i suma d’energia de particules constituents: U = > n;e;, la

férmula de n; per a la distribucié més probable, n; = % gie~% ila de la funcié de partici6 (i les seues derivades)
trobem que:

U=NkT? (O;I;f)v (1
o A partirde S =kInQ, Q =[], (g;),L ila férmula de n; per a la distribucié més probable n; = % gie~ 7% trobem
que:
S:kN1n<%>+% (12)
e A partir de = U — T'S trobem:
F=—-kTNIn (%) (13)

A partir de la definicié6 de potencial quimic en termes de la funcié F, p = (%)TV, tenint en compte que

N =nNy4 (Ny és el ntimero d’Avogadre i n el nombre de mols) i que e® = f/N trobem que:

pu=—-kTNy« (14)

De la relacié entre la funcié de Gibbs i el potencial quimic, G = n u, la relacié entre G i F, G = F + PV i la llei
de gasos ideals, trobeu que

R

= (15)

Trobem que P = NkT <6<?ll\l/f)T




3 Calcul quantic de la funcié de particié

Cap. 415 de B.J. McClelland Statistical Thermodinamics
Cap. 20 de P. W. Atkins.

Exercicis:

—

. Calculeu la funcié de particié traslacional. Sol: f; = # (2memkT)3?V
2. Calculeu la funcié de particié vibracional d’una molécula poliatomica. Sol: fi° =], féi)
3. Calculeu la funcié de particié rotacional d’una molecula diatomica heteronuclear. Sol: f, = 8";#4

. RS . N . N . . 2
4. La funcié de partici6 rotacional d’una molecula diatomica homonuclear és f, = is"h#, o=2.

_ (8«2/@)3/2 (rABC)'/?
=T -

&)

. La funcié de particié rotacional d’'una molecula poliatdmica és f,.

6. La funcié de particié nuclear i electronica, tenint en compte que el primer nivell d’energia excitat en cada cas
és molt més energetic que l'energia del nivel fonamental, és simplement la degeneracié dels estats fonamentals
electronic o nuclear.

4 Equilibri quimic: llei d’accié de masses
Per a detalls Cap 7 del Statistical Mechanics de Norman Davidson i Cap. 9 de McClelland.
La idea és simple, la termodinamica ens diu que:
AG’ = -RTIn K, (16)

Perd AG® =37, v, on v; sén els coeficients estequimetrics de la reaccid.
Per un altra banda hem vist que g = —RTa, on e* = f/N, amb f = fo- f = f-e~=/*T_ Aleshores,

H(%)u ‘e,Agﬂ/kT} an

AG=-RT> In K%) e’”‘g?/kT] = —RTh

Des de les equacions 16 i 17 concloem que

5=]] (%) AT (18)

. . . P L. L. -ans 27rmkT)%/?V.
Hem vist en la seccié anterior que tinicament la funcié de particié de translacié depen del volum, ftrams = %

En la férmula 18 cada funcié de particié total del component ¢ esta dividida pel nombre N; de particules. Si en les
funcions de particié translacionals introduim volumen molars, és a dir, escrivim funcions de particié translacional
molars, aleshores, per tots els components i, N; és el nombre d’avogadre N4 i 'equacié anterior queda.

K, = Hfzw . N;A., N L (19)
Recordem que p és el potencial quimic a pressié ZP() (= 1at) i temperatura T, i per tant que la constant d’equilibri
K, = [[@/Poy =TI N0 <%)A” = NaA IV = N2y (20)
i i i
Escrivim doncs que
Ky = Hffw . e—AE”/kT (21>
f

5 Cineética molecular: Teoria de 1’estat de transicio

Cap. 12 de McClelland

De manera molt simple, considerem la reaccié A + B = X* — P en la que postulem la preséncia d'un equilibri entre
reactius i complex activat, regida per la constant d’equilibri

(X%
K= (22)
(A][B]
on K = Ky - V. Podem escriure aquesta constant en termes de les funcions de particio,
1
f e—EQ/kT (23>

K= fafe

on hem inclos funcions de particié traslacionals per unitat de volum (ft = h% (2rmkT)3/?) en lloc de funcions de

partici6 traslacional completes.

Podem ara imaginar el procés de trencadura d’un enllag com una vibracié tan laxa que ha de transcorrer un temps
quasi infinit per a que l'oscil-lacié recupere el punt de partida. En altres paraules una vibracié de freqiiencia molt
petita w & 0. La funcié de particié vibracional lligada a aquest mode normal lax sera:

1 1 kT

= lim = ~— 24

I w01 —e hw/FT g (1 —fe ) hw (24)

Podem, doncs, factoritzar la funcié de particié del complex excitat, ff, com el producte d’aquesta funcié de particié

del mode lax multiplicada per totes les demés funcions de particié del complex, que englobem sota el simbol fy, de
manera que:

kT
P 2 2
=007 (25)
Per substitucié en la constant d’equilibri trobem que:
KT fy  _ kT fy gk )
X¥) = [4][B]— e /R = W[XH] = T e~ B0 /R 4| B 26
%] = (4Bl 7 ] = e BT B (26)

Si tenim present que w representa el nombre de vibracions del complex activat per unitat de temps, w[X j] és el nombre
de vibracions del complex activat per unitat de temps i unitat de volum, és a dir la concentracié de productes que
apareixen en la unitat de temps, o, amb altres paraules, la velocitat de reaccié. Per tant, la constant de velocitat
resulta,
ii= QLS*EUMT — ki]d (27)
h fafs n

On K* és una constant d’equilibri en la que s’exclou la vibracié laxa del complex activat.

6 Comentaris sobre Bibliografia

Un bon resum de la part de Termodinamica Estadistica que estudiem durant aquest curs el podem trobar en el "Physical
Chemistry” de P. W. Atkins. En particular, els capitols 19 (Statistical Termodinamics: the concepts), 20 (Statistical
Termodinamics: the machinery) i part del capitol 28 (Molecular rections dinamics) de la cuarta edicié o capitols
equivalents en succsives edicions. Més extens perd molt didactic el llibre Statical Termodinamics de McClelland.




Problemes.

. Demostreu que 'entalpia y la funcié de Gibbs d’un sistema de N particules distingibles i independents venen

donades per oln f Oln f
n n
H=NeT[(520) + (50),]

OlnT OlnV
G =-xtfins (557,

on f és la funcié de particié molecular.

. L’energia cineética traslacional d’'una molecula confinada en una caixa rectangular és funcié de tres nimeros
quantics p, ¢ i s. Els valors permesos de ’energia venen donats per I’expressié

B2 p? @2 s
qu5_8~7r1,(a7+b7+(:7) ™

on h és la constant de Planck i m la massa de la molecula. Atés que cada conjunt (p,g,s) esta associat a un estat
quantic traslacional concret, la funcié de particié pot obtenir-se sumant e~re=/k7 sobre tots els possibles valors
p, ¢ i s. Demostreu que I'esmentada funcié de particié ve donada per I'expressié

1
firans = E(Q‘frka)?’/ZV ®)

onV =a-b-césel volum de la caixa.

3. a) A partir de I'expressi6 anterior (8), demostreu que

1
firans = W

(2r MRT)*/*V 9)
on M és la massa molar.
b) Per al cas d’un mol de gas ideal a la pressié d’una atmosfera, demostreu que:

0
Jirans _ o gossonritTs (10)
Ny

on f9 ... fa referéncia a 1 atmosfera.

c) Calculeu f’j(;‘/\” per al “9Ar a 400K.

. (a) Demostreu mitjangant un raonament termoestadistic que I'energia interna d’un gas monoatdmic ideal sols
és funcié de la temperatura. Quina funcié és? (b) Demostreu mitjancant un raonament termoestadistic que per
aquest cas també és cert que dS = cvd% + Rdvv. Nota: recordeu que ¢, = (%)V.

. Demostreu que la contribucié del moviment de traslacié a l'energia interna molar d’un gas de molecules no
interaccionants és Ey.qs = %RT i que la contribucié a la C, molar és %R.

. Calculeu el valor del multiplicador o de Lagrange en la llei de distribucié de Maxwell-Boltzmann sabent que per
al sistema format per 100 particules d’un gas ideal el potencial de Helmholtz val F' = —10** kT.

. El nivell energdtic més baix del Oy (3%2(7)) és triplement degenerat. El segiient ('A) és doblement degenerat i
la seua energia es troba 1.55 - 10712 J per dalt de I'anterior. Calculeu el percentatge de contribucié a la funcié
de particié electronica del nivell A a una temperatura a) 1000 K, b) 3000 K.

. Els nivells electronics dels atoms lliures es troben freqiientment degenerats. El valor de la degeneracié g.;, depén
del nombre d’electrons desaparellats. En Paproximacié Russell-Saunders, la degeneracié d'un nivell electronic és
2J+41, on J és el nimero quantic de moment angular total. Considerant les segiients dades per al Si(g) a 5000K

10.

Nivell 5Py 3P 3R Dy 1S,
&i/kT 0.000 0.022 0.064 1812 4.43

a) Determineu els valors g, i la funcié de particié electronica per al Si(g) a 5000 K. b) Quina fraccié d’atoms
es troben al nivell Dy en la distribucié més probable a 5000 K?

. La freqgiiéncia vibracional de la molecula 3°Cly és w = 1.663- 103 s~1. Calculeu ©,,;, (temperatura caracterfstica

de la vibracié, ©,; = hw/k) per al 35Cly. Avalueu Iexponencial ecvit/KT — =vOuin/T per a valors de v 0, 1,
2, 3 amb T=300K. Feu una representacié grafica que mostre com varia el nombre de molecules en un nivell
vibracional amb v.

a) Estimeu la funcié de particié vibracional del **Cl, mitjancant la suma dels quatre primers termes calculats
en el problema anterior i compareu-lo amb el resultat donat per 'expressié

. 1
f‘uibziemb
1—e 1

b) Demostreu que si la suma es realitza fins a v=p-1 (s a dir: 0, 1, 2,...,p-1), en lloc de fer-ho fins a v=o0,
s’obté, per a la funcié de particié vibracional, I'expressio
_POuip

T

1—-e
Joib = ———a

wib

—e

c) Comproveu que f,;, es avaluada amb un error del 0.1% si es realitza la suma dels p primers sumands
(v=0,1,2,...,p-1) prenent p = 6.9@Tb .

d) Considerant la segiient taula

Mole cula  ©,;(K)  fuin (a 300K)  fuip (a 1000K)
Hy 5987 1.00 1.00252
Iy 307 1.56102 3.78287

calculeu els valors de p per a Hs i I5 a les temperatures de 300 i 1000K.




