QF3: Termodinamica Estadistica |

1: Recordatori de teoria combinatoria

1.1. El nombre t de formes de triar un objecte d’una col-lecci6 de N objectes
diferents (nombre d’individualitats) és t = N.

Imaginem una col-lecci6 d’objectes (A, B, ..., N). Podem triar qualsevol d’ells; hi ha,
per tant, N tries possibles.

1.2. El nombre t de formes de triar dos objectes d’una col-lecci6 de N objectes
diferents (nombre de parelles possibles, si considerem la parella AB diferent de la
BA) ést =N (N-1).

Imaginem una col-lecci6 d’objectes (A, B, ..., N). Podem triar el primer entre qualsevol
dels N objectes. Hi ha, per tant, N possibles tries per al primer objecte. Feta la primera
tria ens queden (N-1) objectes. Podem triar el segon entre qualsevol dels (N-1) objectes
que ens queden.

Per a cadascuna de les N tries del primer objecte hi ha, per tant, (N-1) tries del segon. El
nombre total de tries (de parelles possibles) és, llavors, t = N-(N-1).

Adonem-nos que considerem la parella AB diferent de la BA.

1.3. El nombre t de formes de triar tres objectes d’una col-leccié de N objectes
diferents (nombre de ternes ordenades possibles) és t = N (N-1)(N-2).

El nombre de possibles parelles és N(N-1). Per a cada parella podem triar el tercer
objecte que ens falta per fer la terna entre els (N-2) objectes no utilitzats, cosa que ens
doéna un total de N(N-1)(N-2) ternes.

1.4. El nombre t de formes de triar N; objectes d’una col-lecci6 de N objectes
diferents (nombre de grups ordenats de N; elements) és t = N (N-1)(N-2)... (N-N;+1).

Per induccié dels anteriors.

1.5. El nombre t de formes de triar N objectes d’una col-leccié de N objectes
diferents (permutacions de N elements) és t = N!

Per induccid dels anteriors:

Hi ha N maneres de triar el ler objecte. Per cadascuna,

Hi ha (N-1) maneres de triar el 2n objecte. Per cadascuna,

Hi ha (N-2) maneres de triar el 3r objecte. Per cadascuna,

Hi ha (N-3) maneres de triar el 4rt objecte. Per cadascuna,

Hi ha (N-N;) maneres de triar el (N;j+1)-ésim objecte. Per cadascuna,
Hi ha (N-(N-1) = 1 manera de triar el N-ésim objecte.

En total: t = N (N-1) - (N-2) -...-3:2:1= N!

2.1. El nombre t de parelles d’objectes que podem formar a partir d’una col-leccié
de N objectes diferents (nombre de parelles possibles sense considerar I’ordenacié

N
d’aquestes, és a dir, si considerem que AB és igual que BA) és ¢ = [ 5 ]

El nombre de parelles XY ordenades és N-(N-1). Si ara considerem que XY és igual que
YX, la meitat de parelles son iguals a I’altra meitat (I’ocurréncia de parelles XX no és
possible, ates que els N elements d’on triem les parelles son diferents), aleshores:
_N(N-1) A _[NJ
T2 Taw-2r \2f

Adonem-nos que podem reinterpretar la formacié de parelles si considerem que
disposem els objectes en una caixa doble:

t

AB|ICDEFGHIJKLMN

A la primera caixa del dibuix anterior tenim la parella AB. Per tenir una altra parella a la
primera caixa hem de fer una permutacid. Perd no totes les permutacions son efectives,
aixi una permutaci6 que no intercanvia elements de la primera i la segon caixa ens deixa
la mateixa parella en la primera caixa.

Anomenem t al nombre de permutacions efectives que originen parelles distintes. Per
cadascuna de les t permutacions efectives hi ha 2! permutacions a la primera caixa, i per
cadascuna d’aquestes hi ha (N-2)! a la segona que no son efectives. Aleshores, el
nombre total de permutacions (efectives i no efectives) sera t-2!-(N-2)! Com sabem que

. N! N
aquest nombre és N!, concloem que t = ——— = .
2A(N=-2)! (2

2.2. El nombre t de maneres de triar N; objectes, sense importar I’ordenacié que
. L . . . N
tenen, a partir d’una col-leccié de N objectes diferents és ¢ = (N J
i

El nombre de ternes XYZ ordenades és N-(N-1)-(N-2). Si ara considerem que hi ha 3!
ordenacions  diferents per a cada terna d’objectes, concloem que:

(o NN-)(N-2) N (N
3 AN-3)! (3]
El nombre de grups de N; objectes ordenats és N-(N-1):(N-2) ... (N-N;+1). Si ara
considerem que hi ha N;! ordenacions diferents per a cada grup d’objectes, concloem
N(N-1)..(N-N;+1) N (N
N;! NN =N N, /S

Podem, com abans, reinterpretar la formacié de grups i considerar que disposem els
objectes a una caixa doble:

que: ¢ =

ABCDEFGHIJKLMN

Anomenem t al nombre de permutacions efectives que originen grups distints a la
primera caixa. Per cadascuna de les t permutacions efectives hi ha N;! permutacions a la




primera caixa, i per cadascuna d’elles hi ha (N-N;)! a la segona que no sén efectives.
Aleshores, el nombre total de permutacions (efectives i no efectives) sera t- Ni!-(N- N;)!

1 N
Com sabem que aquest nombre és N!, concloem que ¢ = M .
N;I(N =N\,

1

3.1. El nombre t de maneres en que podem distribuir N objectes diferents entre r

caixes ordenades (distingibles), de manera que posem N; a la primera caixa, Nz a la
N!

1™
Hi ha N:(N-1)-...-(N-N;+1) maneres de triar els objectes de la primera caixa. Si una
N(N-1)..(N- Ny +1)
Ny!
(N-N)(N-N; -1)..(N-N; - N,y +1)
N,!
la segona caixa. | aixi, successivament, fins a la caixa r on sols hi ha una possibilitat:
(N-Ny =Ny == N, +D(N-Ny = Np—.=N,)..-21 _
N, !
N!
1~V

i

segona caixa, ..., Ny a la r-esima caixa és ¢ =

volta dins de la caixa I’ordre no és important, hi ha possibilitats.

Per cadascuna d’aquestes hi ha possibilitats a

En total, per tant, ¢ =

4.1. El nombre t de maneres en que podem distribuir N objectes identics
(indistingibles) entre g caixes ordenades (distingibles), sense cap altra restricci6
(g+N-=-D!

(pot haver-hi caixes buides) és: ¢ = .
(g-DINV!

XXX XX XXX

Canviar objectes de caixa equival a permutar objectes (N) i parets de separacio entre les
caixes (g-1). Imaginem una distribucié (com ara la de la figura). EI nombre de
permutacions «invisibles» associades a aquesta distribucié son (g-1)! permutacions de
parets i, per cadascuna d’elles, N! permutacions d’objectes. En total N! (g-1)!
Aleshores, el nombre total de permutacions d’objectes més parets de separacié (N+g-1)!
=t N!'(g-1)!, i aleshores, ¢ = M.
(g-DINV!

5.1. El nombre t de maneres en que podem distribuir N objectes diferents
(distingibles) entre g caixes ordenades (distingibles) és: t = g" .

El primer objecte es pot posar en cadascuna de les g caixes. Una vegada posat el primer,
per al segon tenim igualment g possibilitats d’ubicaci6 i aixi successivament, aleshores,
t=g-g-g-... (N vegades)= g".

Resum:

Cal adonar-se que tot el que s’ha desenvolupat en combinatoria deriva formalment tan
sols de dos conceptes: que el nombre de permutacions de N objectes diferents és N! i
que les maneres de triar un grup ordenat de N; elements a partir de N objectes diferents
és N :(N-1):(N-2)-....(N-N;+1). Si hi afegim la formula de Stirling, INnN'= NInN-N, a
aco, exhaurim la llicé.

Exercicis
1. Calculeu el nombre de permutacions «visibles» en (a, a, a, b, b, ¢, d, d, d, e, f, g).
Sol: t =121/(3! 2! 31)=6.652.800.

2. Calculeu el nombre de parelles ordenades distintes en (a, a, a, b, b, ¢, d, d, d, e, f, g).

Sol: Hi ha tres parelles repetides (aa, bb, dd). Sense considerar I’ordenacié dins de la
parella, hi ha 7-6/2 = 21 parelles d’objectes diferents. Aleshores, el nombre de parelles
ordenades distintes és t = 21*2+3 = 45,

3. Calculeu el nombre de ternes ordenades distintes en (a, a, a, b, b, ¢, d, d, d, e, f, g).

Sol.: Hi ha dues ternes d’un Unic element (aaa, ddd). Hi ha 7-6:5 = 210 ternes ordenades
sense cap element repetit. Sense considerar I’ordenacid, hi ha 6 ternes diferents tipus «xxy»
per cada parella xx (cadascuna dels quals genera 3 ordenacions diferents. Hi ha, per tant,
6-3 = 18 possibles). Com hi ha 3 parelles repetides en trobem 18-3 = 54.

En total t = 210+54+2 = 266.

4. Considereu un sistema format per tres molécules distingibles (a, b, c) i independents.
Cada molécula d’aquestes pot tenir energia 1, 2 o 3 ue (unitat arbitraria d’energia). Si
I’energia del sistema és 8 ue, de quantes maneres el sistema pot assolir aquesta energia?
Sol.: L’Unica manera de sumar 8 és 3+3+2. Aleshores cal que una parella de molécules
tinga 6 ue i a la molécula que queda li assignarem 2 ue. EI nombre de parelles diferents que
podem triar (fixem-nos que no importa I’ordenacio en la parella, atés que totes dues tindran
3 ue) ést=23-2/2=3, amb la qual cosa la soluci¢ al problema és 3.

b
3 _se be ac a

5 . a b c
] —

Una altra manera de resoldre-ho és fer el calcul del nombre de maneres en que podem
ordenar les molécules a les caixes 2 i 3, de manera que la caixa 2 tinga una molécula i la 3
en tinga dues, entenem que I’ordenacié dins de la caixa és irrellevant. En triar quina
molecula va a la caixa 2, hem fixat la parella que va a la caixa 3; aleshores, com hi ha tres
molécules, hi ha tres possibles eleccions per a la caixa 2.

a be




K
n n n n

5. Comproveu que . > .3 et Hhrtp = [Ze'] , on K és el nombre de sumatoris.
i=1j=1 p=1 p=l

6. Comproveu quei(fi +g;) :if,- +ig,- .

i=1 i=1 i=1

10
7. Calculeu Y 2.
i1

In[T(5)"
in Inf; '

8. Obteniu el valor numeric de

9. Substitucié de sumes per integrals: (a) demostreu que Ze""’ :%; (b) aproxima
i=0 1-e

0
. _ 1 . .. L
aquesta suma per la integral J.e *dx==; (c) En quines condicions la substitucié és
a
0

raonable?

Sol.: Si desenvolupem en série Taylor e™ =1-a+4a® —4a® +...veiem que en la mesura

que e =1-a, és a dir que la constant a siga petita, la substitucié del sumatori per la
integral esta justificada.

6. Teorema de Stirling: In N!'~ N InN -N
Una demostracié simple pot ser la segiient:

N N N
|nN!=Z|nxz Ilnxdx=x|nx—j£dx=[xlnx—x]?’ =NINN-N+1=NInN-N.
X
1 1 1

1
N+——
Es pot demostrar, de fet, que 2z N¥*2e™N < Ni< {2x NV*2 o 7 12V | cosa que

IS
vol dir que N=+2z N¥*2 ¢ 12N gmb 0<x<1. Com N és gran i x petit, podem

X
aproximar molt raonablement e 12V ~1 i calcular (el limit inferior d”)aquest logaritme:
INN'=NInN—-N +In+27zN .

Si teniu curiositat sobre com calcular N/ amb precisié podeu mirar, per exemple, G.
Arfken, Mathematical Methods for Physicist, Academic Press, Nova York, 1985, pag.
555 i segiients.

N
La versié menys exacta, INnN!'~ NInN — N, és a dir, Nlx [ﬁj , sera utilitzada al llarg
e

del curs, per haver demostrat tenir una precisié suficient per als nostres objectius.
Fixem-nos que la férmula anterior aproxima el producte de N ndmeros creixents
(1-2:3-...:N) pel producte de N nimeros ideéntics (N/e)- (N/e)- (N/e)-... (N/e).




7. Multiplicadors indeterminats de Lagrange

Imaginem una funci6 z(x,y). Trobar els minims d’aquesta funcié equival a cercar els
valors (x,y) que anul-len la seua diferencial. Des d’un punt de vista practic, tenim dues
incognites (xy) i dues equacions (z/ax), =0 i (6z/dy), =0. Val a dir que aquestes
equacions no son necessariament lineals, aleshores, poden tenir solucions multiples, i.e.
la funcié pot tenir més d’un extrem (generalment ens interessaran el minims, perd
aquest procediment sols ens assegura que tenim un extrem. El seu caracter de maxim,
minim, etc. caldra mirar-lo en les segones derivades).

i 7

MIN RESTRWGIT
0 [z

7 ]
T
X Min 7

Sovint en fisica i quimica ens interessa localitzar minims de funcions a les quals
s’afegeix una restriccio. A la figura adjunta hi podem veure un exemple: el minim de la
funcié z(x,y) sota la restriccid que (x,y) estiguen en la linia que defineix el tall del

planol 7 amb el planol OXY.

Realment aquest “minim” no és un veritable minim de la funcié z(x,y), en el sentit que
totes les derivades direccionals de z(x,y) siguen zero en aquest punt. Es el minim dins
la varietat lineal definida per la intersecci6 de la superficie z(x,y) i el planol .

La restricci6 sobre les coordenades, que d’ara endavant escriurem g(x, y) =0, no ha de

ser necessariament una recta (i aixi generar un planol ), pot ser qualsevol corba. El
problema que es planteja és, doncs, trobar I’extrem de z(x,») sobre una varietat

g(x,)=0.
Hi ha una direcci6 en la qual la diferencial és zero,
dz=(g] dx + o dy=0 (1.1)
ox ), ),
perd (dx,dy) no sén linealment independents, siné que g(x,y)=0,i.e.,
Oz[a—g] dx + % dy (1.2)
ox), ),

Si multipliquen eq. (1.2) per un parametre qualsevol (indeterminat) 4 i li sumem I’eq.
(1.1) obtenim:

o5 AL (5] AZ oo e

on, com abans, (dx,dy) son linealment dependents.
Triem A (tenim la llibertat de fer-ho, atés que A és qualsevol nombre) de manera que,

R e R
ox), ox ), ox )\ og y

Per a aquest valor concret de Ael primer sumand de I’eq. (1.3) és zero i com que
dy # 0, necessariament també s’ha de complir que:

[%j B ﬁ[‘lg}o (L5)

), \

i, incidentalment comprovem que sobre I’extrem, (gj o = Z\ (2 .
ox )\ og y o) \%).

Generalitzant, si tenim una funcié f(x,,..,xy) i una serie de restriccions g,(x,y)=0,

g,(x,¥)=0,...,g,.v(x,»)=0, els extrems condicionats son soluci6 del sistema

d’equacions:
- M
o S, 2| _o:i-12.N
Ox ) ox,
i x/ ’ xj

g (x, y) =0
g,(x,»)=0 (1.6)

gu(x,»)=0

Exemple: Considera la funcié z= x*+y?, que representa un paraboloide amb minim en el
punt x =y = 0. Considerem la restriccié definida per y = x+1 entre les seves variables.
Aleshores substituint z = x?+(x+1). Calculem el minim d’aquesta funcié z restringida
per la condicié g(x,y) =y —x—-1=0, derivant: dz=0=4x+2 > x=-12 >y = 1/2.
Podem aplegar al mateix resultat fent s del multiplicadors de Lagrange. Per aixo
definim F(x,y) = z(x,y) — k g(x.y) = x>+ y*— k (y — x — 1). Calculem les parcials i les
igualem a zero:

§:2x+k:0 ; ﬁ:2y—k:0—>x=—y.

X oy
Si considerem ara la restricci6 g(x,y) =y — x — 1 = 0 i la substituim, obtenim el mateix
resultat que abans: x =—-1/2 ;y = 1/2.




8. Calcul del nombre de complexions en I’estadistica de Maxwell-Boltzman

Donat un sistema aillat (E constant) de particules independents (és a dir, £ = ana‘]- ) és
possible trobar distintes distribucions compatibles amb una mateixa energia total. Cascuna
d’aquestes distribucions presentara un nombre, a priori diferent, de complexions
associades’. Considerem I’exemple d’un sistema de 4 molécules amb nivells d’energia
quantificats 0, o, 2w, 3w,.... i imaginem que I’energia total d’aquest sistema és £ = 2.
Podem imaginar dues distribucions compatibles amb aquesta energia:

2m

2@ .

o — ———

| P — —
D, D,
Suposem que es tracta de particules discernibles (per exemple atoms a una xarxa metalica)
i calculem en primer lloc el nombre de complexions Q; de la distribuci6 D,.

Omplime =0 Hi ha 4 particules on triar en primera instancia i, per a cadascuna
d’aquesta tria, hi ha 3 particules on triar en segona instancia. Total
tenim 4.3 = 12 possibilitats.

Cada combinaci6 ab pot generar 2! ordenacions diferents (ab, ba). Si
I’ordre no importa i anomene t al nombre total de combinacions

distintes tenim que: 75 =43.

Omplime = ® Queden 2 particules on triar en primera instancia i, per a cadascuna
d’aquesta tria, hi ha 1 particules on triar en segona instancia. Total
tenim 2.1 = 2 possibilitats.

Descomptant ara les 2! permutacions, ¢, = %

Aleshores, el nombre total de complexions, Q, =1yt,, =4321=6. Analogament les

1.

n

complexions ; de la distribuci6 Dy: Q =1 15, = 4321 = 4.

Veiem que el nombre de complexions associades a una distribucio és:

NI

I

i el nombre de complexions associades amb una energia donada Q = Q; +Q, + Q3 +....En
el nostre cas Q =6+4=10.

! S’anomena complexi6 d’un sistema macroscopic a cadascun dels estats quantics possibles (fisicament
accessibles) de I’esmentat sistema.

8.1. Considerem ara I’existéncia de nivells d’energia degenerats. Considerem que en el
nostre exemple gq =2 i g, =3. Calculem Q.

Omplime =0 Seleccionem 2 particules de 4: % Donada una selecci6 (a,b per
exemple) podem ubicar “a” en g, = 2estats, i per a cada ubicacio
d’aquesta primera particula, podem situar “b” també en gy = 2 llocs.

En total: o = 43:2%.

Omplime = ® Tenim %possibilitats em absencia de degeneraci6. Donada una
d’aquestes, la tercera particula la puc ubicar en g, =3 possibles
estats i, per cada assignacio, la quarta i darrera particula pot també
ubicar-se en g, =3 estats. En total. 7, :%-32

Aixi doncs Q, =tyt, =432L22.37 = 216
"y
1, en general, Q= N!H% Distribucié de Maxwell-Boltzman.
n;!
Analogament, 0 =422 -32,i Q=0 +Q, = 248.
10




9. Particules indiscernibles

Considerem ara que es tracta d’un gas i per lo tant, en virtut del principi de Heisemberg, les
particules siguen indiscernibles. Calculem en aquest cas €, corresponent a la distribucio
anterior D,. Si no hi ha degeneracid és immediat que Q, = 1. Considerem, com és habitual
I’existéncia de degeneracio.

En la figura representem el nivell £ = 0 que presenta doble
XX degeneracio. EI nombre de maneres de distribuir les dues
particules indiscernibles entre els dos nivells degenerats es:

1 4 =1
0= (2+ Dt =3. Engeneral ¢; = (g; +m; ~L! . Aquesta expressié la podem desenvolupar:
211! n;l(g; —!
n;, —1 n,—2
g+ ) g, 1+ =), (1+0)
/= (gi+ni_1)'---gi'(gi_l)!= ' &i l 8i l
1
nl(g; —! n;!

nl . —_ J—
:>z,.=(g") @+ e o2y g

N .
n;: i i

En el cas de gasos, g; >> n;, els paréntesis tendeixen a la unitat i, aleshores,

n; Vi
t; = % i|Q= H% Distribucié de Boltzman corregida per indiscernibilitat.
n;! oot

11

10. Estadistiques quantiques: Bose-Einstein i Fermi-Dirac

Les restriccions quantiques deriven del principi de Heisemberg (juntament amb la
indiscernibilitat) i del principi de Pauli (en general del principi de simetria/antisimetria) i,
en restringir aquests principis I’ocupacié dels estats moleculars, donen lloc noves
estadistiques anomenades quantiques.

El principi de Pauli ens permet distingir en la natura dos tipus de particules: el Bosons i el
Fermions. Els bosons son particules amb espin enter. Un exemple tipic és el foto, que té
espin unitat o alguns nuclis, com ara el d’oxigen *°O i el carboni **C que tenen espin zero,
etc. Els fermions son particules amb espin semienter, com ara I’electr6 o el proto, tots dos
amb espin 1/2. La funcié d’ona d’un sistema de bosons ha de ser simétrica respecte el
bescanvi de dos qualsevol dels bosons. La funci6 d’ona d’un sistema de fermions ha de ser
antisimetrica respecte el bescanvi de dos qualsevol dels fermions. A més a més, tan en un
cas com en un altre, dos bosons o dos fermions iguals sén indiscernibles entre si (cosa que
deriva de la impossibilitat que fixa al principi de Heisenberg de poder seguir les trajectories
de les particules en el mon microscopic).

BOSONS: Totes aquestes particules segueixen I’estadistica de Bose-Einstein. Com hem dit
els bosons estan descrits per una funcié d’ona simeétrica, cosa que no limita el nombre de
particules que poden estar en un mateix estat quantic. Les Uniques restriccions a considerar
deriven de la indiscernibilitat. Aquesta restricci6 ja ha estat considerada quan estudiavem el
cas de gasos ideals amb degeneraci6. Tenim doncs que:

4:(g,-+n,-—1)! ) Qpp =
' n;t(g; -1)! ’ o onit(g D!

FERMIONS: Totes aquestes particules segueixen I’estadistica de Fermi-Dirac. Com hem
dit els fermions estan descrits per una funci6 d’ona antisimétrica, cosa que limita el nombre
de particules que poden estar en un mateix estat quantic a una. A més a més cal considerar
restriccions que deriven de la indiscernibilitat.

Per a calcular el nombre de complexions considerem les permutacions del les caselles
buides i plenes. Les permutacions de caselles plenes entre si i de caselles buides entre si
generen la mateixa complexio.

Si el nivell “i” esta poblat amb »; particules i presenta una degeneraci6 g; > n;, aleshores
tindra (g; —n;) forats. El nombre total de permutacions és g;! Anomenem ¢; al nombre de

complexions comptables. Donada una complexié comptable podem generar-ne fins a un
nombre n;!(g; —n;)! de no comptabilitzables permutant caselles plenes (particules) entre

si, n;!, o caselles buides (forats) entre si (g; —n;)!. Aleshores, el nombre total de

it

12




permutacions g;! serad el producte de les permutacions comptables #; per les no
comptabilitzables »;!(g; —n;)!: g;!'=1t;n;1-(g; —n;)!, d’on tenim que:

gi! . g!
f=—->2r ; QFD: _—
"onl(g - m)! H”i!'(gi_ni)!

Aquestes estadistiques han de ser aplicades necessariament en el limit de “baixa
temperatura”, és a dir, alla on no el limit classic, g; >> n;, no puga ser aplicat. Hi ha pocs

casos pero son interessants:

v’ Estadistica BE: Formula de Plank del cos negre, superfluidesa de I’heli liquid.
v’ Estadistica FD: Gas electronic en metalls.

13

11. Limit classic de les Estadistiques quantiques

i
Ja hem demostrat anteriorment que en el limit classic |Q gz = Qi75 :H%
i n;:
Per a I’estadistica de FD escrivim:
o &t gi(g =g —m +D)(g; —my)!
l nt(g; —n;)! nt(g; —m;)!
1 n; =1
gi'(1—0)‘gi‘(1—f)---‘gi'(1—7_) (g,)" 1 n 1
== & g =8 11-). -2,
n;! n;! &i i

En el limit classic g; >> n;, els paréntesis tendeixen a la unitat i, aleshores,

i

Q. =0 =[]

n;!

Aixi doncs, en el limit classic? “d’altes temperatures™: FD ~ BE ~ MB®".

2 Per entendre perque, excepte a baixes temperatures, la degeneracié és molt elevada podem pensar en la
separaci6 de I’energia d’un sistema com suma de energia traslacional més energia interna. Com els estats
de translacié presenten energies petites i molt proximes entre si, fins i tot a temperatura prou baixes el

terme KT abasta un rang d’energies on hi podem trobar molts estats traslacionals.
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12. La distribucié més probable

12.1. Calcul de la distribucié6 més probable de Maxwell-Boltzman corregida per
indiscernibilitat.

Considerem un sistema macroscopic aillat. Atés que la distribucié més probable és
aquella que presenta major nombre de complexions, es tracta, doncs, de calcular el
maxim de Q, (ny,n5,...n;,...) restringit per les restriccions que imposa la condicio de

sistema aillat: que no hi ha transferéncia d’energia (angj =E) ni de matéria
(Z”i =N). Com que si una funcié presenta un maxim per a un valor determinat
(m,np,..n;,...) de les seues variables, el seu logaritme també presenta un maxim en el

mateix punt, calcularem el maxim de InQp en lloc del maxim de Q,, per motiu de
simplicitat matematica. Aplicarem el metode dels multiplicadors indeterminats de
Lagrange que vol dir fer zero les seglients derivades parcials respecte qualsevol valor

n;:

0 olnQ
5('”913*06(2”_/*N)*ﬂ(zn,-fj*E)IO TD,a,ﬁgi:o,
! J J i
ip g iplicadors indetermi (g,)"
on o i B son els multiplicadors indeterminats de Lagrange. Com Q :H —
n;!

J

(g;)"
InQ, :InH ':" = Z(”j Ing; —Inn;!) = Z(n/- Ing; —n;Inn; +n;),
J"
on la darrera igualtat deriva de I’is de I’aproximacié se Stirling. Substituint s’obté
finalment:

Exercicis
1. Comproveu que la distribucié més probable de MB coincideix amb MB®",
2. Calculeu la distribucié més probable de Fermi-Dirac.
3. Calculeu la distribucié més probable de Bose-Einstein (assumiu que (g;+n;)>>1).
Sol. (compareu els resultats):

nfo - 8 N 1 M _8i _ g e he
1 . ! 1 . 1 1 1
e’ 11 et -1 e% i

15

12.2.Valors mitjans i valors més probables

Abans hem vist com hi ha diverses distribucions compatibles amb una energia total i que
entre aquestes distribucions hi ha una que és la distribucié més probable perque presenta
més complexions que les altres. En principi, qualsevol magnitud del sistema macroscopic
hauria de calcular-se con la mitjana de les complexions de totes les distribucions (valors
mitjans). Resulta, perd, molt més senzill calcular la mitjana de les complexions de la
distribuci6 més probable (valors més probables). En sistemes macroscopics una i altra
mitjana coincideixen. En efecte, anomenem Q; al nombre total de complexions i Q, al

nombre de complexions de la distribuci6 més probable. Tenim que
Qr =Qp +Q; +Q, +... Reescrivim aquesta equacid en la forma:
_ QY
InQ; =InQ, +In(1+Q—O+Q—0+...)

Veurem tot seguit que Q;/Qq és aproximadament igual a zero, amb la qual cosa Qp
coincideix aproximadament amb Q.

Si tenim que Qg (7, 75,...), podem considerar que € (ny + Any,ny + An,...). Calculem:
oInQ 820

N2 =InQ, -InQy =AINQ, = An + 33 "0 A An

Q 1 0 0 Z( on J 1 ZZ[ anianj 1 J

i i ij

1

tenim que:

0On;0n;;

[M]:a+ﬂ€[

On;

%InQ %InQ 1

[ OJ= : é‘lj:_ié‘ij

anf n;

= In%:AanO =a) Ang+ B eihn -1 —=
i i |

-
+
Il
o
+
o
ol
N
+

An?
Y
Ql 2 n

o, ~¢

Suposem que D; difereix molt poc (menys del 0.1%) de Do. En tal cas D1 i Do s6n gaire bé
idéntiques i la mitjana sobre una distribucio és gaire bé igual que la mitjana sobre I’altra
també igual a la mitjana sobre les dues conjuntament. Suposem pel contrari que D; i Do
difereixen un 0.1%. En tal cas, en mitjana,

_10° N

np=———m=mr
2 <~ 2108

Si N és el nombre d’Avogadre (cas d’un sistema que té un mol de substancia), aleshores,
Q

Q 17y Q ~ _
Q—;—exp(f3.0110 )=0 = In(1+Q—;+Q—;+...)~In1_0

~[o, =57
La conclusié Q; = Q, no la podem derivar de que, en general, Q; /Q sia quasi zero,
perquée podriem pensar que hi ha distribucions quasi idéntiques a la més probable, de

2 2

An: An An‘

i:10‘3:>—2‘:10‘6:>—%2 i
i i

n; n
i

n
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manera que Q fos sensiblement major que Q. Donald McQuarrie argumenta al seu

M
Ilibre dient que: Q7 =>"Q;, = Qy <Qr <M Qy = InQy <INQ7 <INQy +InM ,
i

i acaba argumentant que en els col-lectius estadistics InQg >>>InM , amb la qual cosa
InQ; ~InQ. Aquesta conclusié és especialment important en relacio a la definici6

estadistica d’entropia. En el capitol segiient, on abordem el seu estudi, s’inclou un
apéndix on s’evidencia que I’error que es comet substituint Q. per Qg és menor que el
que deriva de I’Us de I’aproximacio de Stirling.
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12.3. Significat dels multiplicadors indeterminats de Lagrange

Imaginem un sistema compost de dos subsistemes 1 i 2, mecanicament aillats un de
Ialtre. Si anomenem Q; al nombre de complexions del sistema 1 i Q, al nombre de
complexions del sistema 2, el nombre de complexions del sistema compost sera
Q =0, xQ,. Les lligadures i els corresponents multiplicadors associats sn:

DINP =N, « o,
YNP =N, «a,

1) .1 2 2
SINeO + Y NP ~E
i i

Comprovem que el parametre 3 és identic en els dos subsistemes que estan en equilibri
térmic, cosa que evidencia que representa una temperatura empirica. Hom pot demostrat
que la relaci6 entre aquesta temperatura empirica i la temperatura absoluta és B=1/kT,
on k és la ct. de Bolzman (k=R/Na,on R és la constant de gasos i Na ndmero
d’Avogadre).

Si en aquest mateix sistema permetem ara el flux de materia a través de les parets, les
lligadures primera i segona passen a ser una Unica lligadura unida a un Unic

multiplicador:
@ @ _
NP +INP =N o
i j
Aleshores, o és un parametre que s’iguala en sistemes en equilibri material. Haura

d’estar relacionat amb el potencial quimic p. Hom pot demostrat que la relacié entre
aquest multiplicador i el potencial quimic és o = - W/RT.
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12.4. La funcié de Particié

Recordem la distribucié més probable de MB: . Si sumem el nombre

de particules dels diferents nivells d’energia obtenim:

2m=N=e"ge ”‘—e"-f,

on amb la lletra f representem la suma: f = Zg, “i i s’anomena funcié de particio.

Cal adonar-se que en f* fem la suma sobre tots els estats (ocupats i no ocupats!). La
funci6 de particio, atesa la seua definicio, és una funcié de la temperatura (perque
intervé el parametre B) i del volum (perqué les energies ho s6n). Es una magnitud Gtil
perqueé les diferents magnitud termodinamiques poden ser escrites en termes d’aquesta
funcid i les seves derivades. Aixi per exemple, I’energia del sistema'

cy - N _
E=) Ng =) ge'e ﬁgigi =—2. 8¢ ﬁgi“:i =T, 2. 8i€
Zi: Z,: fzi: faﬁz
LE=-N2T Cer (al”fj
op ), oT

Analogament, la capacitat calorifica,
2
CV:(aEJ _ 9 Nsz(alnfj 2NkT[alnfj vk &S Z”Zf
or), or or ), or ), oT -

13. Factoritzaci6 de la funcio de particid.

13.1. Factoritzaci6 de la funcié de particié de translaci6 i interna

Sempre que I’energiae; puga ser escrita com una suma d’energies (per exemple energia

de translacié més energia interna), la funcié de partici6 sera producte de les funcions de
partici6 corresponents a cada mode d’energia. En efecte,

estats trans int " trans trans Nt

f: Z e7 Zze B(gtrans+gtn z ﬁ
J

En general, si I’energia és suma de translacio, rotacio, vibracid, contribucio electronica i
contribucié nuclear, podem calcular per separat cadascuna de les funcions de particid i
obtenir la funci6 de particio total com el producte de les funcions de particio dels
diferents modes d’energia.

[3 int
:f;ran,v f;'nt
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13.2. Funci6 de partici6 del punto zero

Definim funci6 de partici6 del punt zero mitjancant 1’expressié f, =e P . Per tant, si
I’energia pot ser suma de translacio, rotacid, vibracid, contribucié electronica i
contribucié nuclear, també la funcié en el punt zero sera suma de les energies del punt
zero del diferents modes, e, = g5 +&!” +&) +&{“ +&7, i la funcié de particio del
punt zero quedara també factoritzada: f, = f;"" - £ - £ - £ - f".  Mentre no

s’indique un altra cosa, considerarem les funcions de particié respecte del seu nivell
bassal, es a dir:
estats . estats

-B(e;-g0) - - .
F=l et = b e = = fo ]
J
13.3. Un exemple: calcul de la funcié de particié vibracional

Les energies d’un oscil-lador harmonic, respecte del seu nivell bassal, venen
determinades per: E, — E, =nhv . A més, no hi ha degeneracio. Aleshores,

f= i(e—hv/kTy
n=1

. . 1
, tenim que f =l+x+x’+.=——_ Amla qual cosa
-x

. — T
Si anomenem x=e¢ "%

tenim la funcié de particio vibracional en la forma:
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Problemes.

. Suposeu que, per a cert tipus de molécules, els nivell d’energia permesos s6n 0, w, 2w, 3w, ... i no estan degenerats.
Considereu un sistema format per 6 molecules d’aquest tipus. a) Quines distribucions estan associades amb una
energia total 3w? b) Avalueu el nombre de complexions 2 associades a cadascuna de les distribucions obtigudes.
c¢) Calculeu la probabilitat de les distribucions compatibles amb una energia 3w.

. Dos dels nivells energetics d'una molécula sén: e, = 6.1-1072'J i g5 = 8.4-10721J. Les corresponents degeneracions
sén g1=3 1 go=>5. Quina és la proporcié dels nimeros de distribucié 77/7z en un conjunt d’aquestes molécules
quan la temperatura és: a) 300K, b) 3000K.

3. Per al cas d’un sistema que obeeix la llei de Maxwell-Boltzman, demostreu que InQp, = Nln f + GE. On Qp,

és el nombre de complexions del sistema per a la distribucié més probable, f és la funcié de particié molecular
i E és I'energia total del sistema. Calculeu Qp, per a un mol d’argé a 400 K i 1 atm de pressié (en aquestes
condicions assumiu que f = 12.4 - 10%° i suposeu U:E:%RT).

. La magnitud  que apareix en la llei de distribucié de Maxwell-Boltzman, 7; = %gie‘ﬁgl, esta relacionada amb

la temperatura i té el mateix valor en dos sistemes en equilibri térmic entre si. Considereu dos sistemes en
contacte termic. El nombre de complexions del conjunt vindra donat per

(e TT 9D (e T (9707
= (N!H n}! )(N !H n;”! )
La distribucié més probable s’obtindra fent

InQ InQ
dlnQp = 8(;1”{an;+zaar;v,,udni” =0

subjecte a les restriccions

>n} = N’'=constant Y n;” = N” = constant
E n'ie; + E n’;e;” = E' + E” = constant

Apliqueu el metode dels multiplicadors indeterminats de Lagrange per tal d’obtenir les lleis de distribucié de
Maxwell-Boltzman que ens donen els niimeros de d’ocupacié @' i @ corresponents a la distribucié més probable
Qp,

. El valor mitja d’una magnitud X s’obté mitjancant 1'expressié (1). Emprant la llei de Maxwell-Boltzman (2),
s’obté el valor mitja d’X per a la distribucié més probable (3). A partir de 'expressié (2) demostreu que el valor
mitja de I'energia per molecula és (4). (Pot demostrar-se que per a sistemes macroscopics (X) = X).

AT g
W= ?916’“/’” (2)
@ ®
— _ o0 f
@ =2=+"(), )

6. Tenint en compte la definicié de valor mitja del problema anterior i I'expressié (5), demostreu que el valor mitja

£2 ve donat per 'expressié (6).

o (m0), g
2= sz(%)v +(8)? (6)

Problemes de repas.

. (a)Mitjangant raonaments de combinatorica deriveu la férmula del nombre de complexions de la distribucié de

Fermi-Dirac. (b) Calculeu, en aquest cas, la distribucié més probable.

. Calculeu el nombre de complexions que resulten en distribuir 10 particules distingibles en 3 nivells d’energia, de

manera que ng =4, n; =5 ing =1 (a) si les degeneracions sén go = 1, g1 = 2 i go = 3 (b) si els nivells sén no
degenerats.

3. Considereu un sistema de N particules distribuides en 2 nivells no degenerats g = 0 i ey = ¢ J. (a) Si I'energia

interna és U = Ne/3 J., determineu la temperatura. (b) Si la temperatura és T = ¢ K, determineu I'energia
interna.






