Capacitats calorifiques en solids. Model d’Einstein.

Es un fet experimental que, a temperatura ambient, els calors molars dels elements en estat solid presenten un valor
de 6 cal/mol-K (llei de Dulong i Petit). A molt baixes temperatures aquesta capacitat calorifica comenga a minvar i,
finalment, s’anul-la a T'= 0K. També és conegut que les discrepancies més grans amb aquesta llei la presenten els
elements amb menor pes atomic.

Amb l'objectiu d’explicar aquests resultats Einstein va proposar un model que es basa amb les segiients hipotesis:

e En els solids no hi ha translacié ni rotacié de les seves individualitats. Aleshores inicament la vibracié contribueix
a la capacitat calorifica.

e El atoms d’una xarxa vibren independentment uns dels altres. Cada vibracié atomica es descompon a la vegada
en tres modes normals també independents i que representen oscil-lacions al llarg dels tres eixos.

e Les vibracions sén harmoniques. A més a més, com el model és homogeni i isotrop, els tres modes normals de
cada atom oscil-len amb la mateixa freqiiéncia de vibracié v. Com també és la mateixa, la freqiiencia en que
oscil-len tots els atomos de la xarxa.

Aleshores aquest model no és més que la col-leccié d’atoms independents oscil-lant segons tres modes normals. La
funcié de particié sera doncs,

fo=tfofy S amb fo=fy=fo= g i O =hufk 1)

En altres paraules, hi ha tres contribucions iguals a la capacitat calorifica: ¢, = ¢,(z) + ¢, (y) + ¢»(2) = 3¢y (). Per
substitucié de la funcié de particié en la férmula que relaciona la capacitat calorifica molar d’un mode normal i la
funcié de particié,
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obtenim, despres d’operar, que
_ 2 ¢ _°
¢y = 3Ru e amb wu= T (3)

La representacié d’aquesta funcié és una corba que arranca de zero si T' = 0, creix fortament en un petit interval
de temperatures i, despres, tendeix assimptoticament a 3R ~ 6 cal/mol-K. La constant © s’anomena temperatura
caracterisitica d’Einstein del solid.

Acudint a la férmula (3) veiem que (a) En el limit T >> ©, el quocient ®/T — 0 i ¢, — 3R. (b) En el limit
T << 0, el quocient ©/T — oo i ¢, — 0, cosa que descriu el comportament experimental de manera correcta.

Cal notar que des de la dependéncia de la freqiiéncia amb la massa i la constant de for¢a, v = \/k/m, podem
inferir una proporcionalitat directa entre la temperatura caracterisitica d’Einstein, © = hv/kT, i la rel quadrada de
la constant de forca, aixi com una proporcionalitat inversa amb la rel quadrada de la massa. En altres paraules, els
solids amb els enllagos més forts i les masses atomiques més petites presentaran una major temperatura caracterisitica
d’Einstein. Aleshores, compostos com ara el diamant amb una massa atomica molt petita (12) i forts enllagos cova-
lents, presenten una temperatura caracterisitica d’Einstein © gran, mentre que altres com el plom, amb una massa
atomica molt gran (207.2) i amb enllacos que presenten una petita constant de forga (I’enllag metal-lic permet una
maleabilitat, cosa que denota poca cohessi entre atoms) presenten una temperatura caracterisitica d’Einstein © pe-
tita. En conseqiiencia, el diamant, amb una © gran, comencara a tenir una discrepancia significativa entre la seva
capacitat calorifica molar i allo que indica la llei de Dulong i Petit a una temperatura més elevada que el plom. En
altres paraules, a temperatures elevades tots dos tenen una capacitat calorifica molar d’acord amb la llei de Dulong
i Petit. Aleshores, comencem a baixar la temperatura fins que, a una certa temperatura, el diamant comencara a
discrepar amb aquesta llei mentre que el plom encara mostrara un acord perfecte. Aquesta prediccié del model torna
a estar en perfecte acord amb ’experimentacio.



En general el model d’Einstein mostra un acord molt bo amb ’experimentacid, excepte que a temperatures molt
baixes on no reprodueix be la dependeéncia ciibica amb la temperatura de la capacitat calorifica (¢, oc 7%). La mil-
lora del model d’Einstein fou proporcionada per Debye, en considerar que els modes normals de vibraci6 en el solid
s’extenen en tota la xarxa i que presenten diferents freqiiencies de vibracié. El model de Debye, que estudirem en
Papartat segiient, fins i tot presenta, a temperatures molt baixes, una bona dependéncia (ciibica) de la capacitat
calorifica amb la temperatura.

Capacitats calorifiques en solids. Model de Debye.

Hem vist que en model d’Einstein s’assumeix que tots els atoms d’un cristall vibren amb una mateixa freqiiencia
i que aquesta freqiiencia és la mateixa per a cadascuna de les tres direccions de ’espai. El model de Debye considera
Pexistencia dels modes normals del cristall i, aleshores, suma les contribucions d’aquests modes normals. En altres
paraules, si escrivim la capacitat calorifica molar d’un solid com la suma de les contribucions ¢,(v;) de les diferents
freqiiéncies que, eventualment, poden estar g(v;) vegades degenerades,

Co = Zg(vi)cu(vi), (4)
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el model d’Einstein assumeix que g(v;) = 3N 40d,, .. Aleshores la capitat calorifica molar ¢, és simplement:

co(vi) =k u?

(5)
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En el model de Debye, considerem que el solid és un medi continu i elastic. Hi ha 3N, modes normals de vibracié amb
freqiiéncies que van des d’un valor minim v, & 0 fins a un valor maxim vy, (que, dbviament, ha de ser finit). Aquest
valor maxim és diferent en els diferents materials i depen de les forces d’enllac entre atoms de cada cristall particular.
En consequéncia les diferents freqiiéncies formen un quasi continuu i quan parlem de degeneracié g(v)dv ens referim
al nombre de frequencies que hi ha entre v i v + dv. Aquesta ve calculada a 'apendix i val:

2 1
g(v)dv = (03 + 1)3> AnV idy = AV vidy (7)
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on V és el volum molar del cristall, v; és la velocitat a la qual es propaga l'ona elastica transversal! a través del
cristall i v; és la velocitat a la qual es propaga l’ona elastica longitudinal?. El fet que hi ha un factor 2 sobre v, i
un factor 1 sobre v; deriva del fet que hi ha dues direccions transversals linealment independents i sols una longitudinal.

La capacitat calorifica molar segons el model de Debye és doncs:
127
Cy = / AV v2e,(v)dv. (8)
0

Podem determinar facilment v si ens adonem que la suma de degeneracions és el nombre total de modes normals>.
Aleshores,

VM VM AV 3
3Ny = / g(v)dv = AV / Vidy = S UM (9)
0 0 3
aleshores v3, = %, amb la qual cosa la degeneracié queda,
9N 4 kT 9N 4
2 2,2
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o) =gt = (P T (10)

1El medi vibra perpendicular a la direccié de propagacié de ’ona elastica.
2El medi vibra en la mateixa direccié de propagacié de 1’ona elastica.
3El nombre de modes vibracionals d’un sistema de N particules és 3N — 6 =~ 3N atés que el nombre d’atoms del cristall N és molt gran.



on hem tingut en compte la definicié de u, Eq. (5).

Substutint ¢, (v), Eq. (5), i g(v), Eq. (10) en Eq. (8) obtenim:
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on definim la tempratura caracteristica de Debye © p = hvys/k. Podem escriure, doncs, que upy; = Op/T.

En el limit d’altes temperatures (u — 0) podem desenvolupar 'integrand de la integral Z en serie Taylor:

ute" _ ut(l+u+u?+..) o (12)
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Aleshores, en aquest limit, 'Eq. (11) se simplifica:
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) 3(T)3 = 3R = 6 cal/mol K (13)

En el limit de baixes temperatures (si T — 0, aleshores, © — co) podem calcular 'integral:

UM 4 u 00 4 u 4
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Aquesta darrera integral no és elemental de fer (Vegeu e.g. Arfken p.336 on la calcula en termes de la funcié z de
Rieman). La podeu calcular perod sense problemes fent s d’un programa de calcul simbolic com ara el Mathematica.
Portant 'Eq. (14) a I'Eq. (11) obtenim

T
Op

)3 iﬁ‘l = %W4R(l)3. (15)

cv = 9R( 15 15 oo

equacié que revela una proporcionalitat amb T3 en el limit de baixes temperatures, com es comprova experimentalment
que succeiex.

Apeéendix: Degeneracio de les ones longitudinals d’un cristall

L’equacié de I'amplitud ¥ d’una ona longitudinal que es propaga en un cristall és ¥ = Asin k7 amb |l§\ =2/
ik?=k2+ k:?/ + k2. Considerem, per simplificar, que el nostre cristall té forma ctbica d’aresta L. La condicié de
contorn en cada paret per a les ones elastiques estacionaries és que la seua amplitut siga nula, aleshores: k; L = n,m,
amb n; =0,1,2.....

El nombre d’ones estacionaries amb una freqiiéncia menor que vy la podem calcular de manera analoga a quan
contavem estats quantics d’una particula en una caixa cubica amb una energia menor que Ejy:

14 5 5 oy AT LM AT VED
N(V<V0):§§7r(nx+ny+nz) / :ﬂ 3 :ﬁ? (16)
Si tenim en compte que 1/A = v, - v i 1/ = 2x/|k|, trobem que |k| = 27v/v;. Aleshores,
4 3
N = -7V —=. 17
(v <) 37 3 (17)
Entre v i v + dv hi ha doncs,
47v?
g(v)dv =dN(v) = 3 V dv. (18)
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Vibracions en cristalls reals.

El model d’Einstein considera una tunica freqiiéncia de vibracié de la xarxa (que es correspon amb una densitat
tipus funcié delta g(v) = 6(v — 1p)). Per la seva banda el model de Debye considera un solid homogeni elastic que
pot permetre la propagacié de qualsevol ona sense dispersié (les velocitats de propagacié longitudinal i transversal v
i v; s6n constants i independents de la freqiiéncia). Sols introdueix una restriccid, que el medi homogeni no permeta
la propagaci6 de freqiiéncies que superen una freqiiéncia maxima vy; (0, equivalentment, una longitud d’ona minima
Am). Podem interpretar aquesta restriccié com una modelitzacié del fet que un solid real, que no és homogeni sind
"granulos’, i.e., no és un continu siné una xarxa d’atoms discrets de constant de xarxa a, no té manera de permetre la
propagaci6 d’ones amb A < a.

Pel seu caracter de medi homogeni, aquest model inclou inicament ’anomenada branca actstica vibracional, és a
dir, modela les vibracions d’una xarxa real ("granulada’) en la que les celles elementals sén a la vegada primitives.
No pot modelar aquelles xarxes anomenades ’amb base’, en les que cada punt de la xarxa representa una estructura
complexa, com ara una molécula o simplement un grup d’atoms. L’existéncia d’enllagos forts entre els grups d’atoms
que hi ha en un punt de la xarxa i enllagos menys forts entre atoms pertanyents a dos punts veins de la xarxa, déna lloc
a bandes de vibracié en distintes regions de I'espectre. Aquells modes normals en els que la base de la xarxa és mou
sense distorsié conformen I'anomenada branca actstica. El modes de major freqiiencia, que alteren la geometria de la
base, conformen les anomenades bandes optiques. Curiosament, aquestes tltimes s’extenen en un rang de freqiiéncies
relativament estret i ajusten millor a un model tipus Einstein (g(v) = d(v — 1)) que al model de Debye (g(v) = Av?
per a v < vps 1 zero en altre cas).
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Figure 1: Densitat g(v) proporcionada pels model d’Einstein (E), Debye (D) i una densitat que podria correspondre a
un cas 'real’ (R). En la figura vy representa la maxima freqiiéncia del model de Debye i vg la (tinica) freqiiéncia del
model d’Einstein.

En la figura 1 comparem la densitat g(v) que proporcionen els models d’Einstein i Debye amb el que podria ser
la d’un cristall real amb branques acustiques i optiques separades. En els propers apartats farem una incursié en la
propagaci6 d’ones en un medi homogeni i en una xarxa monodimensional sense base (en les que cada cel-la elemental
és també primitiva) i una xarxa amb base (formada per dos adtoms). Veurem com, a diferéncia del solid homogeni,
la propagacié d’ones en xarxes és dispersiva (velocitat de propagacié funcié de la freqiiéncia) i que la presencia de
base en la xarxa origina l'aparicié de bandes optiques. Finalment compararem qualitativament la dependencia amb la
temperatura que proporciona el model de Debye i un model 'real’ com el representat en la figura 1.



Ones viatgeres en una varilla homogenia i en una xarxa atomica 1D.
La propagacié longitudinal en una varilla homogenia ve descrita per 1’equacié de D’Alembert %% = %%, on la

velocitat de propagacié v = /£ ¢és una constant, de manera que, com mostrem en la figura adjunta, la relacié entre

w ik éslineal (v =w/k — w = kv). En altres paraules, les ones es propaguen sense dispersié.

v

Figure 2: Propagacié en un medi homogeni. Relacié relacié w(k) lineal.

Si mirem pero Pestructura microsocopica de la varilla observem que, en realitat, no és homogenia, atés que presenta
la ’granulositat’ dels seus atoms. De manera simple considerem una cadena d’atoms identics de massa m separats una
distancia a (distancia que anomenem constant de xarxa). Considerem que els atoms estan units per nuvols electronics
que es comporten com motlles elastiques de constant de forga (.

Figure 3: Xarxa 1D. Cadena d’atoms ideéntics de massa m separats una distancia a.

Anomenem u,, al desplacament del n-éssim atom des de la corresponent posicié d’equilibri. Quan la xarxa vibra
u, canvia de valor: u,(z,t). La for¢a que actua en ’atom n en un instant és:

Fn = ﬁ(un+1 _un) _ﬁ(un _unfl)
0%u
- mw = ﬁ(un-&-l + Up_1 — 2un) (1)
i(kzy,—wt)

Comprovarem ara que u, = uge , on x, = an, és una solucié particular de l’equacié (1). Amb aquesta
finalitat substituim aquest valor en ’esmentada equacid, obtenint:

_mwQun _ ﬁ(eika + e—ika _ Q)Un
k
— —mw? = 2B(coska — 1) = —43sin’ 711
k
—w = +2(8/m)Y? sing (2)

En altres paraules, u, = uge'**n =% s una solucié particular de 'equacié (1) sota la restriccié expressada per
Pequacié (2). La longitud d’ona d’aquesta solucié particular és, recordem, A = 27 /k. La freqiiéncia és sempre positiva,
aleshores k estara restringida a 'interval 0 < k < 27w /a. Ara be, tot i que també k > 0, sol representar-se w vs. k en
linterval —7/a < k < m/a, com mostrem en la figura 4.
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Figure 4: Freqiiéncia w vs. k en una xarxa atomica 1D.

La figura 4 mostra que en la regié de valors petits de k (o de llarga longitud d’ona \) la xarxa atomica presenta
una relacié w(k) practicament lineal, com en la varilla homogenia. En créixer k i fer-se la longitud d’ona A més petita,
I'ona que es propaga comenga a sentir la ’granulositat’ de la xarxa i la velocitat de propagaci6 passa a ser funcié de la
freqiiéncia, fins un limit & = 27 /a, que correspon a una longitud d’ona A = a, més enlla de la qual no hi ha propagacié
(es produeix la condicié de ressonancia i 'ona viatgera és dispersada).

Calculem les velocitat de propagacié de fase vy = w/k i de grup vy = dw/dk,

L w 1/2 sin(ka/2) sin(ka/2)
O R e v Y
vy =22 a(6pm)2 coslhaf2) = v |eos(ha/2), )

on hem anomenat v, = a(3/m)'/2. Representem en la figura 5 aquestes dues velocitats en funcié de k. Si la longitud
d’ona A és gran, cosa que implica una £ petita, aleshores, v¢ ~ v4 = vs. Es a dir, les ones es propaguen sense dispersié
per la xarxa (limit classic o regié d’homogenitat).
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Figure 5: Velocitats de fase i de grup.

La solucié general de 1’equacié (1) sera doncs, amb la restriccié descrita per 'eq. (2),

Up = ZAkei(kan—ukt). (5)
k



Ones estacionaries (modes normals) en una xarxa atomica 1D.
Considerem com abans vibracions longitudinals. Recordem que el modes normals sén aquelles coordenades que fan

diagonal la matriu de segones derivades de ’energia potencial i permeten considerar el moviment oscil-latori harmonic
complex del sistema com una superposicié de moviments harmonics simples i independents.
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Figure 6: Xarxa atomica 1D i cel-la unitat (entre paréntesis).

Considerem com indica la Figura 6 una cadena quasi-infinita lineal d’atoms idéntics que es tanca sobre ella mateix
(condici6 de contorn de von Karman). L’energia potencial del sistema la podem escriure com,

V(z1, 22, 22, .. Z 3 (241 — 21)% = =5 Z (zix1 — 2)? (6)
Les primeres derivades resulten,
ov
ot g [—(zi41 — 2i) + (20 — zi-1)] = g(ziﬂ + 2zim1 — 22) (7)
I les segones,
j=i—-1 —-p
v ) j=i 23 ()
821‘821' o ] =i—1 —ﬁ
altre j 0
Aleshores la matriu de derivades segones resulta
2 -1 0 0 0o ... -1
-1 2 -1 0 0o ... 0
0 -1 2 -1 0 ... 0
V:/B “ e “ e .« .. “ .. e ... “ .. (9)
A — | 2 -1
-1 ... ... ... ... -1 2

Procedim doncs a la seua diagonalitzacié: Vv = ev que podem reescriure com (V —el)v = 0. En altres paraules,
cal fer zero el determinant [V — e1]. Estudiem casos particulars. Considerem ara per ara que S = 1 i anomenem
y =2 —¢e. Si el nombre d’atoms de la xarxa és N = 1, tenim simplement,

[y]=0—y=0 (10)
Si el nombre d’atoms de la xarxa és N = 2, tenim

" 71_:0—>y2—120 (11)

-1 y |

Si el nombre d’atoms és N = 3, )

y -1 -1

-1 y -1 |=0—=y>-3y—2=0 (12)

-1 -1 y |




La familia de polinomis que obtenim tenen totes les seues solucions acotades en U'interval [—2,2]. Hom pot comprovar
(per subtitucié en els diferents polinomis que van obtenint-se com a resultat d’igualar els determinants a zero) que
aquestes solucions sén

)
i=2cos (2nr—); i=1,2,...,N 13
Y cos ( ™ N> i (13)
Desfent el canvi y = 2 — ¢ i tenim en compte el factor 8 que multiplica, obtenim les solucions (que anomenem (3;)
omi .
B = 2B[1 - cos(—)] = 48sin*(T)] (14)
on hem fet és de la relacié trigonometrica sin? z = (1 — cos 2x)/2. Si anomenem w; = %, podem escriure que,
6 1/2 . 7TZ
i =2(2 — 15
wi =2()"" sin(5)] (15)

Finalment, tenint en comte que a = L/N, \; = L/i i que k; = 2w /)\;, trobem la mateixa relacié w(k) que haviem
trobat en la seccié anterior:
kia

wi = 222 gin(r L Ly Z o B g1z g o). (16)
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Xarxa lineal biatomica 1D (xarxa amb base).

Considerem la cadena de molecules biatémiques que mostra la figura 7. Amb I’bjecte de simplificar, assuirem que
totes les masses son identiques.

Figure 7: Xarxa atomica 1D amb base i cel-la unitat (entre paréntesis).

L’energia potencial del sistema sera,

=1 1
V= Z [252(21',1 —2ic12)% + Bilzia — zi1)* + 552(2141,1 — 2i2)? (17)

Les primeres derivades resulten,

oV
9 = Bo(zin —zic12) - 2—201(zi2 — 2i1) (18)
Zil
oV
3 = [o(zit11 — 2i2) -2+ 261(zi2 — 2in) (19)
Zi2
Aleshores les segons,
9*V
92 = 2(f2+ 1) (20)



0*V

FE 2(B2 + 1) (21)
0%V
0zi—1202i1 26 (22)
0%V
8zi728zi71 B _251 (23)
0V
Dl —261 (24)
0’V
32i+1,1321,2 = T2 (25)
donen lloc a la matriu de derivades segones
(B1 + B2) —b 0 0 0 e —[2
=1 (B1 + B2) — [ 0 0 .. 0
ceo =02 (B1+52) -5
—01 — (s (B + B2)

que procedim a diagonalizar numericament per a valor grans del nombre N d’atoms. Els resultats indiquen que hi ha
dues regions on s’agrupen els autovalors formant dues bandes, Optica (superior) i actstica (inferior), com es pot veure
en la Figura 8.

Figure 8: Branques optica (superior) i acistica (inferior).



$%%%%5%5%%%%%%% Obtencio numerica de les branques Optica 1 aclstica %$%%%%%%%%%%5%%%%%%%

%n ha de ser parell per al model de cadena de diatdémiques

n=250;
%conts de forca
k1=1;k2=10;

%$construccio de la matriu

$extradiagonals
di=[ones(n-1,1);0]*(-k1);
for i=2:2:n-1

di(i)=-k2;
end
ds=[0;ones (n-1,1)]1*(-k1);
for i=3:2:n-1

ds (1)=-k2;
end

%diagonal
d= [ones(n,1l)]*(kl+k2);

%boundary conditions
bi= [-kl;zeros((n-1),1)];
bs= [zeros((n-1),1);-k2];

%$formacio matriu sparse
M=spdiags ([bi di d ds bs],[-(n-1),-1,0,1, (n-1)]1,n,n);

$formacio matriu full
MM=full (M) ;

$diagonalitzacid

[evec,eval]=eig (MM) ;

$dibuixa autovalors (bandes acustica i optica)
omega=real (sqgrt (diag(eval)));

if kl==k2

omegal=sort (omega) ;
omegalb=sort (omegal* (-1))* (-1);
tot=[omegalb;omegal];
abcis=zeros(n,1);
for i=1:2*n

abcis (i)=-pi/2+(i-1)*pi/ (2*n-1);
end
plot (abcis, tot,'.");

omegal=sort (omega) ;
omegal=omegal (1:n/2);
omega2=omegal (n/2+1:n) ;
omegalb=sort (omega2* (-1))* (-1);
omegalb=sort (omegal* (-1))*
inf=[omegalb;omegal];
sup=[omega?2;omega2b];
aux=[sup,inf];
abcis=zeros(n,1);
for i=1:n

abcis (i)=-pi/2+(i-1)*pi/ (n-1);
end
plot (abcis,aux,'."');



MODEL DE DEBYE VS. UNA DISTRIBUCIO AMB DUES BANDES SEPARADES (ACUSTICA I OPTICA).[

ClearAll["Global %"]
(* Model de Debye degeneracié cristall perfecte: g (u)=u? )

llist={}; For[x=0, x <15, x++,

u? e*

int = NIntegrate[—, {u, O, x}] ;
(ev-1)2

llist = AppendTo[llist, int] ] ;
ListPlot[llist/1llist[[Length[llist]]], PlotJoined -» True]
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(* degeneracié refelxant 2 bandes: g (u)=Sin[u/2]%u? )

Plot[{x*2, Sin[x/2]4x2}, {x, 0, 8Pi/2}, PlotRange » {0, 200}]
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lim=8Pi/2; 11list = {}; For[x =0, x<1lim, x+=0.1,
Sinf[u/2]% ute®
(ev-1)?
llist = AppendTo[llist, int]];
ListPlot[llist/1llist[[Length[llist]]], PlotJoined » True, PlotRange » {0, 1}]

int = NIntegrate[ ; {u, 0, x}] ;
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