TCG Aplicacions: Fenomens de transport i cinética molecular

1.El problema dels dos cossos: velocitat relativa quadratica

En primer lloc veurem que la descripcié d’aquest sistema pot efectuar-se amb el concurs

de (my,v;;m,,v,), o alternativament de
(M ,u;p,u, ), on U és la velocitat del cdm,
u, la wvelocitat relativa wu, =v, —vy,
M=m+my, 1 p=mmy/(m +m,).
Després  relacionarem u, amb la
temperatura. Escrivim:

—Vl myu, = m2V2 —m2V1

(1.1)
MU = m1\71 + m2\72
Mﬁ—mzﬁr:M\?l
L s omy . L L e my
v, —U—Vu, 1, amb u, =V, =V, v, —U+Mur (1.2)

D’ara endavant ometrem la fletxa per a indicar el caracter vectorial de les velocitats. Ho
sobreentendrem. Escrivim tot seguit la conservaci6 del moment per demostrar que
U =Ct.

m m
mv +mv_=m (U-—2u)+m (U+—u,)=MU=Ct.=>U=Ct., (1.3)
11 2 2 1 M 2 M

cosa que vol dir que el centre de massa efectua un moviment rectilini i uniforme.
Escrivim ara la conservacid de I’energia per descriure el sistema en termes de U i u,:

2 2 nm, o2 o2 2 2
2E=myv~+my "~ = ml(U—Vur) +m2(U+ﬁur) =MU" + uu, (1.4)
Hi ha, doncs un canvi formal de (m;,v;;m,,v,) per (M ,u; u,u,.).

Si tenim una mescla de dos gasos en un flasc6, cadascun dels gasos I’ocupa com si
I’altre no fora present. El principi d’equiparticid ens diu que a una temperatura
determinada tenim que E, D= E -(2)=(3/2) kT . Aleshores, podem continuar escrivint

que Ec (M) = Ec (1) = (3/2) kT , amb la qual cosa concloem que,

u,’ _ kT (1.5)

Y2
Si resulta que m; = m, = m, aleshores v; =v,, u =m/2, de manera que,

V= (my =my). (1.6)
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2.Funcio de distribucio d’una mescla de gasos

Si en un flasco6 hi ha N, molecules del gas A 1 Nz molecules del gas B, hi ha
N = N ,Np parelles possibles AB, cadascuna amb una velocitat relativa u,.

Si admetem isotropia i homogeneitat, la fraccio6 SN/N de parelles amb una velocitat
relativa u, sera S N/N=f(u,) [ (uy) f(u,)ducduydu, . Seguint ara al peu de la lletra la

deduccid efectuada en la lli¢d anterior, concloem que:

2.2
5TN —4r adule P du, 2.1)

De la condici6 de = N concloem igualment que /S = alz . Per al calcul de p

considerem 1’eq. (1.5):

uf:jurzd—N:%—T = pr=t 2.2)
0 N Y7, 2kT
Amb tot arribem a,
3/2
2
ON 4z gr’ KT . du, | (2.3)
N 2w kT

La fracci6 de parelles AB amb velocitat relativa u, segueix una distribucié exactament
Maxwelliana. Podem calcular com en la 1lig6 anterior que,

i, = /Sk—T (2.4)
U

Fixem-nos que si m 4 = mp, aleshores 1 =m/2 i, des de (2.4), u, = V27,

3. Recorregut lliure mitja

Tot seguit presentem una deduccid intuitiva, no completament rigorosa, d’aquest
concepte. En la seccio 6 hi ha una deduccié més rigorosa.

Imaginem una molécula que es mou a la velocitat mitjana v . En el temps dt recorre una
longitud vdt. Les altres moleécules també
van, en mitjana, a la velocitat v . Imaginem
@ que, en mitjana, fem que “totes les altres”
molécules estiguen quietes. Es a dir, que
S, ubiquem 1’observador sobre una “de les
v dt altres” molécules.

L4

N
&
T

Fixem-nos que d’aquesta manera les molécules lligades al sistema de referéncia mobil
estaran estatiques, mentre que “la molécula” inicialment considerada anira a una
velocitat relativa u,. Aquesta, en un temps df, xoca contra totes aquelles molécules

estatiques que tenen el seu centre de massa dins d’un cilindre de volum

dV=nd’u, dt,ond és el diametre molecular. L’espai recorregut per la molécula és

dl =v dt i el nombre de xocs sera igual a ndV =nnzd’u, dt, on n és el nombre de

molécules per unitat de volum. Definim recorregut lliure mitja A a 1’espai que recorre
una molécula sense xocar, i.€.,
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vdt v 1
ﬂ_nndzﬁrdt_nndz 2v _\/Enndz G-h
Analogament podem estimar la freqiiéncia f/'de xocs (xocs per unitat de temps):
f=nmd®iu, =nwd*J27v (3.2)
1 el temps entre col-lisions 7 =1/ f .

4. Fenomens de transport

La propietat de transport d’una substancia és la seua capacitat per transferir materia,
energia, etc., des d’un lloc a un altre. Per exemple, les moleécules d’un gas o liquid (i
fins 1 tot un solid) difondrien si existeix un gradient de concentracions fins que la
composicid es fa uniforme i el gradient desapareix. La conduccid térmica és el transport
d’energia provocat per un gradient de temperatura. La conducci6 eléctrica €s un
transport de carrega provocat per un gradient de potencial eléctric. La viscositat veurem
que ¢és una mesura del transport de quantitat de moviment provocat per un gradient de
velocitats.
La velocitat de migracié de propietat (massa, energia, carrega, moment lineal, etc.) a
través de la unitat de superficie s’anomena flux J. Aixi, en difusio, el flux J presenta
unitats Kg m™ s, en transport d’energia J m” 5™ etc.
Excepte per a gradients molt grans, hi ha una proporcionalitat entre flux d’una propietat
1 el gradient de la magnitud que 1’origina. A més a més, com que el flux provoca la
disminucié del gradient, flux 1 gradient tenen direccions (signes) contraris. Aixi
escrivim per a un flux en la direcci6 z:

J, = —ad—X, 4.1)

dz

que particularitzem per a cada cas. Aixi en el transport de materia (difusio) trobem la
llei de Fick:

J,(materia) = —Dﬁ , 4.2)

dz

on D és el coeficient de difusio 1 la derivada representa el gradient de concentracié. En
el transport d’energia trobem,

J,(energia) = —Kd—T , 4.2)

dz

on x ¢és el coeficient de conductivitat termica.
Per veure la connexi6 entre flux de materia 1 viscositat considerem un fluid en régim
laminar. La lamina de fluid en contacte amb la base no es mou, mentre que la velocitat

(v, ) de les successives lamines creix amb la distancia (z) que estan de la base (vegeu la
figura).

e
|2

H\-o
* |

-4>
o ry

En el seu moviment desordenat, les molécules es mouen entre les distintes lamines,
aportant, a la lamina a qué arriben, la component x del moment lineal que posseien en la
lamina de la qual provenen.

X
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Aleshores, una lamina és retardada per les molécules que vénen de les lamines més
lentes 1 accelerada per les que vénen de les més rapides. La suma dels dos efectes fa que
tinga velocitat uniforme.

L’efecte de retard del fluid a avancar en la direcci6 x s’origina per la frenada que la base
li transmet a través de les successives lamines. Diem que un fluid és més viscos quan
flueix més lent (i.e. I’efecte de frenada és més efectiu). Aleshores li assignem un major
coeficient 77 de viscositat. Aquest coeficient macroscopic 77 mesura la transferéncia, el

flux, de moment lineal x en la direcci6 z (per unitat de gradient dv, /dz ):
dv,

dz
Tot seguit abordarem les interpretacions microscopiques dels fenomens de transport i
donarem sentit fisic als coeficients en base a la TCG.

J,(moment) = -n , (4.3)

4.1 Difusio

Deduirem la llei de Fick des d’un punt de vista microscopic en base a la TCG.

El nombre de molecules que passen a
través de I’area A4 situada a en la posicio
z=0 han viatjat, en mitjana, ‘“un
recorregut  lliure” A.  Aleshores
provenen d’un lloc on la concentracié

sera (fins a primer ordre):
n(-4)=n(0)—-A4 (@] (4.4)
dz ),

Ac0 correspon al flux esquerra - dreta.
El flux en sentit contrari s’origina a un
lloc on la concentracio és:

:

N
NS
4

NRRE
-~

n(A)=n(0)+ 1 (@j (4.5)
dz ),
L’efusio a través d’un element d’area en la unitat de temps és (1/4) nv. Aleshores, el
flux esquerra — dreta serd J(E — D) =1/4n(-A)v, mentre que el flux dreta — esquerra
sera J(D — E)=1/4n(A)v. Imaginem la temperatura uniforme, per aquest motiu la
velocitat mitjana v és igual en tots els llocs. El flux net sera doncs,

Iz dz

Jz=J(E—>D)—J(D—>E)=l\‘{n(0)—,1(@j _n(o)_g(@) }
4 dz ), 0

= J, =—lﬂ,\7(@j = Dzlli (4.6)
2 dz ), 2

La demostracid anterior no ha tingut en compte que el recorregut lliure no ha de ser
necessariament efectuat en la direccio z! A la figura segiient hi ha ombrejada 1’area, a
I’al¢ada z, d’on s’originen recorreguts lliures mitjans que arriben a “dS” en la lamina
inferior (les trajectories dels recorreguts esmentats formen un angle @ amb I’eix z —
vegeu la figura).
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El seu nombre, dN ., és proporcional a
I’area ombrejada:
dN, =kdS =k2rm pdp
=27 k[Asin8][Acos db)]
=27k A% sinf cos@ db .
La suma de tots els recorreguts de B

I’anomenem N. En sumar arees a
distintes al¢cades “z” va canviant 1’angle
6 segons la relacio z=Acosf (vegeu

figura adjunta). Aleshores,

/2
N=[dN, =27k i [sinOcos0d6 =k i’ 4.7)
0
I el valor mitja de la z queda:
/2
27k A2 j(ﬂ, cos@)sinfcos O dO
.[Z dN ., 5 2
z= = 3 = |z==4 (4.8)
[an. kA 3
Cal corregir, doncs, les equacions (4.6) substituint Aper z =21/3:
J. =—lﬂ,\7 dn & D=l/1\7 (4.9)
3 dz ), 3

Ates que el recorregut lliure mitja disminueix si la pressio creix, concloem que la
difusi6 D disminueix si puja la pressi6. Com que v = (8kT /7 m)l/ 2, aleshores D ¢és
proporcional a la arrel quadrada de la temperatura, i.e. la difusié creix amb T.

Finalment, com el recorregut lliure 4 és menor si el diametre de la col-lisi6 creix, D
sera major per a molécules petites.

4.2 Conductivitat térmica

L’energia mitjana que transporta cada molécula és & = f kT (on f =3/2 per a gasos
monoatomics).

En perfecte paral-lelisme amb 1’apartat anterior' (ara la densitat és uniforme). Tenim
que:

J(E—)D):ln v(-2)&(-2) ; V(—E):V(O)—E(QJ ;5(—2):fk{T—E(d—Tj }
4 dz ), dz ),

J(D—)E):an(E)g(E) ; \7(2):\7(0)+E(ﬂj ; E(Z):fk{T+Z(d—Tj }
4 dz ) dz ),

El flux net resulta:

' Atkins, Aguilar, Moelwyn-Huges, etc. consideren V constant, cosa que no és del tot correcta si la
temperatura varia. Aixo comporta un canvi d’un factor 2/3 respecte de la demostracidé que s’ha seguit en
aquestes notes.
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Jz=ii’{\7(0)— [d j }f’{ (CZM‘%”{V(O)”(QJ”{“ ((ZM

T
J, ‘fk(d(v )j (4.10)
dz ),
i\
Recordant el valor de la velocitat mitjana, v = (—J , tenim que:
Tm
doT))_ (8K \'?d@>?) _3(8kr)"*(ar\_3_(dr @1
dz Tm dz 2\ 7 m dz 2 \dz '
1 dT
Aleshores, J, =——n—A f k—
eshores, J, 2n3 f 2V0(dzj
J, :——n/Ifkvo ar (4.12)
2 dz ),
\—_ﬁ/_—J
K

Veiem que aquest cas és més complicat: el coeficient x és funcid de la velocitat mitjana
1, en conseqiiencia, de la temperatura. No €és un pur factor multiplicatiu. Ates que la
temperatura varia amb z, també ho fa de la velocitat mitjana i el coeficient és, doncs,
una funci6 de z, k¥ = x(z).

4.3 Viscositat

Ja haviem comentat que la viscositat esta relacionada amb el flux de moment lineal.
Amb analogia amb els apartats anteriors:

J(E - D) =%nm ve(=2) 5 v (=) =vx(0)—2(dJXJ
ZJ0

J(D — E) =%n\7m v (2) ; v.(2) =vx(0)+z[d;xj
Z )0

=/, =—lnmm(dVXJ (4.12)
3 dz
- —
U

Veiem que la viscositat 7d’un gas creix amb la temperatura (atés que la velocitat
mitjana creix amb 7). En el cas d’un liquid sabem experimentalment que 7
disminueix amb 7. La diferéncia deriva de I’existéencia de forces intermoleculars.
Aquestes son un “fre” addicional al flux. De fet, el “fre” més important. L’ agitacio
termica “trenca” els lligams entre les molecules i aquestes flueixen més lliurement,
encara que Daltre “fre”, la difusid, també creix perd amb menor intensitat.
Experimentalment s’ha evidenciat en gasos que 7 creix amb 7.
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5. Velocitat de reaccié quimica: teoria de col-lisions

Hipotesi: La reaccid entre molécules succeeix com a resultat de xocs. No tots els xocs
son reactius. Sols ho son aquells que superen certa energia llindar.

Imaginem una mescla de dos gasos A i B de concentracions n, 1 ng (molecules por
unitat de volum). Anomenem dn, a la fraccid6 de molecules A amb components de
velocitat (v,,v ,v,). D’acord amb el que vam estudiar a la 1li¢é anterior,

m 3/2 2/
dn 4 :nA( 4 j e M 12 gy, dvdv,

2x kT
(5.1)

2w kT

Calculem el nombre de xocs per unitat de temps que experimenta una molécula A que
es mou a una velocitat v amb molécules de B que es mouen a una velocitat v’.
Formalment podem considerar estatiques les molécules de B que van a una velocitat v’
si simultaniament diem que la molécula A es mou a una velocitat relativa u=v-v’.
Calculem, doncs, el nombre de xocs que experimenta la molécula A que es mou a la
velocitat u amb les molécules estatiques de B, la concentracid de les quals és dnp.

La molécula A xocara contra totes les B

que presenten el seu cdm dins d’un

32
m _ 2
dng =ng ( j e "8 /Zdev'x av', av',

TR cilindre de radi o 45 =r, +7p 1 algada
%@ 0] N u dt . El volum del cilindre generat en la
£ % 0 unitat de temps sera dV =zoiz u. El

¢

nombre de xocs d’una molécula A sera:

u}( - dl’leV:ﬂ'O'iBudl’lB. Si hi ha dny

ige molécules A per unitat de volum amb

velocitat v, les col-lisions totals seran:

dZ 45 = 72'0'313 udndng (5.2)

Fixem-nos que el producte dn  dnp representa el nombre de parelles dN movent-se a
la velocitat relativa u. Des de (2.3):

3/2
U il 2T 2
dN=4rxn, ny | —— e * u” du 53
4Mp (27[ij (5.3)

Des de (5.2)1(5.3),

3/2 2/
27sz) e HUWIRT 3 ay (5.4)

De tots els xocs, sols aquells iguals o més violents que “u,” son reactius. La suma de
totes aquestes col-lisions sera igual a la velocitat de reaccio:

_ 2 2
dZAB—47Z' nAnBO'AB[

; lecul i : .
gz reactius _ IO ‘ecu csque rea‘lcc1ones = velocitat de reaccio = de . (5.5)
4B unitat de volumi temps dt
Aleshores,

3/2

£:47z2 n,ngoig H ju3e_””2/2kT du (5.6)
dt 2 kT :
0
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. ., .2
Per integracié obtenim

dc 2 2
—=4drx°n,npo
dt A"Np O 4B

3/2 2 - 2/2kT
u Hu
z;‘ij P L 70 (5.7)

2
2 kT Q(ﬂj
2kT

Si anomenem & = % y7, ug , obtenim finalment,

1/2
dc 87 kT £ _
oo, ng oy 1+-0 | g %/kT (5.8)
dt y7, kT ——
exponepmal o
factor de freqiiéncia d'energia activaci6
constant de velocitat

X . . ., dc
que caldra comparar amb la definici6 de velocitat de reaccid = knyng.

Aquesta demostraci6 porta implicita la segiient definicio de seccio eficag s 4p5:
=0 sie <&
S4B = {: z(ty +13)° sie> g
la qual es correspon amb el perfil de la part esquerra de la figura adjunta.

S v
e S4B

T E X
£ o £

Una alternativa no tan drastica, com ara la dibuixada en la part dreta de 1’esmentada
figura, es correspondria amb una secci6 eficag s 45 definida segons:

=0 sie<eg,

£ :
Sip=1=x(r,+15)° (1-22)  sie>g,
%’_/ 8

0
Sap

Aquest model es pot veure resolt en llibre Quimica fisica de Barrow (p.484). La

. . : £ : .
integracio, tenint en compte que (1-—%) no pot quedar fora de la integral, condueix a:
&

1/2
dc 8 kT -
— =ny ng SZB — e ~o0/kT (5.9)
dt T U
b b
2.2 1 g2
* Anomenem 7, :Ix”e P dx i integrem per parts: [, =——2{xn le™/x —(n—l)]n_z}
u 2/ a
b b b
1 322 2.2 1 @22
en particular /5 =——2{xze px —2]1} amb [, :.[xe px dxz——z{e px }
2/ a " 205 a
o h
si @ =X i b =00, aleshores, substituint, /5 =(1+ ﬁzxg) ,
2p
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Altres millores que caldria afegir son 1’existéncia de forces intermoleculars que suposa
un augment de la seccid eficag, ’orientacid relativa de les molecules (factor esteric),
etc. (és recomanable la lectura de Normand i Blinder, J. Chem. Educat. 51 (1974) 790-
91).

En resum, podem dir que la teoria de col-lisions és un model qualitatiu de gran valua per
a entendre els processos cinétics, encara que la dificultat d’incorporar tots els efectes
implicats (orientacions efectives, forces intermoleculars,...) fa que, excepte en casos
molt senzills en fase gas a baixa pressid, no puguen assolir-se resultats quantitatius.

APENDIX

6. Recorregut lliure mitja

El nombre de col-lisions Z,5 per unitat de volum i temps entre molécules A i molécules
B en una mescla de dos gasos és, d’acord amb (5.6),

3/2 o
2
Zs=472n,ng o’ i ue M okt du
AB A"B AB(27rkT _([
6.1)

1/2
T
= 2\/5”A np 0313 (ﬁk ]
7,
on ny ng €s el nombre de parelles A-B per unitat de volum.

Per calcular el nombre de xocs que efectua una molecula A caldra dividir per n4:

1/2 1/2
Z,=202n, aiB(ﬂkTJ ol nB(SkTJ =rwoigngil (6.2)
)z T
Si considerem un Unic gas (A=B), aleshores, oys=0, ng = n, p=m/2, i.e.,
Z,=noc’ni. (6.3)

En la unitat de temps, aquesta molécula fa un recorregut, en mitjana, igual a la seua

velocitat mitjana v (recordem que u =2 v). Aleshores, el recorregut lliure mitja
sera:

A== (6.4)

Nota: Podem aplegar a aquest mateix resultat des de (6.1) calculant primer Z,4: Si es tracta d’un Unic gas,
el nombre de parelles és % n’, de manera que el nombre de xocs per unitat de volum i temps resulta:

1/2
ZAA:\/Enzo'z(zﬂ.ij ,
m

on hem tingut en compte que g =m/2. Com cada col-lisi6 implica dues molecules, el nombre de

molécules que xoquen per unitat de volum i temps sera el doble de Z,,. Si dividim aquest nombre pel
nombre n de molécules per unitat de volum, obtenim els xocs que efectua cada molécula en la unitat de

temps:
1/2 1/2
27 kT kT _
Z,=2J2noc?’ (ﬂ] :ﬂazn[g—j = 7o nii.
m T
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7. Probabilitat d’un recorregut molecular

Anomenem N, al nombre de molécules que des de la darrera col‘lisi6 efectuada han fet
un recorregut lliure » (és a dir a les molecules que almenys s’han desplacat r sense
tornar a xocar). La fraccio d’aquestes dN,/N que, en un espai addicional dr, efectuaran
una col-lisi6 sera major a major espai addicional. Escrivim:

_IN k. (7.1)

Si integrem entre 1 i 1, obtenim:
Na _ ki)
Nl
(7.2)
Si fem que r; sia zero, aleshores N, representa el nombre de particules que almenys han
fet un recorregut » = 0. Es a dir, totes les molécules N. Escrivim per tant,

N.=Ne™*". (7.3)

r

El recorregut lliure mitja sera:
[ran, [rN(kye™dr
1
A=2 =2 =— 7.4
= v P (7.4)
[ an,
0

Amb la qual cosa,

N, =Ne"'*| (7.5)
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