Hamiltonia de Dimmock. Valls obliqiies
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28 de setembre de 2019

1 La direccié [111]

Figura 1: Rock-salt xarxa reciproca .
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on m és la massa de l'electré lliure (m=1 a.u.).

Les sals de plom presenten el gap en el punt L (centre
de la cara hexagonal de la primera zona de Brillouin,
1BZ). Si triem l'eix z en la direccié [100] les quatre
valls al voltant dels quatre punts L sén equivalents.!

Tanmateix, si triem z en la direccié [111], és a dir, en
la direccié del punt L, hi ha una de les valls que no és
equivalent a les altres tres. Per tant, la degeneracié
passa de quatre a tres més u.

Com vam veure en els apunts "Pb salts”de novembre
de 2017, si triem z en la direccié [111] 'hamiltonia de
Dimmock o hamiltonia de dues bandes (conduccié i
valéncia) que representa la vall singularitzada, se pot
escriure com una matriu 4 x 4 (és 4 x 4 i no 2 x 2
perque inclou espin).
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'La 1BZ presenta vuit cares hexagonals, per tant hi ha vuit punts L. Ara be, com cada cara hexagonal estd compartida per

dues cel-les, hi ha 4 punts L per cel-la.



Tenint en compte que ki - oy = (km ky) <3x> = kpoy + kyoy = <k —Szk i Blky>, podem escriure:
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amb hey = hye-

Considerem ara la deducci6é d’un hamiltonia efectiu d’una banda (conduccié o valencia) a partir de ’equacié

d’autovalors de I’hamiltonia complet:
he  heo| (Fe) F.
b ) () -2 () @

thc + hchv = FEF, (3)
hycFe + hy Fy = EF,

que equival al conjunt d’equacions

de la segon equacié tenim que (E — hy)F, = hypeFr — F, = (E —hy) " hyeF., que portat a la primera equacié
ens proporciona I’hamiltonia efectiu per a la conduccié (de manera semblant podem obtenir ’hamiltonia
efectiu per a la valéncia):

[he + hew(E — hy) " hye] Fe = EF, (4)

h2 k2

By y I =), aleshores, h, = —Al, amb I representant la matriu identitat 2 x 2. Com
l

S 242
Si escrivim A = (52 + 2z + 5
la inversa de la matriu identitat és ella mateix, el calcul de la inversa (E — h,)~! és immediat: hi ha prou

en invertir el factor (E 4+ A) que multiplica la matriu I en (E — hy). Es a dir, (E — hy) ™! = ﬁﬂ. Final-

ment, si considerem el problema d’una heterounié (e.g. un quantum well en la direccié vertical), aleshores
'energia del gap E, és una funcié escalé de la variable z. Per tant, també A(z) i (E — hy,)™! = F(2)I, on
F(z) =

1
ETAGR)

Amb aquestes consideracions, i simplificant la notaci6 en el sentit de que el producte %P I’escrivim simple-
ment P, el terme he,(E — hy) " thye de I'eq. (4) el podem escriure:

heo(E — hy) Yhee = [Pk.0. + Pikyoy + Pikyoy|F(2)[Pik.o. + Pikyos + Pikyo,]
= W(FP2k? + P?k.(F)k;) + ioy(FPPik.ky + PPk, (F)ky)
—ioy(F P Pik,ky + P, Pik,(F)ky) — ioy P P;Fk.k, + IP?Fk?
+io. P2 Fkyky + ioy PP Fkyk. —io. P} Fkyk, + 1P?Fk; (5)
= IF[P?kZ + P?(k3 4 k)] + 1P?k.(F)k, + ioy(F P Pik.ky — FP Pik,k.)
+ioy PPk, (F)ky + i0y(F P Pkyk, — FPPk.ky) — icy P Pik.(F)k,
+i0o,(F P2kyky — F P2kyky,)
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els parentesis en la darrera igualtat son zero per la commutacié de les components dels moment lineal, amb
la qual cosa ens queda:?

heo(E — hy) Yhye = TF(P2E2 + PPk?) + 1Pk, (F )k, + ioy PPk, (F)ky — ioy PPk, (F)ky

(6)
= 1(P?k.Fk,+ P?Fk?) — iPPk,(F)(o X k; - 2)

on Z és vector unitari en la direccié z. Generalment el segon terme de la darrere equacié, que és de tipus

Rashba, pot rebutjar-se en el cas de pous quantics simetrics, ja que k,(F') és zero excepte en les heterounions.

A més, com E, puja/baixa en entrar al pou i baixa/puja en sortir-ne, les derivades k.(F) tenen signes

contraris i pot haver-hi una cancel-lacié efectiva. Considerem doncs tnicament el terme I( P2k, Fk, + P2 Fk})
Ey n2k? 2d 1 d

_ Lig _h*rd 1 d . 9 . [EN . 3
que cal sumar a he = (5 + ome 2 dime +z) per obtenir I'hamiltonia efectiu cercat.

Rd 1 d RE2  E (2)
_ -1 — e T Z T AN
oo (B = o)™ hue =T ( 2 dzm, dz + 2m | + 2 ) (7)

Si en lloc de F(z) tenim F(x,y, z) apareixen els segiients termes addicionals en la derivacié anterior:

—i0y PiPky(F)ky + 1 PPk (F)ky + io, PPky(F)ky

(8)
+ioy P Piky(F)k, — i P2ky(F)ky + 1 P2k, (F)k,

Els termes que multipliquen T contribueixen a formar P?(k,Fk, + kyFk,), els quals se sumaran al terme
cinetic de h., la resta,

PP, [y(F)0y — ko (F)oy) bz + 02 P? [k (F)ky — ky(F)ky]

sén termes semblants als termes que abans hem rebutjat, els quals contenen una derivada que és sempre
zero, excepte ens les heterounions i que, en pous simetrics —com ara els dels platelets enterrats en matrius
o platelets col-loidals— pot haver-hi una cancel-laci6 efectiva. Si rebutgem tots aquests termes, trobem que
I’hamiltonia efectiu sembla un hamiltonia de massa variable tipic, excepte que les masses, a més de poder
ser variables amb la posicié, tenen al seu interior I’energia, cosa que fa que incloguin la interaccié entre
bandes de conduccié i valencia. A efectes practics, consideren que les masses sén unicament variables amb
la posicid, de manera que:

_h2<d1d d 1 d d 1 d

L I S 9
2 dazmj_da:—i_dymj_dy—i_dzmzdz)—i_ (@.y,72) (9)

2Cal fer notar la diferéncia entre k. (F)k; i kzFk;. En el primer cas la magnitud multiplicativa k,(F) —on hem derivat F'
respecte de z— la multipliquem per I'operador k;. En el segon cas, tenim tres operadors consecutius: k., F' i k;, on el primer i
tercer impliquen derivades i el segon és purament multiplicatiu.

"2 d 1 d r2 a2 _ h%k2

3En cas de massa constant, —%- 4 1 4 — A4 _ V% Notem que, seguint Kang i Wise, usem la definicié k, = —i-%.
’ 2 dz m; dz 2m; dz 2m; ? ’ dz
. 7 . N 2 . 7’ .
Tanmateix, com h. és un operador, el terme cinetic en z ha de ser de la forma f%d%%d% si la massa és variable.
m
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2 Hamiltonia per als tres valls no equivalents, o per als quatre equiva-
lents si ’eix z va en la direccié [100]. Rotacions

2.1 Consideracions preliminars: matrius de rotacié de 1’espin i de ’espai
En els apunts Pb salts de novembre de 2017 vam derivar la matriu de rotacié d’angle 6 al voltant de l'eix z,

8
RZ(G) _ ei@éz/ﬁ _ eigoz _ (6 2 0 )

0 e 'z

(10)

Analogament,

0

0 - 0
i0S ;0 COS 5 7 S1n
Rx(g) — ¢i05z/h — pizon — - 20 ] 2
ZSIHE CO§§

] -0
_ i6S,/h _ ile, _ [ €OS5  Sllg

Ry (6) = e®Su/h = igon — [ 2, Py
—SIH2 COS2

on hem tingut en compte les series polinomiques de Taylor de les funcions sin i cos.

Fem algunes comprovacions,

0 ... B 0 s 0
[ 1 0 CoS 5 —1 sin

9 01 cosg ising 3 2

Ry (0)0-Ra(0) <z sing cosg 0 -1 —ising cosg

(12)
_ ((3059 —4sind

isin 6 —cos9> = cost o, +sind oy

Analogament, R, (0)o,R,(0)"! =0, i Ry(0)oyR,;(0)"! = —siné o, + cos o,. En altres paraules, el vector

g rotat un angle ¢ al voltant de l'eix x resulta en (0,0, cos@ — o, sinf,o, sinf + o, cosf), vector que
també podriem haver obtingut amb:

1 0 0 o
R,(0)d =10 cosf —sinf oy (13)
0 sinf cos6 o,
de la mateixa manera que efectuem la rotacié del moment lineal
R;()k= |0 cosf —sinf ky | = | kycosf — k,sin@
0 sinf cosé k. kysin® + k. cos 0
2.2 Identitats matematiques que seran utils en la segiient subseccio
cos* 0 + % sin? 20 = cos? 6
sin 6 + 1 sin? 20 = sin? (14)

sin 26 cos?  — i sin220 =0



2.3 L’hamiltonia per a les altres tres valls equivalents en la orientacié [111]: rotacié de
I’hamiltonia de Dimmock

Procedim a rotar I'hamiltonia efectiu, eq. (4) per tenir-lo expressat en els eixos d'un dels tres valls equiva-
lents. Amb aquesta finalitat farem una rotacié d’angle 6 al voltant de I’eix x. Rotem cadascuna les parts
que composen aquest hamiltonia. Comencem per rotar he, = Pk.o. + Pikyo, + Pikyoy, eq. (1),

Ry (0)heyRp(0)™Y = Py(kysinf + k, cos0) (o, cos O + o, sin ) + Pikyo,

+P;(kycosb — k. sinf)(o, cosf — o, sinb)
(15)
= o, [Pl(k:y% sin 20 + k, cos? 0) + Pt(—k:y% sin 26 + k, sin? 9)} + o, Pk,

+0y [Pi(kysin® 0 + k.3 sin 260) + Pi(ky cos® 6 — k.4 sin 26)]

Com estem interessats en saber com queden les masses i ja sabem que la inclusié de (E — h,)~! com una

funcié F(z) multiplicada per la matriu identitat I, tinicament fa que el terme cinetic siga —d L d oy
y X ’ 2 dzm, dz
lloc de —L— & farem que el terme siga constant, de manera que fixem la nostra atencié en el producte
2m, dz?’ ’

(Rp(0)heyRe(0) 1) (R (0)hey Ry (6)71). A partir de I’eq. anterior (15), calculem el quadrat de cadascun dels
tres termes, que anomenem 13,7, i Ty,

T. = D[P(ky3sin26 + k; cos®0)? + P?(—ky3 sin 20 + k. sin? §)?

+2P,Py(ky3 sin 26 + k cos® 0)(—ky 1 sin 20 + k. sin? )]
T, = IP?k? (16)
T, = I[P?(kysin®0+ k.3 sin26)? + P?(ky, cos® § — k. sin 26)?

+2P, Py (kysin® 0 + k. 5 sin 20) (ky cos® @ — k. 1 sin 20)]

La suma T, + T}, resulta
T.+T, = Pl2 [k';% sin? 20 + kg cos* 6 + kyk, sin 20 cos? 6 + k; sin? 6 + kg% sin? 26 + kyk. sin 26 sin? 0]

+P? [kzi sin? 20 + k2 cos* 0 — k,k, sin 20 sin® 6 + k:g cos? 0 + k2% sin® 20 — kyk. sin 26 cos® 0]
+2P P, [—kgi sin? 20 + k2 sin? 0 cos? 0 + kyk. 5 sin 20(sin? @ — cos® 0)
+ kzz sin? 0 cos? 0 — k2% sin? 26 + kyk. 3 sin 26(cos® @ — sin® 6)]

= k2[P2(cos? 0 + 1 sin? 260) + P?(sin* 6 +  sin? 20) + 2P, P (sin? 6 cos? § — 1 sin? 26)]
+k; [P2(%sin? 20 + sin’ 0) + P2(4 sin? 20 + cos* 0) + 2P, P,(sin? 0 cos? 6 — 1 sin? 20)]
+kyk. [P?sin 20(sin® 6 + cos? §) — P? sin 26(sin” § + cos? )]

= k2(P?cos?0 + P?sin? ) + kg(Pf sin? 0 + P? cos® 0) + kyk,(P? — P?)sin 20
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a aquest resultat cal sumar T, = P?k2 que no canvia amb la rotacié.

Ara precedim a la rotacié del terme h,:

Ro(0)heRo(0)™! = T2+ Jo k2 4+ 12 (L cos? 0 + L sin? )12

2my

+2(Lsin?0 + L cos? 0)k2 + kyk. 2 sin 20(;L — L)

me my

Finalment calculem I’hamiltonia efectiu rotat com la suma dels dos termes rotats calculats.

Si rebutgem els termes creuats que sén estrictament zero per a masses isotopiques, veiem que ’hamiltonia
efectiu rotat té la mateixa forma que el que no ha estat sotmes a rotacié,*

h?(dld d 1 d d 1 d

4,0 ¢ 1
2 \dzm, dx dydeijdzmzdz)JrV(x’y’Z) (18)

si canviem les masses que acompanyen les segones derivades des de (m,m),m,) a unes noves masses (my,
My, M) on:

1 _ 1
mge Mt

— 1 &2 1 2
my = my S0 0+mt cos” 0 (19)

mz

_ 1 2 |

=y COS 0+ - sin” 0

Per rematar direm que el valor de I’angle 6 corresponent als tres valls no equivalents amb 1’eix z apuntant
la direccié [111] és tal que cosf = %. En el cas que leix z apunte en la direccié [100] tenim quatre valls
equivalents i I'angle a considerar és tal que cos®§ = %
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