1 El model £-p

L’equacié d’autovalors de I’hamiltonia d’un electrd en un cristall la podem escriure:

<_2h:nv2 +V(r)— En) W, (r) = 0. (1)

En aquesta equacié el potencial és periodic V(r) = V(r + > n;a;) i li confereix simetria traslacional a
I'hamiltonia i a les funcions d’ona. Si anomenen 7" a l'operador de traslacid, cal que el n-esim estat W,
(perque presenta simetria traslacional) en siga propi, és a dir: T U, (r) = U, (r +d) =t ¥, (r).

Per a determinar el caracter o autovalor ¢t de manera simple, imaginarem un cristall monodimensional
circular (que presenta simetria rotacional), i després farem que el radi es faci infinit, amb el que la simetria
rotacional es transformara en simetria traslacional.

Si hi ha N atoms en un cercle, aleshores: r + Nd = r. Per tant,
TN, (r) = U, (r + Nd) = U, (r) (2)
Perd tenim que ¥, (r) =tV U, (r), amb la qual cosa tV =1 = t,, = ?™/N: m =0,1,2,....,(N — 1).

Si definim el nou ntimero quantic & = m/r, on r és el radi del cristall circular, i anomenem d a la distancia
entre dos atoms consecutius, ates que N d = 277, podem escriure que N d = 2r 7 i, aleshores, tj, = ek,

En tres dimensions, d és un vector i t; passa a poder escriure’s t;, = e’*9. Fixem-nos que a més a més de
n, que representa el nimeros quantics associats a ’hamiltonia, la funcié d’ona tambe és propia de T" amb
valor propi t; que es calcula a partir del numero quantic k, el qual passara a etiquetar també ’esmentada
funcié. Escriurem, dones, ¥, (r).

L’equaci6 de valors propis de T' suggereix que W,,;(r) puga escriure’s en la forma W, (r) = Ne™® u,; (1),
on Uk (r) és una funcié periodica: ung(r) = upk(r + 3. nia;).t

Si subtitium W,,;(r) = Ne'*u,,;(r) en 'equacié 1, amb un poc d’algebra, 2 trobem:

R?kZ  h
+ Ek p— Enk) unk(r) =0 (3)

n _,

on p representa ’operador vectorial —iAV.

Si ens adonem, la suma dels dos primers termes d’aquesta equacié no és altra cosa que 'hamiltonia H
del sistema. Reescrivim, doncs ’equacié:

~  R2E? h
(H + + Ekp — Enk> unk(r) =0. (4)

2m

Podem representar les solucions F,,; d’aquesta equaci6 per a distints valors n en front de k (aquest para-
metre k per a un cristall real macroscopic és un nombre quantic quasi continu). Si ho fem aix{ observariem
franges d’energies permitides i gaps d’energies prohibides. Per a un n donat, la forma de E, (k) enfront
de k és aproximadament parabolica, com es despren de 'equacié (4) si omentem el tercer terme.

L Ao constitueix I’esséncia de ’anomenat teorema de Bloch.
2Basicament calculem e~ K" (H — E) e¥y,,;,(r) i tenim en compte que V[eX* u,1(r)] = e (i k + V)upp(r).



Si ara fem que k = 0 en I'equacié (4),2 obtenim la base d’autofuncions {u,q(r),n =1,2,3...00} del punt
T. Si ens separem d’aquest punt (k # 0) sempre podem escriure les funcions propies en el punt &, w,(r),
en la base de funcions del punt I,

Unk(r) = ch’nfunzo(r) (5)

1.1 Representacié de I’hamiltonia % - p en la base d’autofuncions del punt I’

Reescrivim l'operador k - p, veure equaci6 4, en la forma:

~ ~ R’k R ~ r’k?2 R
= —+ —k-p= k=0 +—+ —k- 6
Hip=H+ -+ k-p=Hylk=0)+- ~+ "k p (6)
L’element de matriu <uno|ﬁkp|un/0> resulta:
~ h2k? hk
<un0|Hkp|un’O> - <En’0 + 2771) 5n,n’ + E : Pn,n’ (7)

on Py, v = (tng|p|uno) és Panomenat parametre de Kane.*

1.1.1 Bases de conduccié i de valencia en el metode k - p

Com hem dit abans, un electré en un cristall esta descrit per un hamiltonia H= % +V el qual obviament
té la simetria del cristall i, en particular, la simetria del subgrup puntual de simetria del cristall. Com
que:

U, kx(r) = eikrun,k(r)

aleshores, en el punt I' (k = 0) tenim que:

Uy, 0(r) = tpo(r),

cosa que vol dir que les uy, o(r) seran base de les irreps del grup puntual del cristall °. En el cas d'un
cristall Zinc-Blenda el grup puntual és T, (en el cas del diamant és Op,). Les funcions u, o(r) sén bases
d’irreps de Ty (d’Op, en el diamant). La simetria particular del punt I' de cada banda (la del fons de
conduccid, la del sostre de valéncia, etc.) és pot determinar experimentalment (per exemple amb mesures
espectroscopiques sobre un cristall sotmés a pertorbacions, com ara camps eléctrics i magnetics, i obser-
vant com es trenquen les degeneracions). Despres d’un treball exhaustiu s’ha determinat que en el cas de
ZincBlenda, la simetria de la primera banda de conduccié és A; (I'; en notacié d’estat solid) i la de la
darrera de valencia T5 (I's en notacié d’estat solid). Atenent a que els orbitals atomics s, ps, py, p» s6n
bases d’aquestes mateixes irreps, se solen etiquetar aquestes funcions de Bloch en la forma |S),|X), |Y),
|Z), i parlem de banda de conduccié s i bandes de valéncia o bandes p.

Podem aplegar a aquest mateix resultat pensant microscépicament si utilitem en cada punt de la xarxa
crsital-lina una base orbitalica {x,, n = 1,2,3,4} = {s,ps, py, p-}. Transformen aquesta base i obtenim
les funcions de Bloch:

_ GKRy (p
Up k(1) = \/NER: Xn(r —R)

3Aquest punt en l’espai on estd definit k, que anomenem espai reciproc, és el punt I.

4Realment, I’anomenat parametre de Kane és exactament P = —%<S|Px|X) = —%<S|Py|Y) = —%(S|PZ|Z)7 on
|S),|X),1Y),|Z) sén les autofuncions de conduccié i valéncia, com veurem més endavant.

5Cal aclarir que fora del punt I les funcions Un,k(r) amb k # 0, que sén funcions propies de hamiltonia k- p (hamiltonia
amb menys simetria que 7:1), no ho sén de '’hamiltonia # del cristall i aleshores no sén bases d’irreps del grup puntual
del cristall. Per aix0, fora del punt I' es mesclen les funcions, wuy (r) = >, ¢p kUn,o0(r), i es trenca la degeneracié que
presenten les bandes en el punt I'.



en particular u, o(r) = \/% > rXn(r —R) veiem que té la mateixa simetria que x,(r).

Si el terme d’espin-orbita és important, aleshores no és possible la separaci6 espai-espin i caldra utilitzar
la base amb espin: {|s, 1), |s,d), -+, |pz,d)}. Aquesta base no és propia de ’hamiltonid que conté el
terme d’interaccié espin-orbital. Com veurem més en davant, podem fer combinacions que si que en
siguen propies si adaptem la base al moment angular total |J2,.J.). En aquesta base ’hamiltonia (o més
especificament, 'hamiltonia k - p en k = 0) és diagonal.

1.1.2 Model d’una banda

El model d’una banda s’utilitza habitualment per a descriure en primera aproximacié els electrons de la
banda de conduccié i consisteix a seleccionar una dnica funcid, de la base infinita d’autofuncions del punt
T', per a efectuar la representacié matricial de I'operador k - p. Per tant, aproximem variacionalment la
representacié exacta de l'operador k - p, que és una matriu d’infinites dimensions, per una matriu 1x1
intentant descriure la banda de conduccié. Obtenim que:

~ K2 k>
<Un0|Hkp|un0> = FEno + om (8)

perque (uno|pluno) = 0, per ser p senar. L’energia aix{ obtinguda és perfectament parabolica en k.

1.1.3 Millora pertorbativa del model d’una banda

Si anomenem "go =HiH = M + L -~k -p, escrivim 'hamiltonia k- p en la forma ’Hkp = Ho +H podem
aproximar pertorbacionalment leb solumons de ’Hkp a partir de les autofucions de 7-{,0

Energies a ordre zero: Efge) =FEn

):hk

. . 1
Energies a primer ordre: Er(lk , perque, per raons de simetria, Py, ,, = 0.

Energies a segon ordre:

nol oK - Pluno)|? Rk - P, | R2k2 - P |2
E(2) _ |<U 0| _ ’ n,n n,n
nk Z Eno — Eno Z m?(Eno — Z Z m?2(Eno — Eno) )

n’ n’ a=z,y,z n'

Fixem-nos que no apareixen termes creuats k,kg perque la base orbital de la conduccié és |S). Per
tant, les dniques integrals que no sén zero sén tipus (S|py|X), (S|py|Y), mentre que les altres, com ara
(S|p=]Y), sén zero. Aleshores fins a segon ordre tenim que:

En, = FEpo+ Z h’sz{—i_ 22 o—FE }

a=x,y,z

h2k2 nn/
= Hnot Z {m mzzEn ’0}

a=x,y,z 0_

h2k2 1
= En+ Y, (10)

a=x,y,z

on mg, és 'anomenada massa efectiva de l'electr6, que com veiem pot ser anisétropa si m; # mj,
i,7 = x,y, z 0 isotropica si les masses efectives en les diferents direccions sén iguals.



1.2 Inclusi6 de la interaccié espin-orbita. Model de vuit bandes.

El terme d’interaccié espin-orbita és un terme menor en estructura electronica dels atoms i molecules.
En el cas del solid semiconductor, la massa efectiva m™* substitueix la massa de l’electré lliure, eq. 10,
i com aquesta massa efectiva és més petita que la massa de l’electrd lliure, el térme espin-orbita té una
contribucié més important per a semiconductors que per a atoms i molecules. Considerem doncs la
inclusié del terme espin-orbita, Hsoc = ﬁ(vv x p) - o, % en 'hamiltonia. Aleshores, I'equacié (3) es
converteix en:”

4mc?

R, h R2k? Kk

o x vv> - Enk} Unpp(r) =0 (11)

En el punt T' (k = 0) obtenim I'equacié d’autovalors de I’hamiltonia inicial:

R, h

Podem usar ara les solucions del punt I' per a calcular pertorbacionalment les energies E,, a segon ordre.
L’element de matriu (uno|Hip|unro) és ideéntic al calculat en Pequaci6 (7), excepte la forma del parametre
de Kane:

~ K2E2 hk
<UnO|HkP|un’0> = (En’O + QWL) 57z,n’ + E 'Hn,n’ (13)

on II, ,, és el parametre de Kane incloent-hi ’espin-orbita.

De les dues contribucions de 'espin-orbita que trobem en ’equacié (11) la segona és generalment molt
més petita que la primera (la qual com veurem proporciona correccions ja a primer ordre de pertorbacid)
i per aixo de vegades s’ignora.® De fet, s’inclou d’alguna manera en ajustar el parametre de Kane.

Cal afegir que, degut al terme espin-orbita, que podem reescriure L- S = $(J? — L? — §2), els autovectors
de I'equaci6é (12) corresponent al punt I' no sén propis del moment angular orbital (L2, L) siné del
moment angular total (J, J,). Es per aix6 que, en lloc de considerar una base orbitalica |S) per a la
conduccié i {|X),|Y),|Z)} per a la valencia, es convenient usar una base adaptada al moment angular
total.” En el cas de la conduccié, com el moment angular orbital és zero, el moment angular total és 1/2
i la base adaptada és simplement {|.S 1),|S |)}. En el cas de la valéncia tenim que com L =11 S =1/2,
el moment angular total J pot ser 3/2 1 1/2. La construccié de la base adaptada a J, que ve detallada a

6En el cas d’un potencial central V = %, tenim que V% = T%,r, de manera que VV X p = T%r Xp= T%L, amb la qual

cosa Hsoc = WL -S=¢(r)L-S,on S =20.

"Tenim en compte que (VV xp)-o = (o x VV)-p = R-p. Aleshores considerem com abans 1’accié de p = —ihV sobre
la funcié e?¥* u,(r), amb la qual cosa obtenim 'eq. (11).

8Veure e.g. Lok C. Lew Yan Voon and Morten Willatzen, The k - p Method, Springer, 2009, p.32

9Podem pensar que, en abséncia d’espin-orbita, hem usat la base {|S 1),|X 1),|Y 1), |Z 1),1S 1), |X 1),V 1),1Z 1)},
perdo que ’abséncia de coordenada d’espin en I'hamiltonia permet factoritzar la matriu 8x8 en dos blocs identics 4x4 i
integrar I’espin, de manera que tot és equivalent a expandir en una base purament orbital i constuir aixi una matriu 4x4.
En preséncia d’espin-orbita, adaptem a J, J., |JM;(L,S)) = ZML,MS C(J,My;L,S,Mp,Ms)|LMp)SMg), no podem
integrar ’espin i per tant no podem factoritzar la matriu 8x8.



I’apendix, déna lloc a:
3/2,3/2) = L|X + )| 1)

3/2,1/2) = ZIX +iV) 1) /2120 1)

3/2,-1/2) = X — V)| 1) - \/212)] 1) "

3/2,-3/2) = L|X —iv)| 1)
1/2,1/2) = Z|X +iY)[ 1) + 212 1)

1/2,-1/2) = = =1 X —iV)[ 1) + Z=12)| 1)

Si representem ’hamiltonia & - p en aquesta base obtenim elements de matriu del tipus:

R A th,Q
(J1iMq|Ho + €L - S + 5

m m

A Thora de calcular-los cal tenir present que (S|p[S) =0, (S|pz|X) = (S|py|Y) = (S|p:|Z) = im P, que
anomenem E, = (So|Ho|So), E, = (3/2M|Ho|3/2M), que L - S = (J2 — L? — 82)/2 (i que per tant,
L - S val zero en la conduccié (L =0,J =5 =1/2), 1/2 en la valéncia |3/2M) (L=1,5=1/2,J =3/2)
i —1 en la valéncia |1/2M) (L = 1,5 = 1/2,J = 1/2). Que, en conseqiiéncia, |3/2M) esta separat
energeticament de [1/2M) una quantitat A = 3(¢) i que, finalment, D'origen d’energies es fixa en la
posici6 energetica de la conduccié en el punt T' (k = 0), cosa que fa que la conduccié estiga separada
energeticament de la valéncia una quantitat que anomenem ¢y = E. — E,, i la tercera banda |1/2M) estiga
seprada una quantitat A addidional.

Si particularitzen el cas k||J||z trobem que la representacié matricial estad bloquejada amb dos blocs idén-
tics. Un dels blocs correspon a la base amb component z positiva, {|.S 1),|3/2,3/2),(3/2,1/2),|1/2,1/2)},
i laltre amb les components negatives. El bloc que resulta és:

1S 1) 13/2,3/2)  3/2,1/2) 11/2,1/2)
1S 1) B i 0 —JEPRE L Phk
2 1.2
13/2,3/2) 0 —eo + Lk 0 0 (16)
13/2,1/2) | —/2 Pk 0 —eo + B 0
1/2,1/2) | & Phk 0 0 —eg— A+ EE

Ara caldria doncs diagonalitzar la matriu i posteriorment incloure pertorbacionalment la interacci6 d’a-

questes bandes amb la resta de bandes que conjuntament s’anomenen bades remotes. Pero amb la finalitat

de tenir una visié qualitativa simple, no considerarem de moment ’accié de les bades remotes i procedirem

a una diagonalitzacié aproximada de la matriu (16) fins a segon ordre de pertorbacio. Es a dir, consi-

derarem l’accié dels elements extradiagonals deQIa matriu sobre els seus elements diagonals de manera
| Hrmn |

pertorbacional a segon ordre: F(?) = — > . Obtenim:



., 23272 23272 27,2 2 2 272
S0} (Conduccid)  B® = §P0 4+ JEIR =M (14 450 4 328 ) = X
272
3/2,+3/2) (HH) E® =0 E=—¢+ BF (1)
(17)
23272 272 2
13/2,4+1/2) (LH) E® = -2Ek fok E=—¢+ 2L - g% )
23272 27,2 2
[1/2,41/2) (S0)  B®) = —3 £ B === A+ B (L - 12

La diagonalitzacié completa i la consideracié de les bandes remotes canvia el valor de les masses efectives,
pero ja a aquest primer nivell podem veure que les masses son, en general menor que la de I’electré lliure,
que la massa del forat pesant (HH) és major que la del lleuger (LH), que la massa de electré és la més
lleugera de totes i que les masses de la valéncia poden ser negatives. Tots aquest fets son confirmats si
incorporem tots els efectes que en aquesta aproximacié elemental hem omitit. De manera qualitativa i
d’acord amb que que acabem de dir, a representacié de ’energia de les quatre bandes enfront del vector

k ve representat en la figura adjunta.

~ss
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1.3 Appendix

Partim de |3/2,3/2) que volem construir com a producte de funcions orbitals amb L = 1 i funcions d’espin
amb S = 1/2. Si volem obtenir J, = 3/2 necessariament hem de considerar les components M = 1 i
S = 1/2. Per tant aquest funci6é no pot ser altra que %|X + 1Y) 1), on %\X +1iY) = —|1,1) és la
funcié orbital amb L =1, M = 1.1°

Tot seguit obtenim la funcié |3/2,1/2) aplicant Poperador d’aniquilacié J_ = JO 4 g2 on, en a.u.,

J|IM)Yy=/J(J+1)—M(M—1) |JM —1).
Aleshores, JV|11) = v2|1,0) = v2|2) i JY?| 1) = | |). Per tant,
1
V2

que despres de normalitzar queda %\X +4iY)| )) — \/§|Z)| 1), que coincideix amb le funcié |3/2,1/2)
de T'equacié6 (14).

J-13/2,3/2) = (79 + T (1) 1) = —V2[10)[ 1) — [11)| 1) = —V2|Z)| 1) + —=|X +3Y)| 1)

10D’acord amb la fase de Condon-Shortley |¢,m) = (—1)(m+ImD)/2 [% etme Pé(‘m‘)(cose). Per tant,
tenint en compte que et'® = cos¢ £ ising = X +£4Y, trobem que —=|X +iV) = —|1,1) i =|X —iY) = |1,—1). La
V2 V2

component z correspon a m = 0: |Z) = |1,0).

]1/2



Mitjangant aplicacié successiva de operador J_ obtenim la resta de funcions fins |3/2, —3/2). Finalment,
la funcié |1/2,1/2) la construim ortogonal a |3/2,1/2) a partir de a|X +:Y)| ) +b|Z)| 1) ila|1/2,—1/2)
amb el corresponent aniquilador (o de manera similar, obligant-la a ser ortogonal a |3/2, —1/2)).

1.4 Nota

Per tal de determinar la simetria de Phamiltonia k-p, eq. 3, tindrem en compte que tant 'operador V2 com
el potencial periddic V(r) sén totalment simetrics sota totes les operacions de simetria puntual del cristall.
Per tant, la transformacié de coordenades que suposa aplicar una operacié R sobre 'hamiltonia k- p deixa
invariants tots els els seus termes, excepte el terme k- p. Tanmateix, p = —¢AV i r presenten les mateixes
propietats de transformacié. Podem escriure que R(k-p) = k- R~ 'p = Rk-RR'p = Rk:p. Aleshores,
la simetria de 'hamiltonia & - p ve limitada per la simetria del vector k. Si k = 0 (i.e., en 'anomenat
punt T') la simetria de ’hamiltonia & - p és la mateixa que la de ’hamiltonia, atés que totes les operacions
deixen invariant el vector nul. Si considerem un vector k al llarg de 'eix x, k,, la simetria inicial Ty
d’un material Zinc-Blenda queda reduida al grup Cy, que conté els vuit elements {E, Cs,2Cy, 20,204}
que deixen invariant k,. Aquest grup presenta representacions unidimensionals i una bidimensional. Per
tant, la maxima degeneracio és doble, de manera que estats tipus p de simetria 73, en k = 0 trenquen la
degeneraci6 si k # 0 (Ty, — A1 @ E). Ara be, conseqiiéncia de la simetria periodica de 1’espai reciproc,
en el moment que k, té una longitud tal que arriba a la frontera de la cel-la unitat, hi ha un creixement
de simetria i, més enlla, quan aplega a un punt equivalent al punt I', es recupera tota la simetria. Com
representem les bandes vs. el vector k, les variacions de simetria esmentades determinen variacions en
les degeneracions (és a dir, hi ha punts k en que dues bandes tenen la mateixa energia i altres k' en que
no). Aleshores, diem que hem trencat la degeneraci6 en anar des de k fins k.



