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1 Cami d’integracié i equacié d’Euler-Lagrange

Cal fer minim el funcional ¥(«) variant el parametre a que tria una entre les funcions de

la familia y(z, a) (vegeu figura 1):
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Figure 1: Camins d’integraci6 y(x,a;) i cami optim, a = 0, y(z).

L’integrand és funcié de la coordenada z de la funcié y i de la seua derivada y’. Per
conveniencia direm que la funcié optima és y(z,« = 0) o simplement y(z). Com volem

que el funcional siga minim derivarem respecte del parametre i igualarem a zero:
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on hem definit dy = [y(x, @) — y(x)]/a, i per tant, y(x,a) = y(x) + ady i oy = Jy/da.
Tanmateix, 0y’ = 5% = %5?; = (dy)’.

Considerem ara la segiient integral que integrem per parts:
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com en els extrems d’integraci6 dy = 0 (vegeu figura 1), portant eq. 3 a 2 resulta que:
1

V(a)=0= / (F, — ;;Fy/)éydx (4)
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com Jdy és una funcié continua i arbritraria de la variable z, cal que I'integrand siga zero

i apleguem a ’equaci6é d’Euler-Lagrange F; — IF + = 0 que reescrivim explicitament
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2 Funcional ¥(«, 8) = [;1 Flx,y(r), 2(x),y'(z), 2'(z)|dz

En aquest cas cal mimimitzar W(«, ), per tant, farem zero les derivades parcials:
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Ananomenem p = % ig= a—y Cal mimimitzar U(«), per tant, farem zero las derivada:
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, de manera semblant a com hem fet en la primera seccié definim p(z, a) = p(z) + adp —
dp = Op/0a, també z(z,a) = z(x) + adz — dz = 0z/0c. Anomenem F, = 0F/0z,F, =

OF/0p, etc. Amb tot agd reescrivim 'equacié 8 de la forma
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Considerem ara:
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com que 8((9‘;2) = 5(%) = dp tenim que:
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Analogament
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Per tant,
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Tenim en compte ara la identitat,
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els dos darrers termes queden
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pero sobre la frontera de la integracié 0z = 0, Aleshores 13 es converteix en
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Per tant, F, — 0F,/0x — 0F,/0y = 0. Explicitament:
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4 Funcional

U(a, B) = 21 Fle,y, 28(x, y), zg(x, Y), s 21y Zo0s Zy0 JdTdY
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D’acord amb la seccio 11, cal derivar separadament el funcional respecte de cadasctun dels

parametres i igualar a zero.
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D’acord amb 17 aquesta equacié implica que
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Analogament fem que a = 0 1 obtenim una equaci6 similar on apareix 25 en lloc de z;.
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Si anomenem 1, To, X3, ... a les coordenades i uy, us, us, . . . a les funcions obtenim que

per a tot i,
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Si F és independent de les funcions w; i sols depen de les seues derivades, anomenant
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Uij = 5g, tenim que
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Aquesta equacié per al cas elastic es converteix, com mostrem en la seguent seccid, en
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5 El cas d’elasticitat

En aquest cas tenim que:
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Per tant, anomenant Ui = g;‘?,
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Si existeix la simetria Cjjp = Cjji, aleshores
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Si existeix la simetria Cj;x = Chiij, aleshores
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Aleshores, I'equacié 21 es particularitza

0
2 Z 87 Z qjCagij =0

aw

que reescrivim,
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En resum tenim per a cada j:
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