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Tema 8
Ona electromagnetica en el buit en abséncia de fons (p =0, 7= 0).
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1 Equacié d’ones
Les equacions de Maxwell en el buit i en abseéncia de fons (p = 0, 7= 0), sén:

1. Llei de Gauss: V- E =0

2. Absencia de monopols magnetics: V- B =0

3. Llei de la induccié: V x E = — 98

4. Llei de Faraday: VxB= ,uoeo%—?

Apliquen el rotacional a la tercera llei: VxVxE= —%6 x B.

Si tenim ara en compte la identitat vectorial VxVxV= ﬁ(ﬁ . V) — VQV, amb la primera i quarta llei, trobem que
—V2E = *%Moﬁo% que reescrivim: .
- 0’FE
V2E = po€o— 1
Ho€o 012 (1)
El producte ppeg (permeabilitats electrica i magnetica del buit) és igual a la inversa del cuadrat de la velocitat de la
llum en el buit (1/¢?). Per tant, 'eq. 1 no és més que I’equacié de 1’ona electrica que viatja a la velocitat ¢ de la llum
en el buit. Una equacié similar la podem trobar per al camp magnetic si partim de la llei de Faraday (quarta llei de
Mexwell) i procedim de manera analoga.

— — P —
Les solucions particulars de la eq. 1 sén les ones monocromatiques planes E = Ej e!*™=«%) on k és el vector nombre

d’ones (A = 2/|k|), w la freqiiencia (w = 27/T) i ¢ = 1//Hig€g la velocitat de propagacié. Sil'ona es desplaca a través
d’un medi lineal, isotrop i homogeni definit per u i €, la velocitat alshores seria v = 1/, /ue.

2 Index de refraccié

Figure 1: Refraccié de la llum.



En la figura 1 mostrem un feix de llum que es refracta passant del buit on es propaga amb velocitat ¢ a un medi
lineal, isotrop i homogeni en que ho fa a la velocitat v. En la mateixa figura veiem que la diferent velocitat en el
diferents medis fa que mentre el raig superior recorre una distancia ¢; = ct I'inferior unicament recorrega o = wt.
S’anomena index de refracci6 a la ratio entre el sinus de ’angle que forma el raig incident amb la normal a la superficie
de separacié entre els medis i el corresponent sinus del raig refractat (vegeu els angles en la figura 1). A partir que
sini = ¢1/d i que sin? = {3 /d tenim que:

sini £ c
= ——=r== (2)
sin 7 2 W
Aleshores, n = ¢ = M‘;ZO = /lr€-. La permeabilitat magnetica u, de la majoria d’objectes Opticament transpar-

ents és practicament la unitat.! També és aixi en altres molt medis dielectrics. Per tant, n = /i€, ~ /€. Es a dir,
en un medi transparent, I'index de refraccid esta associat amb la constant dielectrica relativa. En la taula presentem

algunes dades.
substancia n(Ang) Ver
aire (P =1at.) 1.0002926 1.000295
COy (P=1at.) 1.00045 1.0005

poliestire 1.59 1.60
vidre 1.5-1.7 2.0-30
aigua 1.33 9.0
alcohol 1.36 5.0

Com veiem, ’acord és bo en gasos i solid no polars. L’acord no és bo en el cas de substancies polars, originat per una
elevada polaritzabilitat estatica. Veurem en temes posteriors que la constant dielectrica és una magnitud dinamica
que respon diferentment a les diferents freqiiencies de la radiacié i, per tant, el valor estatic constant que li assignem
no sempre es correspon amb la resposta real del medi.

3 Quantificacio

3.1 Consideracions previes

e

Figure 2: Ona plana

Considerem una ona plana com indica la figura 2, on E = Eye'(k*=w g B = Byethe—wt) 2 k = k Z, on &, 7, Z sén
vectors unitaris en la direccié dels eixos. Calculem el rotacional del camp electric:

L B L
VxB:fgjaa—xffsz":ika 4)

En general, si V = V@ + V, 7 4 V.2, amb V,, = V0 ¢i(ka2=<0) amh o = 2y, 2 tindrem que:
VxV=ikxV (5)

1Veure e.g. Kip p.350
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3.2 El potencial vector

Des de la segon llei de Maxwell, V-B= 0, inferim que existeix ff, que anomenem potencial vector, de manera que
B =V x A. Substituint en la tercera llei, VxE= _W7 tenim:

—

- o 0= - = - 0A - 8A -

perque el rotacional d’un gradient és sempre zero. Al potencial ¢ ’anomenem potencial escalar.

3.3 El contrast o gauge

Hi ha una indeterminacié en la definicié dels potencials de la radiacié. Els camps electric i magnetic no canvien si fem
la substitucié: . .S
Ox
¢ — ¢— ot

Aquesta indeterminacié permet triar un x determinat (eleccié del contrast o del gauge). Triem x de manera que
V-A=01i¢=0. Amb aquest gauge podem escriure que

E=—— (7)

3.4 Equacié d’ona del potencial vector

Subtituim en la quarta equa(:lo de Maxwell, VxB = 2 a . els camps en termes del potencial vector i tenim en compte
la identitat vectorial V x V x A = V(V - A) — V24 i el gauge ( V- A = 0). Trobem:

{

També el potencial vector segueix ’equacié de D’Alembert. Les solucions particulars d’aquesta equacié sén les ones
planes:

3 AV . A U2 A — 24 N 1 2A
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A Ay BPon) — (g ) (A3 6B7) = u (AN (7) = A
on /Tg és un vector unitari en la direccié del camp. Cal tenir present que ffg és un vector unitari real mentre que ¢

és una magnitud escalar que pot ser complexa (g3 = |gx|e®).

3.5 Energia electromagnetica

L’energia electromagnetica és la suma extesa a tot el volum:

1l 25  =- 1 1
U :/ —(ED + BH)dv = f/ (€0 B* + — B*)dv (9)
v 2 2 Jv 1o
Sabem que E = f%—‘f = - C}A /YM on 6.1 representa %. Tanmateix, sabem que B=VxA= il%\ x A= iqA(EA X /T)\)

Aleshores, obtenim una energia real a partir de camps complexos fent:

—

E*

ok 20
q A 71k,\r q)\ AO zk,\r _Q)\ dr

bjl

(10)
B* - B = (kx x A)*(kx x AY) g5
Amb la identitat vectorial (a x b)(c x d) = (ac)(bd) — (ad)(bc), tenim que |k,\ x AQ|2 = [kr[2|AQ |2 — |y - A9J2. Com
|A0 P=1i k>\ A)\ =0 (el vector k de propagacié és perpendicular al camp A) trobem que:

B*.B= \/%\|2q§q,\ = 10 €0 W3 GAG (11)

on hem considerat que ¢ = 1/(pg €0) = w§/|l§,\|2.



Amb tot aco I'energia queda:
1 e*e 9

U= 5(%\%\ +ws qﬁq,\)/eodv (12)

Anomenem I = f €odv. Si redefinim ¢ — ¢/ VT tenim

U =1 5 el adas (13)
on ¢y és una magnitud complexa depenent del temps.
Si tenim en compte que g\ = qg e~ 'rt tenim que (}Az —fwagy 1 &j\: twxqy- Per tant,
U = w3 gxax- (14)

3.6 Quantificacio

[ ] *
Per a poder procedir a la quantificacié definim les magnituds reals Qy = %(cp\ +q3) 1 P =0Q,= %((}A + &A) Tenim
que:

02 ¥ ot e o* o
2P =4, +(4,)* + 2 4, 0= —w3 g3 — w3 (¢3)* + 2 4,4»
(15)
203 = &3 + (a3)? + 2q5an
ot e
Per tant: 1(P? +w}Q3) =1 0,0\ +iudgian = U.

Reconeixem doncs I’hamiltoniana classica Hy = %Pf + %wiQi d’un oscil-lador harmonic de massa unitat i freqiiencia
wy. La corresponent quantificacié déna lloc a energies discretes Ey(v) = (v + 1/2)hwy.

L’hamiltonia mecanoquantic és doncs Hy = %Pf + %w?\Qi, on P, = —ih%. Podem doncs definit creadors i

aniquiladors? by = %(wAQA — i]SA), bj\r = %(wAQA + zf%\) de manera que:

1 - - 1.4 1,4
bibx = [P +wQ3 +iw(@x = Q)] = S[PX +w?Q} + iw(ih)] = S[PX + w*Q3 — hw] (16)
Per tant, 7:6,\ = b;\rb,\ + %hw i, amb una correccié had hoc del zero d’energies (restem %hw,\): 7%\ = bibA. La

comparacié entre Hy = bjb,\ i uyn = w? ¢k g\ sembla suggerir la identificaccié de b /b amb els operadors associats a
q/q*. Si escrivim:

1 A 1 w 7 . o
bt = — +iP)= —[—(q+¢")+—=(q+4¢ 17
ﬂ(wQ iP) \/i[\@(q q*) \/5( )] (17)
Recordem que (3: —iwq, per tant,
1 bt =w
+ _ = * — )] — q
b* = Slwlg+a") £wlg—q7)] {b_wq* (18)

Trobem doncs les correspondencies b+ — wq i b — wg*. En altres paraules, la quantificacié ens porta des de uy — Ho:
ux = WRdA O = wid @ — Ha = wlda G5 = by ba (19)

amb bf = wqy = J5(WrQx +1P) by = wgi = J5(wrQx — iPy).

2 Alternativament hom pot, abans de definir els creadors/aniquiladors, cercar un canvi de variables Qy = a& que converteix ’hamiltonia

N 2 2 2 A~ 2
enHy = — % Z—Q (f&—z-i—%w?\ a2€2, i triar a de manera que es puga treure factor comu: Z—Q = wi a?. Aleshores resulta H, = hwy[— % % +%€2] =
hw,\ﬂg. Podem definir ara creadors/aniquiladors b = %({ —ipg), bt = %(f +ip¢), amb pe = —i0/0, de manera que 7—15 —1/2=>b%b.

Aquests sén creadors aniquiladors de fotons de massa, freqiiéncia unitat, aixi com també d’un quant d’energia.



L’ona electromagnetica és una superposicié d’ones planes: A(7,t) = >, qa(t) Ax(7). La suma s’exten a totes les
freqiieéncies i totes les polaritzacions. Aleshores,

1
U= u=) (R +uiQ}) (20)
A A
Per tant, I’hamiltonia sera;
N 1 -
H:ZHA:Z§(P§+W§Q?\) (21)
A A

il'energia B =3, (vx + 1/2)hwy que redefinint el zero queda £ = ", vahwa.

La radiacié pot doncs contemplar-se con una col-leccié d’oscil-ladors harmonics. Tanmateix pot ser descrita per una
colleccié vy de particules d’energia fiwy. La transicié entre dos nivells de l'oscil-lador pot interpretar-se com la
creacié/aniquilacié d'un foté. Per aquest motiu, els operadors b = %(w@ —iP), bt = %(w@ + iP) que actuant
sobre les funcions ¥, de I'oscil-ladors harmonic canvien en una unitat el nombre quantic, b¥, o< ¥, _1,b67¥, oc ¥, 4
s’anomenen creadors i aniquiladors (de fotons).

En resum, la radiacié electromagnetica pot contemplar-se com una col-lecci6 de particules d’energia hwy, 'hamiltonia
de les quals es pot escriure H = >, b{by o també H = Y, Tiwrbx(€) Tor(£), si definim les coordenades { = /<> Q
que fan referéncia fotons de massa, freqiiéncia i energia unitat (vegeu peu de pagina anterior).



