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Ones viatgeres en una varilla homogenia i en una xarxa atomica 1D.
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La propagacié longitudinal en una varilla homogenia ve descrita per 1'’equacié de D’Alembert %T;‘ = %gzg, on la

velocitat de propagacié v = 4/ % és una constant, de manera que, com mostrem en la figura adjunta, la relacié entre
w ik éslineal (v =w/k — w = kv). En altres paraules, les ones es propaguen sense dispersié.

v

Figure 1: Propagacié en un medi homogeni. Relacié relacié w(k) lineal.

Si mirem pero lestructura microsocopica de la varilla observem que, en realitat, no és homogenia, atés que presenta
la ’granulositat’ dels seus atoms. De manera simple considerem una cadena d’atoms identics de massa m separats una
distancia a (distancia que anomenem constant de xarxa). Considerem que els atoms estan units per nuvols electronics
que es comporten com motlles elastiques de constant de forga (.
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Figure 2: Xarxa 1D. Cadena d’atoms identics de massa m separats una distancia a.

Anomenem u,, al desplacament del n-essim atom des de la corresponent posicié d’equilibri. Quan la xarxa vibra
uy, canvia de valor: u,(z,t). La for¢ca que actua en ’atom n en un instant és:

Fn = ﬁ(un-&-l _un) _ﬁ(un _un—l)
82
- maitg = ﬂ(un-‘rl + Up—1 — 2un) (1)

Comprovarem ara que u, = uge!*®n =%t on z, = an, és una solucié particular de equacié (1). Amb aquesta
finalitat substituim aquest valor en ’esmentada equacié, obtenint:

—mw?u, = pB(e* 4 e )y,
k
— —mw? = 2f(coska — 1) = —4Fsin” Ta
k
Sw = +2(8/m)V? sing (2)



En altres paraules, u, = uge’**n =« s una solucié particular de 'equacié (1) sota la restriccié expressada per

Pequacié (2). La longitud d’ona d’aquesta solucié particular és, recordem, A = 27 /k. La freqiiéncia és sempre positiva,
aleshores k estara restringida a l'interval 0 < k < 27/a. Ara be, tot i que també k > 0, sol representar-se w vs. k en
linterval —7/a < k < 7/a, com mostrem en la figura 3.
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Figure 3: Freqiiéncia w vs. k en una xarxa atomica 1D.

La figura 3 mostra que en la regié de valors petits de k (o de llarga longitud d’ona A) la xarxa atomica presenta
una relacié w(k) practicament lineal, com en la varilla homogeénia. En creixer k i fer-se la longitud d’ona A més petita,
I'ona que es propaga comenga a sentir la ’granulositat’ de la xarxa i la velocitat de propagacio passa a ser funci6 de la
freqiiéncia, fins un limit k = 27 /a, que correspon a una longitud d’ona A = a, més enlla de la qual no hi ha propagacid
(es produeix la condicié de ressonancia i 'ona viatgera és dispersada).

Calculem les velocitat de propagacié de fase vy = w/k i de grup vy = dw/dk,

o= = aomye SR, S, )
dw 1/2 _
vg = = a(B/m)Y? cos(ka/2) = ws|cos(ka/2)], (4)
1/2

on hem anomenat v; = a(8/m)"/#. Representem en la figura 4 aquestes dues velocitats en funcié de k. Si la longitud

d’ona A és gran, cosa que implica una k petita, aleshores, vy ~ v4 = vs. Es a dir, les ones es propaguen sense dispersié
per la xarxa (limit classic o regié d’homogenitat).
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Figure 4: Velocitats de fase i de grup.

La solucié general de l’equacié (1) sera doncs, amb la restriccié descrita per 'eq. (2),

Up = ZAkei(kan—ukt). (5)
k



Ones estacionaries (modes normals) en una xarxa atomica 1D.
Considerem com abans vibracions longitudinals. Recordem que el modes normals sén aquelles coordenades que fan

diagonal la matriu de segones derivades de ’energia potencial i permeten considerar el moviment oscil-latori harmonic
complex del sistema com una superposicié de moviments harmonics simples i independents.
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Figure 5: Xarxa atomica 1D i cel-la unitat (entre paréntesis).

Considerem com indica la Figura 5 una cadena quasi-infinita lineal d’atoms idéntics que es tanca sobre ella mateix
(condici6 de contorn de von Karman). L’energia potencial del sistema la podem escriure com,

oo

V(z1, 22, 22, .. Z =B(zig1 — gz (zip1 — 2)? (6)

Les primeres derivades resulten,

M)—‘

oV
o = S e — 2+ (o= 2im)] = o + 51— 220 @
I les segones,
j=i-1 -8
oV _)i=i 28 (8)
02;0%; j=i—-1 —-p
altre j 0
Aleshores la matriu de derivades segones resulta
2 -1 0 0 0 -1
-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 -1 0o ... 0
V:ﬂ . e ... ... . e ... ... . e (9)
e e e s =1 2 -1
-1 ... ... ... ... -1 2

Procedim doncs a la seua diagonalitzacié: Vv = ev que podem reescriure com (V —el)v = 0. En altres paraules,
cal fer zero el determinant [V — e1]. Estudiem casos particulars. Considerem ara per ara que § = 1 i anomenem
y =2 —e. Si el nombre d’atoms de la xarxa és N = 1, tenim simplement,

[y]=0—y=0 (10)

Si el nombre d’atoms de la xarxa és N = 2, tenim

y 1] _ 24 _
_1 y_fOHy 1=0 (11)
Si el nombre d’atoms és N = 3, )
y —1 -1
-1 y -1 |=0—=y>-3y—2=0 (12)
-1 -1 Y |

La familia de polinomis que obtenim tenen totes les seues solucions acotades en Uinterval [—2, 2]. Hom pot comprovar
(per subtitucié en els diferents polinomis que van obtenint-se com a resultat d’igualar els determinants a zero) que
aquestes solucions sén



inZCos(QW]C); i=1,2,....N (13)

Desfent el canvi y = 2 — ¢ i tenim en compte el factor 5 que multiplica, obtenim les solucions (que anomenem f3;)

iy

o
B = 2B[1 — cos( )] = 48sin”()] (14)
on hem fet 1is de la relacié trigonometrica sin? 2 = (1 — cos 2x)/2. Si anomenem w; = \/%, podem escriure que,

B o T
;=25 .2 15
wi =2()" sin( )] (15)
Finalment, tenint en compte que a = L/N, A; = L/i i que k; = 27/);, trobem la mateixa relacié w(k) que haviem
trobat en la seccié anterior: 5 I 3
w; = 2(=)1/? sin(w—g) = 2(5)Y2 sin(
m

i m

kia
=), (16)

Xarxa lineal biatomica 1D (xarxa amb base).

Considerem la cadena de molecules biatémiques que mostra la figura 6. Amb I'objecte de simplificar, assuirem que
totes les masses s6n identiques.
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Figure 6: Xarxa atomica 1D amb base i cel-la unitat (entre paréntesis).

L’energia potencial del sistema sera,

= I1 1
V= Z [252(21'71 —zim12)? + Bi(zip — zi1)* + §ﬁ2(2i+1,1 —2i2)? (17)
1

Les primeres derivades resulten,

oV
F) = 52(2’1',1 - Zi71,2) -2 - 251(2'1',2 - Zi,l) (18)
2il
2%
3 = (o(zit11 — 2i2) 2+ 261(zi2 — 2i1) (19)
Zi2
Aleshores les segons,
oV
92 = 2(B2+ 1) (20)
oV
e = 2(f2+ 1) (21)
0%V
- 25, (22)

821—1,232’1',1



0?V

82232821-71 - _2ﬁ1 (23)
0%V
822"1822"2 - _251 (24)
0?V
8Zi+17162’i72 o 72ﬂ2 (25)
donen lloc a la matriu de derivades segones
(B1 + B2) —b 0 0 0 e —[2
—f (B1 + B2) —f2 0 0 . 0
V=9 0 =02 (Br+B2) =1 O e 0 (26)
cooe —P2 (814 Po) -0
-6 —f2 (61 + B2)

que procedim a diagonalizar numericament per a valor grans del nombre N d’atoms. Els resultats indiquen que hi ha
dues regions on s’agrupen els autovalors formant dues bandes, Optica (superior) i actstica (inferior), com es pot veure
en la Figura 7.
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Figure 7: Branques Optica (superior) i acustica (inferior).



Calcul de les bandes fononiques optica i actstica 1D.

En aquesta seccié incloem una programacié (matlab) que permet obtenir numericament les bandes fononiques i
representar-les. L’output grafic d’aquest programeta el podem veure en la figura 7. El programa conté una routina
principal de calcul (figura 8) i dues auxiliars de representacié dels resultats (figura 9).

%n (nombre d'equacions) ha de ser parell per al model
% de cadena diatomica

n=250;

$constants de forcga

k1=1;k2=10;

%$construccié de la matriu

%extradiagonals
di=[ones (n-1,1);01*(-k1);
for i=2:2:n-1
di (i)=-k2;
end
ds=[0;ones (n-1,1)]1*(-kl);
for i=3:2:n-1
ds (i)=-k2;
end

%$diagonal
d= [ones(n,1)]*(kl+k2);

$boundary conditions
bi= [-kl;zeros((n-1),1)];
bs= [zeros((n-1),1);-k2];

$formacié matriu sparse
M=spdiags ([bi di d ds bs], [-(n-1),-1,0,1, (n-1)],n,n);

$formacio matriu full
MM=full (M) ;

%diagonalitzacid
[evec,eval]=eig (MM) ;

%dibuixa autovalors (bandes acUstica i optica)
omega=real (sqrt (diag(eval)));
if kl==k2
pintal
else
pinta2
end

Figure 8: Programa matlab per al calcul de les bandes fononiques optica i acistica 1D.

o

% pintal: wuna unica constant
omegal=sort (omega) ;
omegalb=sort (omegal* (-1))* (-1);
tot=[omegalb;omegal];
abcis=zeros(n,1);

for i=1:2*n

abcis (i)=-pi/2+(i-1)*pi/ (2*n-1);

end
plot (abcis, tot,'.");
% pinta2: dues constants diferents

omegal=sort (omega) ;
omegal=omegal (1l:n/2) ;
omega2=omegal (n/2+1:n);
omegalb=sort (omega2* (-1))* (-1);
omegalb=sort (omegal* (-1))* (-1);
inf=[omegalb;omegall];
sup=[omega?2;omegalb];
aux=[sup,inf];
abcis=zeros(n,1);
for i=l:n

abcis (i)=-pi/2+(i-1) *pi/ (n-1);
end
plot (abcis,aux,'.");

Figure 9: Programa matlab per a la representacié de les bandes fononiques optica i acistica 1D.



Quantificacié: I’Hamiltonia fononic.

L’energia d’un sistema de N particules en coordenades cartesianes és suma d’energia cinética i potencial:

N .
Zi V(75 .. TN, (27)
e . d
on amb r signifiquem %;.
Fem un canvi de variable: anomenem genericament ¢; (i = 1,2,...,3N) les coordenades ¢; = /m;(0; — o)), ambo; =

A, L R . i - :
z,y,2 i 0) la corresponent coordenada en la posicié d’equilibri nuclear. Reescrivim I'equacié (27

3N
1 L]
E:Ziq? +V(q17QZ’.,q3N). (28)
i=1
Desenvolupem V (g1, ...,qsn) en serie de Taylor fins al terme quadratic:

3N

Vg, ....asn) = V(0) +Z(8V> Z(@qlaqj> qi q;- (29)

Definim 'origen d’energies de manera que el minim de V, i.e. V(0), siga zero. A la vegada, la condicié de minim de

V(q) en les coordenades d’equilibri fa que (g—(‘;) = 0. Anomenem V;; =V;; = (0‘32{1 j) . L’energia, equaci6 (28),
i/0 943 ) o

amb el potencial harmonic (29) resulta, doncs, expressable en la forma:

3N

E= Zl 2 +5 ZVZJ(]ZQJ (30)

Com que la matriu de constants de forca (V;;) és simetrica, podra haver-hi una rotacié dels eixos de coordenades
(transformacié ortogonal de coordenades) amb la qual aquesta matriu resulte diagonal. Anomenem © la matriu
ortogonal que transforma les coordenades ¢;, les quals agrupem en un vector columna q, en unes noves coordenades
Q;, que agrupem en el vector columna Q:

Q=06aqg (31)

Si derivem (31) respecte del temps, com que la matriu de transformacié de coordenades no és cap funcié del temps,
tenim que:

Q=0 q. (32)
La condicié d’ortogonalitat de @, (@~ = @%), implica que:

Pe'=0'0=1 (33)

Si expressem 'energia, equacié (30), en forma matricial:

2F =q'q +q' Vaq, (34)

i, seguidament, apliquem ’ortogonalitzacié, tenim:
2F = q'©'© q+¢'0'0Ve'aq (35)
- Q'Q+Q'AQ, (36)

on A és la matriu diagonal ® V @¢, transformada de V.
Com que si O VO! = A = VO! = AO!, podem afirmar que els elements diagonals de A sén els autovalors de V,
mentre que les columnes de ®¢ sén els autovectors.



S’anomenen modes normals les coordenades @; que permeten escriure I'energia, equacié (36), d’aquesta forma tan
senzilla. Si efectuem les multiplicacions de matrius l'equacié (36) queda:

SN e 3N 3N
E= Z(i Q7 + §Az‘ Q) = ZH’L(QZ) = ZEz (37)

Concloem que aquestes coordenades permeten separar 1’energia com a suma d’energies de cada mode normal i consid-
erar el sistema com una superposicié d’oscil-ladors.

La corresponent hamiltonia menacoquantics sera doncs suma d’operadors associats a oscil-ladors harmonics de
massa unitat i freqiiencia w; = vA;

- 1. 1
Fo= S P2 + 502QR (39)
2 2
Si escrivim els creadors i aniquiladors associats a aquest oscil-lador,
1 . 1 .
+ 0. L+ iP: - 0. —iP.
a; = T%(WJQJ +iPj) aj = e, (w;Q; — i) (39)

trobem que 7:(j = (ajaj +1/2). Si redefinim el zero d’energia podem fer desapareixer la constant 1/2, de manera que
I’hamiltonia del sistema queda reduit a:

H=3afq (40)
J

. . AN R » 1. 1 »
Es costum redefinir les coordenades g; = \/%Qj ip; = —zha—qj de maera que H; = hw; (§p? + quz») = hw; He.
Definim aleshores uns nous creadors i aniquiladors aj-' = %(qj +1ip;), aj = %(qj —ip;), de manera que finalment

H= > hw; aj a;.





