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1 Particula en un camp magnetic homogeni

Si una particula es mou sota l’accié d’un potencial periodic V(x) = V(z + a) i volem integrar 1'equacié d’autovalors
~ ~ A2

associada H¥ = eV, amb H = 2~ +V(x), ens trobem que el domini de ¥ és infinit, i caldria doncs integrar aquest do-

mini. Ara be, la simetria (translacional) del problema fa que I’hamiltonia commute amb el generador de translacions!

~ iab d_ s s . J .
T, = e " = ¢ %iz. La comprobacié és immediata: com resulta que V(z) = V(x + a), aleshores és immediat que

[Ta, V(z)] =0 ja que rf’aV(x)f(x) =V@—-—a)f(x—a)=V(x)f(x —a) = V(x)Taf(a:) Analogament, [ﬁ e~tP] = 0,

2m?
perqué p? commuta amb p” per a qualsevol n. Per tant, concloem que [T}, H] = 0.

Com els operadors commuten, puc trobar un conjunt complet de funcions propies comunes. Les funcions de Bloch,
Up(z) = u(z) e™ amb u(z) = u(z + a), sén propies de T,: T,V (z) = Up(x — a) = u(z) eFTe~ha = e~ikag, (1),
Cal adonar-se que l'etiqueta k de les funcions de Bloch esta definida en un interval finit de la recta real. Es a dir,
k és continua pero estd acotada. Aixi, si k = k; = 0 aleshores, Ta\I/kl () = Wy, perd si k = ko = 27/a, de nou
Ta\I/;~C2 (x) = e_i%rallllw = Wy,. Per tant, k1 i k2 sén equivalents i etiqueten la mateixa representacié del grup de
translacions (i.e. etiqueten la mateixa simetria). Es costum triar Uinterval k € -2, =]

’a

Les funcions de Bloch també sén propies de H. En efecte, com que: % [u(:c) e““] = (ji—g + k2 u) ek tenim que:

Hu(x) ™™ = (_27:71 ddz;(;:) + k*u(x) + V(z) u(x)) et = Fu(z)e*® (1)
sempre que u(x) siga tal que: )
" d?u(z) ) _
o di? + (V(x) + k%)u(z) = Fu(x) (2)
E E E

on, recordem, u(x) = u(z + a).

Veiem en aquesta equacié 'aparicié de bandes d’energia.

Si fem £ = 0 (i.e., ens ubiquem al centre de la cela
[-Z,Z]) trobem una serie d’autovalors i autovectors

a’

{En,0,Un,o}, soluci6 de

N

2 72
T v @ule) = Bulx) 3)
LA}; T % L
=t =3 . amb la condicié frontera u(z) = u(z + a).

Figure 1: Bandes(E, vs. k) representades en la zona ex- Per a cada autovalor, s’obri una banda parabolica E, (k),

. . : 2 ) : 2 : .
tesa, bandes representades en la zona reduida i espectre solucié de Iequacié 2, associada per tant a autofuncions
energetic que difereixen de u(z) en una fase (vegeu figura 1).

1Es immediat comprovar que T f(z) = f(z — a). Es deixa aquesta comprovacié com un exercici per al lector.



En el cas bidimensional, en que la periodicitat la marquen dos vectors a i b, tenim que [T W T »] = 0 (les translacions
commuten entre si) i, a més, commuten amb ’hamiltonia. Per aquest motiu, les solucions de ’hamiltonia 2D (6
3D) sén també funcions de Bloch i sempre puc intergrar el sistema en la cel-la unitat, aplicant condicions frontera
periodiques.

Considerem ara un gas homogeni 2D i que, en lloc d’aplicar un potencial periodic espacial, apliquem un camp magnetic
homogeni axial B = Bk. La presencia del camp axial, malgrat que a primera vista puga semblar que no trenca
Phomogeneitat de l'espai 2D, realment si que ho fa (malgrat ser homogeni), atés que la preséncia de camp axial
implica 'existéncia de forces en el planol 2D en que es mouen les particules carregades.

Vol dir ago que no podre trobar autofuncions tipus Bloch?

Si tenim en compte que la for¢a (anomenada de Lorentz)
provoca que les particules efectuen orbites circulars (vegeu
figura 2) podriem penssar que la translacid del centre de les
orbites ens porta a configuracions equivalents. Dit d'una
altra forma, si tenim un gas electronic 2D, I'aplicacié del
camp magnetic axial homogeni genera orbites al voltant
de qualsevol punt de 'espai (veeu figura 2b).

A Tl'apartat segiient introduirem el concepte de magne-
totranslacié que permetra definir amb precisié la simetria
en presencia de camp i la possibilitat que, en determi-
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Figure 2: (a) Orbita de la particula carregada que és mou
amb una velociatat v causada per un camp magnetic ho-
mogeni axial. (b) Orbites en el planol.

nades circumpstancies, les autofuncions dels sistemes 2D
penetrats per un camp magnetic axial homogeni siguen
funcions tipus Bloch.

2 Magnetotranslacions

Ens limitarem, en tot allo que segueix, a ’anomenat gauge o contrast simetric per al potencial vector A,

1

B
Az—irXB:§(—y,x,O), (4)

encara que part dels resultats que trobarem sén independents del gauge usat. Recordem que aquest potencial vector
t¢ la propietat que V- A = 0, cosa que és immediat de comprovar. Recordem també que, en presencia de camp,
H=2(p+A)?+V(2).

2m
Comencem constatant que l'operador (p + A) commuta amb (p — A):
Per tant, també [(p + A)?,p — A] = 0. En efecte, anomenant I = p £ A, tenim que [II3,11_] = II I, 1T —
II_TI 11, = 0 perque [II4,II_] = 0.

Analogament, [(p +A)2 exp|—irg- (p— A)]] = 0. En efecte,

[Hiexp[—i ro-I_]] = Z [Hi, (=)™ (ro - II_)"] =0

n

(6)
perque els operadors commuten component a component.

Aleshores, hem trobat que 'operador T, (ro) = exp [—irg - (p — A)] commuta amb Poperador energia cinética —(p+

A)?. Anomenem aquest operador magnetotranslacié. La magnetotranslacié efectua una translacié i afegeix una fase:?:

Tin(xo) f(r) = exp[—iro - (p — A)] f(x) = ™A e "P f(r) = '™ f(r — o) (7)

Com el sistema és 2D, hi ha dues direccions a i b per efgctuar mggnetotranslacions: Tm(Rl) i Tm(Rg) amb R{ =n;a
i R = ng b. Tot seguit comprovarem la commutacié [T),(R1), Tr (R2)].

2La commutacié e T0P giT0A — ¢iro-A c—ir0'P deriva del fet que e?FoAr—ro) — ¢iro-Alr) perque rg = (a,b,0) 1 A(r —rp) =
% (=(y — b),z — a,0). Per tant, ro - A(r —rg) =ro - A(r).



3 Commutacié de T,,(nia) i T,,(n2b)

Considerem una cel-la unitat arbitraria definida pels vectors a i b. Considerem l'accié de T,,(Ry) sobre f(r), on
R1 = nia: )
T (Ra)f(r) = ™20 f(r — Ry) (8)

L’accié posterior de T;,, (Ra) :

To(R2)Tn(R1)f(r) = Tn(Ra)e® A0 f(r — Ry)
6iR2A(r)€iR1A(r7R2)f(I‘ _ Rl _ R2)

Tenim que A(r) = A(z,y) = £(—y,2,0), per tant, A(r — R2) = Z(—(y — 2), (z — 22),0) = A(r) — A(R2).

Tr(R2)Tn(Ry) f(x) = ¢ FatRIAEmRiAR) p(p _(Ry + Ry))
e RaAR) T (R; 4+ Ry)f(r)

Per aixo escrivim T, (R2)T(R1) = 6”R1(A(R2))Tm(R1 + Rao).
Analogament, T}, (R1)T;,(Rz) = e~ R2(ARIIT (R; + Ry) i per tant,
[T (Rz), T (Ry)] = |eRrAR2) fiRzA(Rﬂ} Tn(R1+Ra2) = k T, (R1 + Ra). (9)

Si escrivim A = 1B x r, aleshores R;A(R;) = 1R;i(B x R;) = :B(R; x Ry) i, per tant,

2

k= e T R2xRa) _ o 2(RaxRa) _ 9;4ip [2(R2 X Rl)} =2i sin(%). (10)
Si el flux ¢ a través del rectangle Ray X Ry val % =qm, q € Z, els operadors T, (R1) i T),(R2) commuten. El flux en
el rectangle Ry x Ry és muiltiple del flux en la cel-la unitat a x b: ¢ = p¢.. Aleshores la condicié resulta ¢, = 2%%.

La correspondeéncia del grup de magnetotranslacions amb el grup de translacions és un a un si el camp és tal que el
flux en la cel-la unitat arbitrariament elegida és racional.

Més concretament, la translacié definida pels menors vectors en cada direccié implica R; = a i Ry = b. La com-
mutaci6 dels operadors T,,(a) i T,,(b) és possible si el flux ¢ a través del rectangle b x a val % =gqm, q € Z. El valor
més petit possible per a ¢ és la unitat, en conseqiiéncia, els operadors commuten si el flux a través del rectangle b x a
és muiltiple de 27 (un fluxd). Per tant, la cel-la unitat que defineix les magnetotranslacions és aquella per la que passa
un fluxé. Si trie aquesta cel-la (o una multiple d’aquesta) per a integrar 1’equacié d’autovalors del sistema 2D sotmés
a un camps magnetic axial, trobem que les magnetotranslacions que defineixen les condicions frontera se comporten
com les translacion i puc, per tant, integrar el sistema en aquesta cel-la, obtenint funcions tipus Bloch en aplicar les
corresponents condicions frontera magnetoperiodiques.

Finalment, fem notar que la grandaria de la cel-la unitat ve determinada per la intensitat del camp i que un canvi
d’intensitat fa canviar la grandaria d’aquesta®.

4 Significat fisic de la magnetotranslacio

Podem biseccionar el operador de magnetotranslacié en dos factors: T(R) = e~ ™®P i M(R) = ¢"RA®) | Considerem
l'accié de cada part sobre la funcié d’ona. Comengem pel més conegut de la translacié. Sabem que e~ (x) =
U(xz — a). Calculem el valor expectacié de 'operador posicié abans i despres d’aplicar aquest operador de translacié i
comparem:

o Abans: (z) = (VU(z)|z|¥(z))
e Despres: (e~ P« (x)|z|e P W(x)) = (U(x — a)|z|¥(x — a)) = (¥(2)|(z + a)|¥(z)) = (z) + a.

3Si superposem una, periodicitat espacial i una magnética, caldra definir la cel-la unitat com aquella minim comun miltiple de la cel-la
unitat espacial i la cel-la unitat magnética, d’altra forma no podriem tindre flux enter per la cel-la d’integracié a la vegada que aquesta
presentes simetria periodica espacial. Tornarem sobre aquest punt en seccions posteriors.




Podem generalitzar facilment a tres coordenades fent 1is de T(R) = e~ ‘RP,

Ara abordem l'altre operador M (R) = ¢'RA(®) Fem el cas particular M (a) = e%*.
e Abans: (p) = (¥(z)| — i-L|¥(z))

e Despres:

d .
—laﬂ?ql - axr W
e —io —)e (z)dx

/
[ wren iy [ a8 @
/ ) (2)dz + / U () ¥ () de

(@) (i) () =

= (p)+

En el cas bidimensional en que A = %(—y,x,O) tenim

v

M(a,b) = '3 (=av+b) - Aleshores comprovem que (py) — y
() +0% = pn) Aa(0,0) mentre e (5) — () =0 = N
(

py> (a’a b)a i'e'v <p> - <p> - A(R) ‘:/ TB
X b

A la vista de la figura 3 sembla que en contrarestar les

forces de Lorentz provocariem variacions de moment en el

sentit d’augment de p, i disminucié de p,, just allo que

s’ha obtingut. Figure 3: Variacié de moment que acompanya la magne-
totranslacio.

Podem obtenir una visié purament classica de la magnetotranslacié imaginat una xarxa 2D sotmesa a un camp mag-
netic axial uniform i un electré de carrega e = —1 ubicat en un punt r de la xarxa amb un moment cinematic my que
el volem traslladar a un punt equivalent r + R sense variar el seu moment cinematic (vegeu figura 4).

B Per poder fer-ho caldra proporcionar una velocitat v

en la direccié R. Caldra, a més a més, vencer la forga

o o de Lorentz e(v x B) provocada pel camp com resposta

a v oposant-li una forga en sentit contrari F = —e(v x

B) = e(‘é‘t” x B), cosa que equival imprimir un impuls

Fdt = —e(dr x B) mentre dura el recorregut R. Aquest

- impuls fard variar el moment amb una quantitat Ap =

r/ v r+R —e(R x B). Si el camp magnetic axial uniforme el repre-
F

sentem amb el gauge simetric, A = f%(r x B), 1 substi-

tuim la carrega e pel seu valor, aquesta variacié de moment

pot ser expressada en la forma Ap = —2A(R). Aleshores

tenim una situacid inicial (r,79) i una final(r + R, 7). En
Figure 4: Visié classica de la magnetotranslacié el punt r tenim que,

=p+ A(r) (11)

mentre que en r + R caldra sumar Ap al moment, de manera que

=p'+A(r +R) - 2A(R) (12)



Si fem 1s del gauge simetric, A(r + R) = A(r) + A(R), aleshores
ro = + A(r) — A(R) (13)

desde les equacions (11) i (13) concloem que ’ p=p+AR). ‘

5 Sistema periodic en presencia d’un camp magnetic axial uniform

Ens trobem en el cas d’una doble periodicitat, aquella que ve marcada per la cel-la de la xarxa espacial i la de la cel-la
magnetica. Si la periodicitat espacial i magnetica coincideixen (i.e., si per la cel-la unitat espacial penetra un o més
fluxons ¢g) no hi ha cap trencadura de simetria i resolem el problema de la xarxa espacial en presencia de camp de la
mateixa manera que en abséncia, excepte la fase en les condicions frontera. Si no és el cas (cosa que podem aconseguir
canviant el camp B) ens trobem en una doble periodicitat:

Figure 5: Doble periodicitat

Per a aproximar-nos a aquest problema, considerem un exemple 1D en que I’hamiltonia és H = % + Vi(x) + Va(x),
on Vi(x 4+ a1) = Vi(z) i Va(x + az) = Va(x) (vegeu figura 5). De la figura tenim que as < a1. Per tant, mentre que
Va(z + az) = Va(x), Vi(z +az) # V(x). Per tant, si anomenem V = Vj + V5 tenim que V(z + a3) # V(x). Tanmateix,
V(z+a1) = V(z). Es a dir, la periodicitat ve determinada per la cel-la unitat més gran. Tanmateix, si a;/as no és un
nombre racional, el sistema perd completament la simetria translacional en ser impossible trobar una cel-la definida
per un vector a de longitud el minim comun multiple de les longituds de a; i ay. Cel-la que, repetida, genera el sistema.

Imaginem que la cel-la gran a; és la cel-la magnetica asso-
A ciada amb una intensitat B de camp i que as és la cel-la
E espacial. Imaginem que desconectem el camp (fem B = 0)
pero mantenim a; com cel-la d’integracié. La cella de
la xarxa reciproca (b;) serd molt menor que bs, corre-
sponent a as, que representa la simetria en absencia de
camp. Aleshores, es produeix el fenomen del doblat de la
banda: en obligar a representar entre 0 i b; la banda que
havia d’arribar a by, aquesta apareix com superposici6 de
bandes entre les que no hi ha gap (vegeu figura 6).

\ 4 _ r K Si ara apliquem el camp i by passa a ser 'autentica cel-la
‘-J:h_'\l*ﬂa"'ﬁh b unitat de la xarxa reciproca, en els extrems k = 0i k = by
b, b es donen les condicions de difraccié (inici i final de banda).
—* z = Per tant, ’accié del camp sobre la banda en abseéncia

d’aquest és obrir minigaps en les fronteres, i.e., convertir
la banda en una col-leccié de minibandes proximes, amb
la particularitat que si el camp és tal que aj/as & Q se
trenca totalment la simetria periodica, deixa d’haver ban-
des i el problema deixa de ser resoluble aplicant condicions
frontera magnetoperiodiques en una regio finita de ’espai,
de manera que no podem trobar solucions tipus Bloch.

Figure 6: Banda extesa i doblada

Com el valor del camp B determina la periodicitat, i petites variacions de B poden produir canvis grans en la conguencia
de cel-les espacial i magnetica, la representacié de la banda vs. B sembla caotica (més precisament, sembla fractal),
com mostrem en la seccid seguent.



6 La papallona de Hofstadter

T T T En la figura mostrem ’espectre energetic d’'una xarxa bidi-
10 ] mensional quadrada travessada per un camp magnetic ax-
- - ial vs. el valor del flux que la travessa, en un interval de

ar . i fluxos entre zero i un fluxé ¢g (¢ € [0, 27]).
" 3 Com podem veure, per a ¢ = ¢/2 la banda inicial con-
arl- A tinua obri un gap generant dues bandes. Per a ¢ = ¢o/3 la
" 3 banda déna lloc a tres bandes. Per a ¢ = ¢/32, la banda
T s ol il original s’obri en multitud de minibandes. Per a ¢ = ¢q
sl Iz i = | tornem a tenir una unica banda, perque les cel-les espa-
il I L g cial i magnetica coincideixen. Per a ¢ = (2/3) ¢p tornem
e g;__ I I‘EI:i--- --=iZ §= 1 __:5 ) a trobar tres bandes com a ¢ = ¢o/3, etc. El fet que la
== b I -z forma de 'espectre vs. el flux ¢ semble una papallona fa
4k EE-_-- . i;gié‘éig;i 3 --_-Eg | que aquest s’anomene papallona de Hofstadter, en honor
e g " a D. R. Hofstadter que fou el primer en publicar aquesta
sk I:__ . . __:‘ i autoreplicacio a partir de calculs model tipus tight binding

0 13 o1, B 1 (D. R. Hofstadter, Phys. Rev. B 14(1976) 2239).

Figure 7: La papallona de Hofstadter



