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. La funcié d’ona ¥ i la funcié d’ona ¥’ = ¥ ¥, amb v una constant, representen el mateix estat. Diem que
I'equacié de Schrodinger és invariant sota una canvi global de fase a l’espai real (simetria U(1)).

Com qualsevol simetria, aquesta ha d’estar lligada amb una magnitud que se conserva (teorema de Noether).
En aquest cas, aquesta simetria va lligada amb la conservacié de la norma (apéndix 1) o consevacié del nombre
de particules.

. L’equacié de Schrodinger d’una particula carregada situada en un camp magneétic, H = ﬁ(ﬁ —eA)?, on A
és el potencial vector, és invariant sota un canvi local de la fase a l'espai real. En efecte, si fem el canvi
A = A = A+ Vy amb 7(r), aleshores ¥ = W) és solucié de I'equacié de Schrédinger associada amb el

mateix autovalor, i.e., representa el mateix estat.

Cal adonar-se que la magnitud fisica observable, el camp magnetic, B = V x A, no canvia amb el canvi
A — A+ Vv perque V x Vv = 0. Per aix0, tampoc no canvia l'estat del sistema.

. En una xarxa cristal-lina amb simetria translacional, la funcié d’ona té la forma d’ona de Bloch ¥, k(r) =
Uni(r) €%*. Doncs be, (veure apendix 2) les ones de Bloch sén invariants sota un canvi local de la fase a I'espai
reciproc (espai de moments).

Podem definir un analeg del potencial vecteor en aquest cas? Veurem que si.

. Considerem un Hamiltonia H que depen d’una serie de parametres, com ara el cas de I’'Hamiltonia electronic
molecular, el qual depén de les coordenades dels nuclis. Si efectuem un recorregut adiabatic del sistema entre
un temps ¢ = 0 i un temps t = T, seguint un cami a ’espai de parametres que torna al punt inicial, també el
sistema retorna a l’estat inicial. Aquest estat inicial pero, despres d’efectuat el recorregut, queda decrit per una
funcié ¥ que pot diferir de ¥y amb un factor de fase v(C) el qual depén del cami C' seguit. Aquesta fase v(C)
pot ser determinada a partir de 'equacié de Schrédinger ih% = H¥. Si anomenem |unr(r)) alenesim autovalor
de 'Hamitlonia Hp(r)), aquesta fase, anomenada de Berry, resulta ser (apendix 3):

C) = i a0 T} - iR = f A, -aR 1)

A la magnitud A,, se 'anomena connexié de Berry i representa ’analeg del potencial vector.

. El teorema de Stokes permet canviar la integral de linia en una de superficie:
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i definir I’analeg del camp magnetic, F,, = V x A,,, anomenat curvatura de Berry, la qual, com el camp magnétic,
té sentit fisic.

. La no existéncia de monopols magnetics comporta divergencia nul-la del camp, VB = 0, cosa que implica que
el flux net de camp magnetic a través d’una superficie tancada (superficie sense vores, com ara una esfera o
un torus) és zero. D’existir, el monopol magnetic generaria un camp B = ¢y, 5. Camp que podria derivar del

potencial vector A = ¢,, (i’(r_f;))) (és immediat comprovar-ho per substitucié en VA = B). Aquest camp podria

tindre un flux net no nul a través d’una superficie tancada (si el monopol esta situat al seu interior).



El potencial A que hem definit és singular en z = r. Ara be, el mateix camp B pot ser també generat pel
%, el qual no és singular en z = r, perd ho és en 2 = —r. Els dos potencials
vectors estan relacionats per una transformacié de gauge: A — A" = 2¢,, Vi amb ¢ = arctan £. L’existencia

d’aquesta simetria de gauge implica la quantificacié de la carrega magnetica (apendix 4).

potencial vector A" = ¢,

Un fet important a remarcar: no importa el gauge usat, el potencial vector del camp del monopol magnetic
presenta almenys una singularitat. Si no hi ha singularitat el flux net seria zero (apéndix 5).

. De manera semblant, la integral de la connexi6 de Berry A,, sobre una superficie tancada és zero excepte si A,
presenta alguna singularitat.

Adonem-nos que de la manera que ha sigut definida la connexié de Berry, A,, = i (u,r(r)|Vru,r(r)), aquesta
no esta ben definida en preséncia de degeneracié (com la connexi6 esta definida per a un estat n concret, si hi
ha degeneracié dels estats n i m, qualsevol combinacio lineal d'n i m és valida per a descriure ’estat del sistema
i la connexié queda indeterminada). L’existéncia d’alguna degeneracié a l’espai de parametres R representa una
singularitat de la connexié (un exemple podria ser una interseccié conica en el cas de l'efecte Jahn-Teller).

En el cas d’estat solid i funcions de Bloch, la fase és a I'espai reciproc 'y(k) En aquest cas, 'Hamiltonia efectiu
que actua sobre les funcions de Bloch és H (k) = ¢ He=r on [ és I'Hamiltonid que actua sobre la funcié
completa (envolupant x Bloch). La connexid i la fase de Berry resulten doncs:

A, =i (Unk(r)| Vi ung(r)) ; ~v(k) = §£CA,L -dk (3)

. Seguint amb el punt anterior, considerem el cas simple de dues bandes que poden tindre una degeneracié associada
amb algun valor k d’una zona de Brillouin bidimensional (d'una xarxa 2D, com ara el grafe). Considerem un
Hamiltonia 2 x 2 depenent de tres parametres X,Y,Z (que podem considerar-los les tres components d’un vector
R):

G (4)
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on 6(0g,0y,0,) sén les matrius de Pauli. Els autovalors d’aquest Hamiltonia sén Ey = £|R|. En el cas R =10
hi ha degeneracié. La curvatura de Berry, F,, = Vi x A,, la podem escriure (apéndix 6):
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En aquest cas, Vr(H(R)) = 6.
Si a 'hora de calcular les integrals triem els eixos de manera que 1’eix z apunte en la direccié R, aleshores H és
diagonal, els autovectors passen a ser |[+) = (1,0), |-) = (0, 1), de manera que l'accié de les matrius de Pauli
sobre aquests autovectors és: o.|+) = £|+), 0,|£) = |F), 0y|E) = £i|F). Amb tot agd trobem (apendix 7) que
(Fp)z = (Fp)y = 0, mentre que:

m{t|ox| ) {=loy|l+) _ 11
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(F). = - (6)

Si ara revertim els eixos: (F,). = 1 B Per tant,
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que representa el flux d’una carrega magnetica 1/2 a través de l'esfera de radi R.
Per tant, la connexié de Berry presenta una singularitat (que correspon a la degeneracid).

La integraci6 del flux de la curvatura de Berry F,, sobre una superficie tancada és zero si la connexié A, no
presenta cap singularitat.



9.

10.

Concepte de curvatura en un punt d’una superficie: és el producte de les dues curvatures principals k1, k2 (la
menor i major en eixe punt). En el cas d'una esfera de radi R resulta que k1 = ko = % en tots el punts.

Aleshores, K = k1Ko = % i I'integracio a tota la superficie resulta:
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on xm,m = 2. Cal afegir ac{ que x,,, no canvia encara que deformem D’esfera i la convertim en un bunyol. (aquesta
és una propietat general de topologica matematica que no demostrem, la qual pot trobar-se en qualsevol llibre de
topologia matematica). La quantitat x,, esta relacionada amb ’anomenat genus g de la superficie: x,, = 2(1—g).
El genus representa el nombre d’anses (o forats) de la superficie (zero en l’esfera, 1 en el torus, 2 en el doble
torus, etc.).

Per cert, que la zona primera de Brillouin 2D presenta una totpologia de torus atés que la periodicitat permet
identificar els dos costats opostos de la cel-la.

2D Brillouin Zone
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going straight means going around! Band structure has torus topology!

El Chern number C és I'analeg de x,, integrant la curvatura en tota la primera zona de Brillouin. Recordem
que "'Hamiltonia efectiu que actua sobre les funcions de Bloch és H k) = ekr { ek on H és "'Hamiltonia que
actua sobre la funcié completa (envolupant x Bloch). Com H (k) depén paramétricament de k, podem definir
A, (k) =i (unk(r)|Viung(r)) 1 Fp, = Vi x A, (k). La integracié de F,, sobre total la primera zona de Brillouin
potser diferent de zero si A,, presenta alguna singularitat (com ara la interseccié conica del grafée on hi ha la
degeneracid). En tal cas,

# F,(k) - dk = 27C (9)

on el Chern number C € Z.

En el cas del model de Haldane (un Hamiltonia per al grafé amb massa +M que inclou tunneling imaginari
ity entre segons veins), aquest presenta una estructura de bandes en que les degeneracions en els punts K
i K’ succeeixen a valors diferents de t5 = i%. Si integrem e.g. per a un valor ty = %, trobem que
¢ F, (k) -dk =27, ie., C =1. En el cas del grafe, (M =t = 0) hi ha degeneracions en K i K’ simultaniament,
perd en un i altre punt resulta que les curvatures tenen signes oposats donant lloc a C = 0 (apéndix 8). Per
aixo, hom parla de topologia marginal en el cas del grafe.

1 Apeéendix 1. Conservacié de la norma

La simetria en la translacié arbitraria * — x + a implica la conservacié del moment p = —id,. De manera
semblant, mostrem com la conservacié de —i0, implica la conservacié de la densitat de probabilitat. Tenim que:

Ve — ¥ (1+i6y)¥ — ¥
0y i 5 i 5y (10)

Per tant, (U] — id,|¥) = (U[P).



2 Apendix 2. Invariancia de les ones de Bloch a un canvi de fase en

Pespai k
Tenim que ¥ = We' k) = ¢ty (1)e?7(F),

Si efectuem: .
Y = [‘gvr + v(n} V= O HY = By ¥
m

comprovem que W' i ¥ corresponen al mateix estat.

3 Apeéndix 3. La fase de Berry

Escrivim U,, = e~ nt/heir(mt)y, (1) i apliquem Pequacié de Schrodinger ihW = HW:

W = B,V — WA+ ihe Ent/he (O by p ()R
HU = e Ent/hey(m) By, p(r) = E, U

Per tant, 4 =i e Fnt/Me V("D pu, p(r) R

Multiplicant ara per ¥* i integrant sobre r trobem: 4 = i (un(r)|V g unr(r)) R

o, el que és el mateix,

1C) = yﬁc i (e (P)|V 1 (1) - R

4 Apendix 4. Quantificacié de la carrega magnetica

(13)

Considerem el potencial vector A" = A+ VA, amb A = 2¢,, arctan £. En usar A’ en lloc d'utilitzar A s’afegeix
una fase e’ a la funcié d’ona. Ateés que I’arc que té una tangent y/x és a o o+ nm amb n € Z (dit d’una altra
manera: « i a + n27 és el mateix punt), necessariament e?29"™ ha de ser la unitat per a quasevol n € Z, cosa

que implica que també g, € Z.

5 Apendix 5. El potencial vector del monopol magnetic ha de tenir

singularitats
Considerem una esfera amb el monopol al centre. Con-

siderem que C representa ’equador d’aquesta esfera i
calculem el flux pel casquet nord més el flux pel casquet

sud:
#Bds = / BdS+// BdS
D+ Do

I’equador C' en sentit contrari.

yi Adl + 5150 A(=df)=0 (14) La figura mostra com en una integracié i altra es recorre

L’inica manera de tenir flux diferent de zero és que A tinga una singularitat. Aleshores, el potencial vector a

I'equador (on fem la circulacid) és una funcié multievaluada. Pot ser A = % oA =

podem fer s del potencial vector per calcular el flux. Hem de fer s del propi camp:

(y,—,0)
7.2

. Per tant no
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# BdS = # qmr%dS - / / o 50 0dOdD = A7 gy £ 0 (15)
0 0

6 Apendix 6. Deduccié de I’'eq. 5

Partim de que 7, (C) = ¢, i (unr(r)|VrRUunr(r)) - dR que el teorema de Stokes tranforma en:

’Vn(C) = //CZVR X <’LLnR(7")|VR unR(T‘)> -dS (16)

La primera cosa a constatar és que (u|Vu) és imaginari pur, atés que (uju) = 1 i, per tant, V(ulu) = 0.
Com (Vulu) + (u|Vu) = (a + ib) + (a + ib)* = 2a, tenim que a = 0 i, per tant, (Vul|u) = ib. Aleshores,
i (u|Vu) = =Im({u|Vu)).

Ara calculem:

7 7 k
VX (u|Vu) = | 9, 8, d. (17)
(ulOzu)  (uldyu)  (uld-u)
Per exemple, (V x (u|Vu)); = (Oyu|0,u) — (0,u|0yu).
Tenim en compte que:
7 7 k )
(Opu|  (Oyul  (O.u|| = V((Oyu|0u) — (O.ulOyu)) +7(...) +Ek(...) (18)
|0zu)  |Oyu) |0-u)

podem finalment escriure que: V x (u|Vu) = (Vu| x |Vu).

Com ) [v){v| =11 (u|Vu) és imaginari pur, el producte (Vu|u)(u|Vu) és real (no té part imaginaria) i podem
escriure que:

n(C) = —Im//dS D (Vita|tm) X (| Vuy) (19)
m##n
perque (Vu| x |Vu) =3 (Vulv)(v] x Vu) =3 (Vulv) x (v|Vu) i excloem el terme u = v perqué no té part
imaginaria.

Per una altra banda, VH|u) = V(H)|u) + H|Vu). Per tant, (v|VHu) = E,(v|Vu) = (0|V(H)u) + E,(v|Vu)

— (Ey — Ey)(v|Vu) = (v|V(H)|u). Per tant,

1nl(C) = // V,(R)dS (20)
amb . R
unV H Um umV H Uy
V"<R>Imr§f ) T o

7 Apendix 7

Cal parar atenci6 al producte vectorial de vectors complexos.
En el nostre cas, vy = (+|6|—) = (1, —4,0), vo = (—|6]|+) = (1,4,0) i (E, — Ep)? = 4R%. Tenim que :

o x vy = [(1,0,0) —i(0,1,0)] x [(1,0,0) +i(0,1,0)
— (1,0,0) x (1,0,0) + (0,1,0) x (0,1,0) — i (0,1,0) x (1,0,0) +i (1,0,0) x (0,1,0)
— 2i(0,0,1) (22)

Per tant, (F),), = (F,)y =0, Im(F,), = %%



8 Apeéndix 8: Flux total nul en la primera zona de Brillouin del grafe

Els vectors unitat de la xarxa directa del grafe sén a; = a(v/3/2,—1/2), az = a(0,1), on a és la constant de
cella. Per tant, els de la xarxa reciproca sén by = (2r/a)(2/v/3,0), by = (27/a)(1/+/3,1). Els punts K i K’
tenen coordenades K = (2/3)(b; + bz), K’ = (1/3)(by + ba).

[’Hamiltonia TB a primers veins del grafe té els elements de matriu diagonals Hy; = Hsz = 0 per eleccié de
lorigen d’energies zero si k = 0. Els extradiagonals sén:

Hyp = H3, = Zeik'R<X1|ﬁ\X2R> = <X1|ff|X2>(1 + elkar | pmika)
R

on anomenarem t a la integral (x1|H|x2).

En les rodalies de K tenim que:

, 4 , . 4 1 3
cikar _ jiKaiqar 4 6—1277/3(1 +iq-a)) = 6_12”/3(1 +1 G50 +igya g)
Per fer la darrera substitucié assumim un sistema coordinat cartesia especific on representar el vector q. Com
a; i ap sén unitaris perd no ortogonals, triem l'eix 2 al llarg del vector suma & = a; + as = (v/3/2,1/2), que
resulta normalitzat, mentre que 'eix y el triem al llarg del vector resta a; —as = (v/3/2, —3/2), que en no tindre
norma unitat, cal normalitzar: § = (1/2, —+/3/2). Aleshores escrivim q = ¢4 + qyy-

De manera semblant calculem e*¥22, cosa que permet escriure Hqg = \/‘Z’at (g —igqy) = hvp q_. En les rodalies

de K’, el mateix procediment déna lloc a Hiy = — ‘/gat (¢z +iqy) = —hvr qy. En conseqiiencia, en les rodalies
de K,

B 0 ¢\ _ 0 k- _ 0 e
H = wa (q+ 0) = vy (k+ O) = Ufk? (em 0 ) (23)

1 e~ i? 1 —e
amb autovectors vy = 7 1) v2 = s L .

Al voltant de K’ tenim que:

r_ 0 et
H = vk <ei¢ 0 (24)
) __ ot
r_ 1 € r_ 1 (€
amb autovectors v] = 7 ( 1 ), 2= ( 1 )
En coordenades polars, V = (9, 19,) i la connexié de Berry en les rodalies de K resulta: Ay = —i (v1]0)|v1) =0,

Ay = —1 (v1]04|v1) = —5%. En les rodalies de K’ trobem A} =0, A/, = 7.
Les curvatures respectives F = V x A = (0 Ay — 195Ax) resulten F = 5 i F' = — 515, Per aixo [|,, Fdk = 0.

En la figura mostrem la curvatura en la cella unitat de la xarxa reciproca (1BZ) del grafe. Observem que,
tinicament té un valor apreciable al voltant dels punts K, on és positiva (31z), o de K’ on és negativa (—31z).




