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1 Introduccié

D’acord amb la teoria de bandes, els aillants se defineixen com aquells materials que presenten un gap entre
la valencia ocupada i la conduccié vacant, mentre que els conductors no presenten gap (bé perque la darrera
banda esta semi-ocupada o perque les bandes de conduccié i valéncia solapen).

L’any 2006 se van observar propietats electromagnetiques inusuals en un quantum well de HgTe amb bar-
reres de C'dTe:[1] aquest pou quantic se comportava en bulk com un aillant pero en la superficie (interfase)
s’observava corrent electric, i.e., se comportava com un conductor. I la cosa més cridanera fou que aquest
comportament no podia explicar-se a partir de les equacions de Maxwell.

Amb anterioritat, en 1987, Franck Wilzek[2] va suggerir el possible comportament d’aquest tipus de material
i va indicar que podria explicar-se acudint a ’electrodinamica axionica que ell mateix[3] i Steven Weinberg[4]
van desenvolupar, postulant 'existéncia d’una particula, 1’axio, per poder entendre la violacié de simetries
combinades de conjugacié de carrega i paritat en les anomenades interaccions fortes.

En un paper relativament recent Qi i Zhang[5] presenten i comenten resultats experimentals on s’evidencia
que un pou quantic CdT'e|HgTe|CdTe presenta una resisteéncia quasi infinita (aillant) si 'espessor del HgT'e
és inferior a una distancia critica d ~ 6.5nm, mentre que si d > 6.5nm la resisténcia és petita i presenta els
tipics plateaux de ’efecte Hall quantic.

L’electrodinamica axionica pot interpretar aquest comportament. A tal efecte cal introduir un parametre
0, relacionat amb la fase de Berry i el Chern number. Aquest parametre, que s’anomena polaritzabilitat
magnetoelectrica, és una funcié constant a trossos (piecewise constant). Se considera § = 0 en un aillant
trivial i # = 7 en un aillant topologic amb simetria d’inversié temporal (time-reversal), com és el cas
de la sal de mercuri esmentada. L’electrodinamica axionica també permet interpretar la resposta dels
anomenats semimetals de Weyl si fem que 0(x,t) = 2b - x — 2bot[6] o, en general, 'electrodinamica de medis
magnetoelectrics.[7] Pot ser adient comentar que assumir un angle axionic 0(x,t) constant, en lloc de ser
un camp funcié de les coordenades i el temps, assegura la preservacié de la simetria translacional espacial i
temporal.[§]



2 Electrodinamica en un medi ¢

L’electromagnetisme en medis materials ve descrit per les equacions de Maxwell, que en forma diferencial i
a.u., son:

V -D =4np (Lleide Gauss) V xE = —%%—? (Llei de Faraday)

V-B=0 (Llei de Gauss per al magnetisme) V x H = %%—? + 423 (Lleid’ Ampere)

conjuntament amb les relacions de D, H en termes de E, B, que en medis lineals és simplement D = €E,
H = %, amb ¢, p la constant dielectrica i permeabilitat magnetica del medi. Per a materials isotrops € i
1 s6n constants, mentre que en materials anisotrops sén tensors que eventualment poden ser funcié de les
coordenades i el temps.

En el cas de medis topologics, on hi ha efectes magnetoelectrics, el vector desplacament D es veu influit per
la induccié magnetica B. De manera semblant, la intensitat H de camp magnetic es veu influenciada pel
camp electric. En conseqiiéncia, les relacions D = €E, B = yH ha de modificar-se:

0 B 6

D=cE- B H=-+2E

T 7 T
amb « = 1/137 (adimensional) la constant d’estructura fina i # un parametre adicional del medi que podem
considerar al mateix nivell que la permitivitat € o la permeabilitat u. Per a medis ordinaris # = 0 i recuperem
les equacions de Maxwell.

La consideracié d’aquesta modificacié en les relacions constitutives de D i H comporten la modificacié de
dues de les quatre lleis de Maxwell, com mostrarem despres. Pero abans farem una pinzellada sobre I'aparicid
natural d’aquest terme extra en 'electromagnetisme. A tal efecte recorde que I’energia electromagnética pot
ser expressada en la forma:

1 1 1
W=_(E-D+B-H)=_(eE*+ -B?
5(B-D+B-H) = (cE? 4 - B?)
mentre que la Lagrangiana és:[9]
11
2p
A partir d’aquesta Lagrangiana, a través de les equacions variacionals d’Euler-Lagrange se poden deduir les
equacions de Maxwell (veure e.g. Civelek et al.[10]).

1
L= ieEQ— B?

Observem que la lagrangiana és quadratica respecte del camp electromagnetic. Aleshores F. Wilczek[2] fa
notar que exiteix un terme quadratic addicional del camp electromagnetic que la Lagangiana anterior no
inclou:

AL=xk0E-B

i, amb ’addicié d’aquest terme, obté les equacions del que hom anomena electrodinamica axionica. Nosaltres
aci, pero, seguirem un cami menys elegant perd més senzill: incorporarem, com haviem avancgat ades, les
relacions constitutives de D i H en un medi amb 6 # 0. Tornem sobre les equacions de Maxwell:



V. -D =d4mp (canvia per canviar D) (1)
10B
V xE = o (no canvia) (2)
V-B=0 (no canvia) (3)
10D 4
VxH=-2"4+"T3 (canvia per canviar HiD) (4)
c Ot c
Afegim les relacions constitutives:
p-E-"8 (5)
i
B ¢
H=—+F (6)
poom

Des de les equacions (1), (5) escrivim V - (¢E) = 4mp + & V - (6B), que tenint en compte la divergencia
nul-la de B, eq. (2), reescrivim finalment ’eq. (1) en la forma:

V. (EB)—arp+ V0. B (7)
T

Analogament, des de les equacions (4), (5) i (6) escrivim:
1 10(eE) 4rw la 9(6B) «

-B)— - =—J-—-—————— E
vx(u ) c Ot cJ cm Ot WVX(Q)

Efectuem les derivades dels dos darrers termes:

la 0(B) « _ la (00 0B a
Q 10B a (106

El primer parentesi de la darrera equaci6 és zero en virtut de 1’eq (3). Per tant, I'eq (4) se transforma en:

1 10(eE) 4rm 1a0f e

Les noves equacions (7) i (8), que reemplacen les egs. (1) i (4), suggereixen definir, des de (7) la carrega
efectiva pg:

0
drpy = Y0 B, py = —5V0-B (9)
T 4

i des de (8) la densitat de carrega efectiva Jy:

4 o 100 « 00
CJQ—W<—CatB—v0><E)—>J9—4W2(—(%B—CVME) (10)

Fem notar que si § = 0 aleshores les equacions (7) i (8) tornen a ser (1) i (4). Tanmateix, si 6 és una
constant, independent de les coordenades i el temps, aleshores pg = Jg = 0 i recuperem de nou les equacions



de Maxwell.

Hem dit més amunt que en el buit i en un aillant ordinari # = 0, mentre que # = 7 en el cas d’un aillant
topologic amb simetria de time reversal. Per tant, 6 és una funcié constant a trossos (vegeu figura)

Si 0(z) és una funcié escald, aleshores VO = 7d(zp)n, on n és un vector unitari en la direccié z 1 §(zg) és
el delta de Dirac (vegeu la nota [11]). En conseqiiéncia, des de 'eq. (10), com 6 no és funcié del temps,
trobem

cx

ng—ﬂé(zo)an (11)
Analogament, des de 'eq. (9) trobem:
=~ 5(z)n-B (12)
po = 4 “n

Doncs bé, aquest conjunt d’equacions (7), (2), (3), (8) sén les que introdueix F. Wilczek[2] per definir
Ielectrodinamica axionica i sén emprades majoritariament (veure e.g. [12] (equacié 39), [8] (equacié 68)).
Tanmateix, Luca Visinelli[13] puntualitza que quan un pseudo-escalar § = #(x) s’introdueix en la teoria de
Maxwell les invariancies d’aquestes equacions sota rotacions que mesclen camps electric i magneétic,

E’\ [ cos§ siné\ (E
(B’) a <—sin§ cosf) <B>

se trenca. Argumenta indicant que la interaccié axionica sols modifica dues de les quatre equacions de
Maxwell. Aquest autor obté unes noves equacions de Maxwell en presencia de camp axionic amb el requeri-
ment addicional que camp magneétic i electric donen compliment a la rotacié anterior per a un valor arbitrari
de £ (eq. 26 en [13], en les que també les equacions (2), (3) queden modificades).[14]

3 Carregues d’imatge en aillants topologics

3.1 Condicions frontera en la interfase amb un aillant topologic

A la secci6 segon de I’Apendix 1 s’obtenen les condicions frontera per al desplacament eléctric D i la intensitat
H de camp magnetic en electrostatica i magnetostatica (i.e., camps independents del temps). En particular,
Dy, = Dy, 40, on implicitament considerem que la frontera on hi ha la carrega superficial lliure és el medi
1. En una interfase entre aillants ordinaris no hi ha carrega lliure i per tant ¢ = 0. Si considerem que el
medi de ’esquerra o medi 1 és ordinari i el de la dreta o medi 2 és topologic, sobre el segon és on hi ha la
densitat que, d’acord amb I'eq. (12), val 0 = £ n- B (notem que la direccié de B, determina el signe de
o). Per tant, anomenant B, = B,(z = 0), la condicié frontera la podem reescriure en la forma:

€1E1J_ = EQEQJ_ + ozBZ (13)



La segon condicié Hy = Hy + %Js , amb un corrent segons l'eq. (11) J; = —9*n x E, resulta:

1 1

—B{ = —By — aE (14)
1| 2|l Il

M1 12

on E| = Ej(z,y,0) (perqueé hem assumit una interfase a z = 0).

3.2 Imatges generades per una carrega situada prop de la interfase aillant ordinari -
aillant topologic

Considerem que, excepte a la interfase, no hi ha carregues ni corrents i a més considerem un problema estatic
i.e., sense dependencia temporal de la induccié magnetica B ni del camp electric E. Per tant, excepte a la
interfase, les equacions (1), (2), (3), (4) de Maxwell esdevenen simplement V-D =0, V-B=0, VXE =0
i VxH=0. Ara bé, si el rotacional d’'un camp vectorial és zero, vol dir que aquest camp vectorial es

pot escriure com el gradient d’un camp escalar. Per tant, des de V x E = 0 concloem que E = —VV.
Per una altra banda, si V x H = 0, des de 'equaci6 constituent (6), se segueix que V X (% + %‘E) =0
1, en conseqiiéncia, % + %aE = —VW o, equivalentment, B = —V [u (W — %V)] = —VU. Per tant,

podem definir potencials eléctrics i magnétics, d’on determinar els camps mitjancant el calcul dels gradients
i canviant el signe.
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Considerem una carrega electrica @ situada en la posici6 (0,0,a) d’un medi ordinari amb constants €1, i
separat d’un aillant topologic amb constants €z, 2, @ (els valors de 6 sén zero en 'aillant ordinari i 7 en el
topologic). Considerem que la frontera esta en z = 0. El metode d’imatges (vegeu apendix 1) ens diu que per
calcular el potencial en la zona ordinaria (zona 1, z > 0) cal afegir una carrega ficticia en la posicié (0,0, —a)
i per calcular en la zona de laillant topologic (zona 2, z < 0) cal afegir la carrega ficticia en (0,0,a). En
la interfase si apliquem un camp magnetic, que no és el cas, se generen carregues superficials o = ;-n-B
i si apliquem un camp electric, que si que és el cas quan afegim la carrega, se generen corrents superficials
Js = —7> n X E, que, en particular, la simetria axial del camp electric de la carrega afegida i la férmula de
Js ens fa concloure que es generen corrents circulars al voltant de I'eix que uneix carrega i interfase (vegeu
Figura).

—
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Aquest corrent és generat per la carrega @) situada en z > 0 i provoca a 'altra banda de la interfase, z < 0,
un camp magnetic proporcional al camp electric de la carrega (), el mateix camp magnetic que generaria un
monopol magnetic p situat en una posicié (0,0,b), en la mateixa vertical que 'esmentada carrega. Tanma-
teix, també genera en la zona z > 0 un altre camp magnetic també proporcional al camp electric, el mateix
camp magnetic que generaria un monopol magnetic p situat, per raons de simetria, en una posicié (0,0, —b).
La intensitat del camp és proporcional al camp electric i, per tant proporcional a 5, que és precisament el
camp del monopol magnetic.

Els potencial electric i magnetics en una i altra zona, d’acord amb el metode d’imatges (apendix 1), sén:

1

V(z,z2>0)= e (Cj/_ela)2}1/2 2 (z({i— a)2]1/2 (15)
V(z,z<0)= o (Cj/—qa)ﬂl/? 2+ (zq_ a)2]1/2 (16)
U,z > 0) = o (zpjr SRR (17)
U,z < 0) = (sz_ R (18)
La continuitat de B, = —%—g a través de la frontera obliga a que la derivada respecte z de U definida en la

zona z > 01 en la zona z < 0 siguen iguals en z = 0:

(2 b)
22 + (/2 b)2]3/2

4y
P 0 = P2
(22 + (% )]/

La continuitat en z = 0 de D, eq. (13), e1E1, = e2Es; + aB, amb B, = —(%—g)o, E, = —(8—‘;)0, déna
lloc a:2
0 0 0 0
Qo . (Hha I RN e RN ety
0 0 = 0 0
€132 + (7= a)2]3/2 (22 + (Z+ a)2]3/2 €132 + (7= a)2]3/2 (22 + (27— a)2]3/2
(/9r b)
+ap1 o
|22 + (% b)?]3/2
€2 (—a) aq B b
- Q- g) (22 +a2]32 ' [22 + 232 (e1+e) = 22 + b2]3/2 apy Vo
-
—>Q(62_61)+(61+€2)q = ap— plzgﬂng(el—{—eQ) (19)
€1 « €1 «

1La falta de simetria del cam magnétic (i qualsevol vector axil) respecte un planol horitzontal ens fa escriure pi i p2, tot
esperant que p; i p2 siguen iguals, excepte el signe.

2En la derivacié hem calculat B, a partir de la derivada en z = 0 del potencial U(z > 0). La derivada potencial de U(z < 0)
en z = 0 déna exactament el mateix resultat perque el canvi de signe de la carrega de monopol i de la posicié del monopol, +b
en el potencial magnetic d’una i altra zona se compensen.



La continuitat en z = 0 del vector Hj, eq. (14)

7B = 5;Bay — aBj, amb py =

)2—0, trobem que, a z = 0:

Q —r —x
@ (61 [22 (_1_ a2)]3/2 ta [22 :_ a2)]3/2>

o
. AV (2>0 AV (2<0
Ej| = —(35):=0, i que (PG70). o = (P50
1 zp _ 1 z(=p)
P CER P PR
11 Q
—+—)pp = —a(—+¢q
(M1 M2) ! (61 )
. «
p1=—73 1
T

Combinant les equacions (19) i (20) trobem que:

Qea— _
5626161 + %(61 + 62) — _

Q [ e2—a a €1te2 a _
—>61( a +1+1)+q( o +1+1>—0
I I

Substituint g, eq. (21), en 'eq. (20) i anomenant M =

E + 17’ trobem que:

_ Q Q (M)(e1—e2)—a?\ _ Q (e1—e2)—c?/M
n=—5 (&t emnate—a) = i & U+ ereyrazar)
_ o Q(eﬁ-eg)—&-oﬁ/M—l—(el —e2)—a?/M aQ €1
T Moaea (e1+e2)+a? /M T a M(erter)+a?

2Q

— P11 = —« 1
(/'Ll

- + 1)(€1+€2)+a2

12

—p2, B = —(%¥).-0,

(21)

(22)

Les egs. (21) i (22) ens proporcionen la carrega i monopol induits per @ en la interfase entre I’aillant ordinari

i 'aillant topologic.?

3.3 Imatges generades per un monopol magnetic situat prop de la interfase aillant

ordinari - aillant topologic

No entrem aci a considerar I'existéncia real o no del monopol magnetic. En tot cas, dos monopols a una
distancia definida formen un dipol, que és segur que té existencia real. Per tant, en tot cas, la imatge del

monopol pot servir per calcular les imatges de multipols aprofitant el principi de superposicié.

3L’eq. (21) coincideix amb Teq. 3.2 i la (22) amb la 3b de [15], si 1dent1ﬁquem a? amb 4P#a? i tenim en compte que,
compodem llegir en la pag. 1185 d’aquest paper, Ps = 1 3, 1 per tant, 4P? = 1.



Hem comentat adés que una carrega electrica en les rodalies d’una interfase amb un aillant topologic, situ-
ada en zp, crea un cap electric que genera un corrent superficial, eq. (11), Jg = —26(20)n x E equivalent
al que genera un monopol magnetic simetricament situat respecte de la carrega electrica amb una carrega

magnetica, eq. (22), p = _(L+L)?z+52)+a2 Q.
n1 " pg

De manera semblant, un monopol magnetic en les rodalies d’una interfase amb un aillant topologic, situat
en zp, crea un camp magnetic B el qual genera una densitat superficial de carrega, eq. (12), pp = £ §(20) n-B.

Ates que el monopol genera un camp radial (com el camp electric que genera una carrega o monopol electric,
vegeu Figura), la densitat de carrega induida pel monopol magnetic generara un potencial electric igual al
d’una carrega electrica ¢ situada en la posicié que determina el metode d’imatges.

p

De manera analoga a les imatges d’una carrega electrica, un monopol magnetic P genera un potencials
electric (V') 1 magnetic (U) donat per:

Ui(z,z > 0) = = (’:I_PG)2]1/2 G (ijr WEDE (23)
Us(z,z < 0) = o (/:1_Pa)2]1/2 + = (zpi )2]1/2 (24)
Va2 > 0) = 5 (qur R (25)
A i @“

(27)

amb les condicions frontera:

Q
8’\5

OVa ou
_ gve - 28
< >0 62<az>0+a<82>0 (2)
1
L) (00 (o) )
11 r ), M2\ 0x /), or ),
on ates que (%)0 = (%)0 i que (%>0 = (%)0, escrivim U i V sense subindexs.
(

De la primera condici6 frontera, eq. (28) trobem:

€e1gb  —eaqb w1 Pa p1p1a
[22 4+ B23/2  [22 + b2]3/2 to <[m2 T a232 + 22 +a2]3/2) Vo = H (30)
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i tornant sobre aquesta mateixa equacié amb a = b tenim:

€1g=—eq+a(umP+p) —=|qg= (p1 — 1 P) (31)

De la segon condicié frontera, eq. (29) trobem:

1 P 1 P
(#355m 25) s (e 25) s

a 22+ a2)32 " [22 + a?)3/? - ﬁ 22+ 232 7 [22 + a?)3/2 [22 + a?]3/2
1
%P+p1:mfﬂ—m—aq—%P(l—m>+m—Jh—aq:0 (32)
M1 2 2 2 M1 2
La condici6 frontera Ey| = Eq) resulta una identitat que no aporta res. Finalment la condicié By, = Bg
amb B, = —%—(ZJ déna lloc a:

PE 0 pEhe) _mPEa)  pEa)

—a a —a —a
Mlz 213/2 p21 232:/“2 232+p22 232_>H (33)

[22 + a2]3/ [x2 + a2]3/ [£2 + a2]3/ [22 + a2]3/

Combinant ara les egs. (32) i (33), tenint en compte (31), trobem:

11 o?
P(l—m>+p1<+>+ (pp—w P)=0
2 1o 2 €1 + €2

2 2
o 1 1 o
-ﬁPG—“h—m>+m<++— ):0
2 €1+ € p1 o p2 €1+ €2

1— By, o 1 _ 1 _ o
— p1 = -P 1 K2 1 E;jQ — | P1 = —U1 P #11 #12 610—;62 (34)
Lyl Lyl
M1 2 €1+€2 M1 2 €1+€2
Fixem-nos que si el medi no és topologic, aleshores &« = 0 amb la qual cosa obtenim p; = —u; P l’ﬁ;’g que
és la imatge d’un monopol en front d’un medi ordinari.
Incorporant la férmula de p; obtinguda, eq. (34) en la de la carrega ¢, eq. (31), trobem:
1 1 a?
114
1= gmP ( SR 1) (35)
T e 12 + m tara
Reescrivim les eqgs. (34) i (35) de manera més ordenada:
L L)(61 + 62) —a?
pr=—pm P H—F 5 (36)
(o + )€1 +e2) +a
2P
q=-a (37)
(i + i)(el +€e2) + o2




en perfecta analogia amb la imatge de la carrega, amb el detall que la imatge ¢ de la carrega @, eq. (21),

és proporcional a (i + i)(el — €2) mentre que la imatge p del monopol P, eq. (37), és proporcional a
( 1 1

T E)(El + €2). Constants dielectriques i permeabilitats magnetiques s’han permutat.

Exercici

Considereu una carrega situada en la zona central d’un pou quantic format per un aillant topologic envoltat
d’aillant ordinari. (a) Calculeu el potencial electric que se genera en la zona central, cas que l'aillant
de la zona centre siga ordinari, com les barreres que I’envolten. Comprova que el resultat concorda amb
les equacions (2.8) i (2.14) de Kumagai i Takagahara.[16] (b) Calculeu els potencial electrics i magnetics
considerant que l'aillant de la zona centre és topologic. Comproveu que en fer o = 0 el potencial magnetic
se fa zero i I'electric coincideix amb 'obtingut a ’apartat anterior.
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4 Apendix 1: Condicions frontera en la interfase d’aillants ordinaris

Les equacions de Maxwell en forma integral (i sistema racional MKS) sén:
[/D-dS= [[[pdv [[VXE-dS=¢§E-de=— [[PB.dS
J[B-dS=[[[V-Bdv=0 ffVdeS:fH~d£:ffJ-dS+ff%—?-dS

Si considerem independencia del temps, les dues darreres equacions que inclouen derivades temporal se
simplifiquen, de manera que les equacions de Maxwell queden en la forma

(38)

[[D-dS=[[[pdv §E-de=0 39)
[[B-dS=0 §H-de= [[J-dS
€1, M €2, M2 €1, M1 €2, H2

Dyy= Dy +0o B = £y
By = Bq) HQH = H]H +fs

En la part esquerra de la Figura mostrem un pastilla d’area AS i algada infinitesimal dzx. La integral

J[B-dS =0 la escrivim:

0= [[Bas= [[B-nds—(Bn-Bi m)AS = (B2~ By)-nAS > [Bu =By |

Analogament, [[D-dS = (Dy — D) -nAS. Per una altra banda [[[ p dv = [[[pdx AS = cAS. Per
tant,

(DQ—Dl)-n:U%’DQL:Dllﬁ-O"

En la part dreta de la figura hi ha dibuixada una circulacié en forma de rectangle de costat llarg A i costat
estret infinitesimal dx. La circulacié del camp electric 39 E - d¢ = 0 en aquest circuit queda

Analogament, § H-d¢ = (Hy — Hy) - Al. Tanmateix, [[J-dS = [J- (dz Al)T = ([ Jdz) - TAL = J,AL,
on Js representa el corrent superficial en la interfase. Aleshores:

Hy) =Hy +Js

4.1 Condicions frontera en la interfase d’aillants ordinaris en a.u.

Les equacions de Maxwell en forma diferencial i a.u. sén

V-D =4np (Lleide Gauss) VxE=-18 (Llei de Faraday)

V-B=0 (Llei de Gauss per al magnetisme)  V x H = %%—? + 423 (Lleid’ Ampere)

T

Per tant, cal afegir 47 a la condicié frontera per a D i 47 a la condicid frontera per a H:

47
’D2L2D1L+4T{'O" H2||:H1H+?JS
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5 Apendix 2: Metode d’imatges en electrostatica

Considerem una carrega () en un medi de constant dielectrica e1. La carrega () polaritza el medi. Si el medi
és infinit el resultat és que la carrega () i el medi conjuntament generen el mateix camp electric que una
carrega efectiva /€1 al buit. Si hi ha una interfase que separa dos medis de diferent polaritzabilitat, i.e., de
diferent constant dielectrica (vegeu la figura), contra la superficie del medi superior apareixen els extrems
inferiors de la darrera lamina de dipols format en aquest medi que no se compensen amb la primera lamina
de dipols que se generen en el medi inferior, ates que els medis tenen diferent polaritzabilitat. El resultat
és que la carrega () situada a una distancia a de la interfase i els dos medis generen el mateix camps que el
que generen al buit una carrega efectiva Q/e; ubicada on hi ha la carrega ) més una densitat superficial o
situada en la interfase entre els medis. Tanmateix, la distribucié de carrega o genera en el medi superior el
mateix camp que el que generaria una carrega q; situada simetricament en el medi inferior a una distancia
b, mentre que en el medi inferior genera el mateix camp que el que generaria una carrega g» situada en la
mateixa vertical que @) (per motius de simetria) a una distancia ¢ de la interfase.

/ ‘0
Q L4 O O ;/
i ?1)% &) /;'éqwgl
a: & :a 1a //6‘!"///

)|
)|

+

7

El potencial electric en el medi superior V(2 > 0) és el produit per les carregues Q/e; situada a zg =a i q;
situada a z4, = —b:

Q/e1 n T
[22 4 (z = a)?]V/2 22+ (2 + b)?]1/2

El potencial electric en el medi inferior V(2 < 0) és el produit per les carregues @)/e; situada a zg = a i g2
situada a z4, = c:

V(z>0)=

(40)

Q/e1 N @
P PR TV E R PR PR VTV

Per determinar els valors b, ¢, g1, g2 apliquem les condicions frontera obtingudes a ’apéndix 1. De la condicié

V(z<0)=

(41)

frontera Ey| = Eq||, amb E; = —%—Z trobem:
Q x T
E >0)=— 42
(= >0) €1 [22 + (2 — a)2]3/2 ta [22 + (2 + b)2]3/2 (42)
Q T T
E <0)=-—= 43
2(z < 0) €1 |22 + (z — a)?)3/2 + o [2 + (2 — ¢)?]3/2 (43)
Tgualant les dues equacions en z = 0 trobem que:
a1 2 o _ [2*+ b?]3/2 (44)

[22 + 232~ [22 1 o232 - G [2% + 232

[P

Com la fraccio % és una constant, calque ho siga també la fraccié [y /e Cosa que obliga a que b = c i,

en conseqiiéncia, que q; = q2.
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A partir de b = ¢, ¢1 = ¢ = ¢q, de la condicié frontera Dy = D7, + o, tenint en compte que no hi ha

carrega superficial lliure (0 =0),ique D} =€E |, amb E; = —%—‘Z/ trobem:
Q z—a z+b
E >0)=— 45
11(2>0) €1 [z2 + (z — a)?)3/2 +4a (22 + (2 + b)2]3/2 (45)
Q z—a z—0
E <0)=— 46
21(2 <0) €1 [22 + (2 — a)?)3/2 Ta [22 + (2 — b)2]3/2 (46)
Igualant €1, = esE9) en z = 0 trobem que:
@ _eqg @ b
T 2 1 2P Terg 2+ 0232 o et a2 U2 (47)
Agrupant factors:
1
€9 a b —Q(aa—e€)a [z2+a?3?
1 _ = - = — 1 - = 48
Q ( €1 ) [1,'2 + (12]3/2 q(fl + 62) [:1:2 n b2]3/2 q (61 + 62) b [5[72 + b2]3/2 ( )

que, com el primer terme és una constant, també ha de ser-ho el segon, cosa que obliga a que a = b, resultat
que comporta:

_1(a-a)
a (e1 + €2) @ (49)

En resum, El potencial electric que crea una carrega (Q en un medi de constant dieléctrica €; situada a una

distancia a de la interfase en un altre medi de constant dielectrica eo en el medi on se troba és igual al que
genera en el buit una car

rega efectiva Q* = @Q/e; ubicada on hi ha la carrega @ més el que genera una carrega imatge ¢ =
% % @ situada simetricament en l'altre medi a la mateixa distancia de la interfase. Tanmateix, Q)
genera en 'altre medi un potencial com el que genera en el buit una carrega efectiva Q* = @/e; més una
1 (e1—e2)

carrega efectiva ¢ = - (e1F<2)

Q totes dos situades en la posicié dela carrega Q.

o

4
5
/
72

0

&

= O*
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