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1.Motivacio

Si un sistema que és pertorbat per un camp extern periodic en el temps presenta una simetria
de translacié temporal discreta. Els conceptes de quasienergia i estats de Floquet permeten
descriure aquesta periodicitat temporal. Generalment, |'espectre quasienergetic d’un sistema
localitzat (sistema atrapat per un potencial) no mostra cap estructura de bandes. Pero el
material cristal-li sota un impuls temporal periddic, presenta un espectre quasienergetic amb
estructura de bandes en |'espai de quasimoments, resultat de la combinacié de les periodicitats.
Fins i tot poden observar-se de vegades nous tipus de materials exotics, com ara I'anomenat
aillant topologic de Floquet (veure e.g., Linder et al.Nature Physics 7(2011) 490—495).

L'hamiltonia de qualsevol sistema depén de dos variables conjugades, moments i coordenades,
gue defineixen I'espai de fases. Doncs és possible crear una simetria discreta en aquest espai de
fases. Aixo comporta transformacions que mesclen impuls i coordenades, perd deixen inalterat
['hamiltonia. Parlem doncs d'un cristall a I'espai de fases (veure e.g. Guo PRL 111 (2013) 205303).

Una de les principals raons per les quals els sistemes quantics pertorbats periodicament
(Floquet) han cridat molta atencié és perque la seua dinamica es pot descriure de manera
eficient amb un Hamiltonia de Floquet independent del temps. Els sistemes tancats de Floquet,
situats a la frontera entre I'equilibri i el no equilibri, representen un terreny de joc natural per
desenvolupar teories pioneres per als fenomens de la fisica fora de I'equilibri.

Una analogia per entendre la doble periodicitat i la reduccid “espontania” de simetria: meta
sobre grafit

(https://pubs.aip.org/physicstoday/article/71/9/40/809716/Time-crystals-in-periodically-
driven-systemsWhen)

Comencem fent un aclariment, potser trivial: quan un liquid o un gas es refreda i forma un
cristall, una cosa notable es produeix: la solucié emergent de les lleis de la fisica, és a dir, el
cristall, mostra menys simetria que les propies lleis. Com la reduccié de simetria es produeix
només per una disminucié de la temperatura, sense cap intervencié exterior,! podem dir que en
formar-se un cristall, el material trenca "espontaniament" la simetria de translacié espacial (i
mostra aixi menys simetria que les propies lleis que regeixen la seua existéncia). Es en aquest
sentit en el que cal entendre el concepte de reduccio espontania de simetria.

Les caracteristiques que fan que els cristalls de temps? siguin realment especials poden ser
dificils d'apreciar. Per il-lustrar I'esséncia d'un cristall de temps, mostrem una analogia espacial
basada en la superficie del grafit, el familiar al-lIotrop cristal:li hexagonal del carboni. Utilitzant
aquesta analogia, explorarem tres conceptes clau: la ruptura d'una simetria translacional
discreta, I'ordenacié espacial i temporal de llarg abast i la importancia de les interaccions de
molts cossos per estabilitzar la simetria trencada.

A la figura seglient mostrem que, a causa de la disposicid subjacent dels atoms de carboni, la
superficie del grafit trenca la simetria de translacié continua de I'espai restringint-la a la simetria
de translacié espacial discreta d'una xarxa hexagonal (color gris en la figura).

1 Excepte la cessié de calor que propicia la disminucié de la temperatura....
2 Ens referim a cristalls de temps amb periode finit i.e., amb periodicitat discreta. Si el periode se fa zero
tenim homogeneitat temporal, estat estacionari i conservacié d’energia.
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Imaginem ara que moléecules de meta (grogues) estan absorbides a la superficie. A temperatures
superiors a 60K, les molecules de meta formen un liquid bidimensional a la superficie del grafit.
A mesura que el sistema es refreda, el meta es solidifica. Les molécules de meta solidificades no
poden construir una xarxa com la xarxa de grafit subjacent. Depenent de la seva densitat, el
meta pot cristal-litzar en una determinada subxarxa: potser I'ocupada a la figura, o potser la
subxarxa alternativa indicada en roig. En escollir espontaniament una subxarxa, el meta adopta
una disposicié de simetria inferior a la de la xarxa hexagonal del grafit: trenca una simetria de
translacio espacial ja discreta.

Ara considerem I'analeg del temps. En introduir una pertorbacié peridodica en el temps sobre un
sistema, passem d’una simetria de translacié temporal continua a una discreta. De manera
semblant al patré de repeticié d'atoms de carboni del grafit en I'espai, la pertorbacié periodica
introdueix un patrd repetitiu en el temps: I'hamiltonia del sistema torna a ser el mateix despres
de cada periode. La ruptura d'aquesta simetria discreta de translacié del temps es manifestaria
com el comportament del sistema "cristal-litzant" en una "subxarxa" del temps; un exemple
seria poder detectar un observable la resposta del qual té diferent periodicitat que la unitat
subjacent.

La preséncia d’ordre de rang llarg distingeix estats simetria reduida (cristall) d’estats sense
reduccido de simetria (liquids). Per diagnosticar l'estat cristal-li de les molecules de meta
adsorbides, és crucial assegurar-se que les molécules prefereixen la mateixa subxarxa en regions
llunyanes i en diferents moments, és a dir, que tenen un ordre espacial i temporal de llarg abast.
La mateixa cosa ha de passar amb el cristall de temps.

L'ordre de llarg abast que caracteritza I'estat cristal-li, trencat per la simetria de les molecules de
meta adsorbides, requereix la presencia d'interaccions: només mitjangant la repulsié entre una
molécula de meta i la seva veina, i després entre aquesta i la seva veina segiient, tot el sistema
pot assegurar-se que totes les molécules prefereixen la mateixa subxarxa. Si una fluctuacié posa
les molecules d'alguna regidé en la subxarxa equivocada, el desajust de la subxarxa resultant
costa energia. Si el sistema esta prou fred, aquest cost energetic provocara fluctuacions
posteriors per tornar a posar la regid desalineada en la subxarxa preferida.

Aguest reordenament depeén criticament de la preséncia d'interaccions. Per tant, s'espera que
I'ordre cristal-li temporal no trivial no resulte de la dinamica de les particules individuals, sind de
la sincronitzacié col-lectiva de molts graus de llibertat que interactuen fortament.



2.La particula lliure

Considerem un espai-temps homogeni. Es a dir no hi ha potencials. En aquest espai la dinamica
de les particules (no relativistes) ve regida per I'equacié (on consideremm = h = 1):

10°W(x,t)  0¥(x,t)
2 axz ' ot

Aquesta equacié permet separar variables, W(x,t) = @(x)f(t). Aleshores, si imposem la
uniformitat en I'espai-temps, cal que la funcié normalitzada siga tal que |W(x,t)|? = 1, cosa
que implica necessariament @ (x) = e!*®) i f(t) = e 9® amb u(x), g(t) reals.

s ., 11d? .1d
La substitucié en I'equacio, ————f = 1Y _ €, on € real, permet comprovar que g(t) = &t.
2@ dx fadt
. iy 192eiwx) 1,. . i i
Finalment, de I'equacié d’autovalors —-———= —E(l u" — (w)?)el™) = g el en ser
u(x) real concloem que u"(x) = 0, per tant u’ = k que vol dir u = k x + k'. Per tant, excepte
i (kx—¢gt)

una fase trivial constant, ¥(x,t) = e

Cal remarcar d’aquesta funcié (ona plana) que la densitat de probabilitat és constant en I'espai-
temps, reflex de la uniformitat d’aquest espai-temps.

Imaginem que trenquem I’lhomogeneitat de I’espai amb un potencial periddic V(x) = V(x + a).

Per exemple, V(x) =V, cos%ﬂx =V, cos k,x, perd ho fem en el limit VV; — 0. Agd és el que

s’anomena xarxa buida, que no pertorba les ones planes pero les re-etiqueta en base a les irreps

del subgrup de simetria translacional T, en el qual @y i @, 2znnambn=+1+2+3 ... son
a

base de la mateixa irrep, de manera que (k) i e(k +27an), que tenen valors diferents, se
considera que formen part de diferents bandes definides en l'interval —Z <k< g de la xarxa
reciproca, de manera que: &y(k) = €(k), e,(k) = ¢ (k + Zan) La representacid conjunta de
les &,(k) en aquest interval, que representa ones viatgeres en direccié a dreta o esquerra

(segons el signe de k) equival a enviar la parabola (k) definida entre més i menys infinit a

. . . . T T
I'anomenada zona reduida o primer zona de Brillouin - <k< -

Energy

-T/a (o] /a

Alternativament, podem mantenir I’espai homogeni i trencar la homogeneitat del temps, per
. 2 . .
exemple amb un potencial V(t) =V, cos?nt =V, cosert, també en el limit V, —» 0. Ara

trobem la xarxa buida en la variable temps, que vol dir fer equivalents, en el sentit de ser base



de la mateixa irrep, a @ i ¢, 2. Pero en ser I'espai homogeni hi viatgen ones planes amb
T

. k? . . , . . .
energiae = e(k) = - Pertant, sie = &7 + A, aleshores @, i ¢, 5 SON equivalents i, a partir de

e = e(k), trobem que k; = +./2&;. Aleshores, si representem £(k) en —k; < k < k; resulta:

gue no és una estructura tipica de bandes.

Tornem sobre el cas anterior on hi havia homogeneitat de temps. Si fem que V, # 0 aleshores
se produeix la difraccid de Bragg que vol dir que se trenca la degeneracié en els extrems de la
cel-la de la xarxa reciproca i apareix un gap que separa les bandes.

9
at’
variables i, a més, ’homogeneitat de I'espai fa que |@(x)|? = 1, i.e. ¢(x) = e *™ que, tornant

. 1 92 .
En cas que el potencial sols afecta el temps, Y i V() +i encara podem separar

y . ikx s k2
a I'equacié vol dir: ¢(x) = e™** i per tant g, = - Aleshores,

k? dLn f(t . N

g=—=V(®)+ iﬂ - fi® = elfot[sk—v(t )ldt
2 dt

Si V(t) =V(t+nT), tenim fu,(t) = et lolekVa(t A" — i fylenk(t)1at’ — piFni(t) , amb

Fpi(t) = Fpp(t+T) i per tant  f; (t) = frx(t + T). La funcié completa queda doncs en la

forma W(x, t) = e!lk*=Fnk(®] pero les paraboles de la xarxa temporal buida se deformen.

Finalment, a I'apartat segiient, considerarem un potencial mixt, periodic en el temps (problema
de Volkov), la realitzacid tipica del qual és la interaccio de la radiacié i la materia.

2.El problema de Volkov

Considerem una particula Iliure en preséncia d’una radiacid, la component eléctrica de la qual

és E = E; coswt. El camp electromagnétic deriva de dos potencials, el potencial vector /T(x, t)
i el potencial escalar ¢p(x,t). El camp eléctric anterior pot originar-se a partir d’'un potencial

Eo . . . . .
vector A = ?" sinwt i un potencial escalar ¢ = 0 (aquest gauge és anomenat de velocitat®).

Recordem que, en termes dels potencials, a partir de les equacions de Maxwell, el camp

- . = 2. - = A
magnetic se calcula amb la féormula B = V X A i el camp eléctricamb E = —=V¢ — o Per tant,
en aquest cas en que el potencial escalar és zero i el potencial vector és independent de les

R . dA ,
coordenades espacials, B=0i E = —5 = E, coswt, com voliem que fos.

3 Adonem-nos que aquest gauge és també de Coulomb, atés queles derivades espacials d’una funcié
purament temporal sén zero: V - ﬁ(t) =0.



. A2
Assumirem per simplificar unes unitats tal que m = A = 1. Si anomenem H, = % +V(x) a

I’'hamiltonia del sistema en abséncia de radiacié i H a ’hamiltonia en presencia d’aquesta, la
interaccié introdueix el canvi: Hy(p) » H = Hy(p + A) + ¢. En aquest cas ¢ = 0 i A = A(¢).
En el cas de la particula lliure en que ¥V (x) = 0 escrivim doncs,

~ prAa®P - -~ . A?
H=T=H0+Hint_>Hint=A'p+7

Pero aquest no és I'Unic gauge que podem emprar, ates que si A és una funcid escalar real i
. . _ . oA - . .
diferenciable podem definir A" = A+ VAi¢' = ¢ — P Es immediat adonar-se que se genera

el mateix camp magnétic amb A’ que amb el potencial vector 4 atés que V X VA = 0, i també

el mateix camp eléctric perqué: —V¢' = —V¢ + — ovA —% = —Z—': - aLA, per tant:
E' = —V¢' —%_—v _a_j:E
Jat
En particular, podem triar A = —/_l)(t) ‘R=—-A)(x+ y + z). Per tant tenim: VA = —/_l)(t) i
—Z—/t\ o4 ﬁ, cosa que implica queA =A+VA=A-A=0i ¢' = ¢———O+— R=
E, coswt R = x E, coswt (assumint el camp en direccio x).

Amb aquest gauge (/T =0, ¢ = x E, coswt), la inclusié del camp en I'hamiltonia condueix a
- — Az —

H=Hy(p+A)+¢ = p? + x Ey coswt, i.e., Hyy = x Ey coswt.

Cal dir que el calcul analitic (o0 numeric amb suficient precisid) amb un o altre gauge ha de

conduir als mateixos resultats.

. ~ 1 92 L
Considerem el gauge H = 292 + x Ey coswt. Comprovem que la funcié:

1 w _irt A2dt’ 1 s .t ’ ’ 1
Y(x, t) = = el P+Ax 53 Jo(p+4)?dt == e~ i (+A)x =i gp(t')dt ) Sp(t) — E[p +A(t)]2
2
amb A = = sinwt, és solucié de — 19 Lp(f B = 2D £ efecte:
dx at
2
per una banda: _19 lap;f't) + x Ey coswt W(x,t) = (% [p +A()]? + x Ey coswt) P(x,t)
6‘P(x t) 2 L 2
per 'altra*: i—= (x A(t) += [p + A)]P)W(x, t) = (x Ey coswt + 2 [p+A®)])¥(x, t)
—~ A 2
Considerem ara I'altre gauge, H = @, amb vector A = % sinwt. Explicitem I’hamiltonia:
i 1 92 i 4 d +A2
T 20x? O0x

. 1 “E o aie)ae’ . .
Comprovem que la funciéd W(x,t) = — e 'P* e 2 Jo(p=awh) at és solucié de I'equacié de
o

10%2¥W(x,t)

. Lo 1 6‘{’(xt)
Schrédinger. Tenim: Y

_e EW(x, 1) i A= = —A(Dp ¥(x,1) .
, 0% (x,t)

Per tant, H W(x, t) —[——A(t)p +4 ]‘P(x t) i també: i o

=[P — AOP¥(x,1).

L, s dA
40n usem la notacié: 4 = -



Si reordenem la funci6, aquesta pot estar escrita en la forma:

2
W(x,t) = L et e—i[Px-f(fPA(f')dt'%f(f a)?acy _ 1 el Eto—iu(xt)

V2m V2w
amb u(x,t) periodica per ser A periodica.
. .t 12 12
També, la funcié que hem trobat per a I'altre gauge, ¥ (x, t) = \/% e~ +Mx p=ifyep(t')at ,
amb A = % sinwt i gy(t) = %[p + A(t)]? és formalment una exponencial d'una funci6
periodica amb el temps, per ser A periodica.
Es interessant integrar &,(t) en un perfode. Amb fOT sinwt dt =01 fOT sin®wt dt = g:
T T
1] (t)dt = 1f 2 4 2p20 g H_E& in? tdt—p + EZ
7| e =57 [p p— sinwt +—3sin wt] > 10
0 0

N| -

&p

on &, pot representar I'energia mitjana del moviment periodic.

Si reescrivim I'equacid de Schrodinger en la forma: (ﬁ — i%) Y(x,t) = H¥(x,t) = 0 amb
. .t .

Y(x,t) = \/% et (+A)x o=ify Sp(t')dt’, podem comprovar que u(x,t) = e~ ®P+AX que és

periodica, u(x, t) = u(x, t + T), és autofuncié de 'operador . En efecte,

_ O\ _i(p+Fog 1 E z .
Hu(x, t) — ( _ l&) e L(P+u?sma)t)x — E(p +EO sinwt) e—z(p+A)x — ep(t)e—l(p+A)x

1T _ 2 B¢, . . ~
De manera que Ffo g(H)dt = &, = p? + ﬁ és I'energia mitjana associada amb H.

Es clar que &p(t) no és constant i per tant no podem parlar estrictament d’autovalor... pero
si tornem sobre la integral:

t t
1 E§
Jsp(t’)dt’ = —f [p? + 2p— sinwt’ +—sm wt']dt’
0

2
0
2 2 i
p pE, Ej sin 2wt
:7t (cosa)t—l)+4 2( 5% )
pEq pz E§\ .  pEo E§
= F+ <7+4_w2 t —Fcoswt —wstwt

observem que la integral és igual a un terme constant, un terme lineal amb ti un terme que
és una funcio periodica de t: ¢ + &,t + w(t), cosa que permet escriure la funcié completa en
la forma:

. .t i l ; ; - -
Y(x, t) = \/% e~ i (p+A)x e—lfo gp(t)at’ _ \/L_e—zce—z [(P+A)x+w(D)] =i Ept = u(x, t) el Ept

21

és a dir, el producte d'una funcié periddica en el temps i una exponencial lineal amb ell, per
tant, com HW(x,t) = ( — l—) Y(x,t) =0, també:

(ﬁ - i%) u(x,t) e L&t = e Bt Ju(x, t) + (—Ep u(x, t) e '8t —j e et ‘;t) 0

> & uxt) e Bl = et (ﬁu(x, t) — iz—:) = e ' ulx, t) - |[Hulx, t) = & ulx,t)
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amb &, una veritable constant i per tant, ara podem parlar estrictament d’autovalor.

Doncs bé, aquest no és més que un cas particular del teorema de Floquet que enunciem i
comentem l'apartat segiient.

3. Periodicitat temporal i teorema de Floquet

Si un hamiltonia és periodic amb el temps H(t + T) = H(¢t) i la periodicitat esta en el
potencial multiplicatiu, e.g., V = pEjcoswt, aleshores |¥(x,t+T)|?>=|¥(x,t)|? >
Y(x,t +T) = e*¥(x,t) amb —m < y < 1. Si escrivim y = €T, aleshores —g <e< g Per

iZ¥ peracadae € [-Z,2
at P T'T

les condicions frontera ¥; 41 = "W, 1, ¥; _; = e ¥TW,; ,_;. Alternativament, el teorema

tant, podriem procedir a la integracié numerica de HY¥ = ] amb

de Floquet, W(x,t) = e®u(x,t) amb u(x,t+T) =u(x,t), transforma l'equacié6 de
Schrédinger en una equacié d’autovalors amb autofuncions periddiques:

_

. d
Hu(x,t) = (H — ia> u(x,t) = cu(x,t)
Podem dir que el teorema de Floquet és I'analeg temporal del teorema de Bloch de xarxes
espacials, ¥(x) = e **u(x), de manera que I'equacié inicial H,¥ = ¢ ¥ amb la condici6
frontera W(x + a) = e"*2Y(x) se transforma en 'equaci6 Hypuy (x) = & ug(x) amb la

~ ~ 2
condici6 frontera u(x + a) = u(x), on, per a massa unitat, Hy,, = Hy + kp + k?

Perd en mirar el teorema de Floquet, W(x, t) = e®tu(x,t), amb u(x,t + T) = u(x, t) de
manera que Hu = (ﬁ -1 %) u = € u, trobem una diferencia fonamental amb Bloch: mentre

que en xarxes espacials la condici6 frontera (k) desapareix de la funcié i apareix en
I’hamiltonia kp(k), en el cas temporal la condici6 frontera (&) desapareix de la funcié pero

~ =~ .0 T b4 N
no entra en H = (H - la), de manera que encara que -7 <e< 7 aquest parametre no

apareix en # ni en la condicié frontera de u(x,t), i no hi ha manera de fixar ¢ i resoldre
I'equacié d’autovalors equivalents (pertanyents cadasci a una banda sobre la mateixa

posicié € de la xarxa reciproca). En principi trobariem tots els autovalors i a posteriori

’ N 2mn , . .
podriem reconéixer que &' = ¢ += son equivalents. En general l'espectre de quasi-

energies ¢ de sistemes localitzats no mostren estructura de bandes, encara que en el cas de
materials cristal-lins, la combinaci6 de les dues periodicitats espacial i temporal, si que pot
presentar estructura de bandes.>

3.1 El problema de les diferéncies finites amb el temps

En diferéncies finites substituim diferencials per increments finits. Considerem el cas
simple H(x,t) = —%%+xE0coswt. Des de l'equaci6 H(x,t)¥(x,t) = i% Y(x,t), podem
escriure que: W(x,t+dt) = [1—idt H(x, t)]lP(x, t), que en ser dt infinitesimal i poder
rigorosament rebutjar (dt)* en front del diferencial dt si k = 2,3, ..., podem reescriure
'expressi6 anterior en la forma: W(x, t + dt) = e~ i@ H@ODW(x t) . Considerem un increment
finit At = ndt, on n és un nombre natural molt gran. Podem escriure:

> Guo et al., PRL 111 (2013) 205303.



t+At
Je

W(x,t + At) = He—idt H(x,t+kdt) Y(x, t) = et H(x,t) dt Y(x, t)

Tot seguit calculem la integral:

t+At t+At 2 At 82
H(x,t) dt = ————+ xE,coswt) dt = ————+ xE,[sinw(t + At) — sinwt].
| AGDd= | g xacoson) dt = =T 4 xEysina(e + An) — sin]
Ates que, excepte si At és infinitesimal, sinw(t + At) — sinwt és diferent de At coswt, no
podem expressar la integral en la forma At H(x, t), cosa que permetria dir:

W(x,t +At) = e B ACOW(x, ¢) ~ [1— i At H(x, )W (x, t) > Hx, P (x,t) ~ ﬁ [W(x, t +At) — W(x, )],
que és el punt de partida per a poder aplicar diferencies finites. La dificultat deriva de que
[H(x,t), H(x, t + At)] # 0. Per aquest motiu la integracié amb diferencies finites de I'equacié
depenent del temps no és estable a canvis en la discretitzacié At: els resultats canvien en
canviar el pas d’integracid, excepte per a passos molt petits, on H(x,t) i H(x,t + At)
practicament commuten perqué [sinw(t + At) — sinwt] = At cos wt.6 En altres paraules, si
podem, millor evitar la pesada integracié numeérica temporal.

4. Operadors d’evolucié temporal U(t-to) i 'operador G (independent del temps)

L’operador T, que trasllada “a” la coordenada “x” és I'exponencial de I'operador associat
LA a n
amb la variable conjugada “p” : T, = €' = e%x, - T,u(x) = Y5 ,a™ 37: =u(x + a).
d
L’operador U(t,) que trasllada “t,” la coordenada “t” és doncs l'exponencial U(t,) = e"0at
que, de manera analoga, U(ty)u(t) = u(t + ty).

_ a o
L’equacio de Schrodinger, (H - i%) Y = 0, permet escriure U(t,) = e'oar = e~itoH Arabg,

si I'hamiltonia és funcié també del temps, I'inica manera de garantir que una evoluci6
temporal finita siga el resultat d’'una successié d’evolucions temporal infinitesimals
ordenades en el temps és sumant ordenadament les evolucions infinitesimals i per aixo, en

I) dt’

.ot R
general cal escriure U(t) = e™* JoA(e . Si H és independent del temps podem integrar i

trobar la formula anterior U(t) = e At Més detalls en aquest peu.”

Fem notar que U(t) és també soluci6 de I'equaci6 de Schrodinger:

iag—f) = i%e‘i LAEY A — j—pA@e~ b AW — AU - i% u) = AU

Si resulta que 'hamiltonia és periodic, H(t + T) = H(t), aleshores,
T A ae! 'Tﬁ'd'
Ut+T)=U(t+T,TIUT) = et A at’g=i [y A(t') dt

. N T ~ A,
Si anomenem G = %fo H(t)dt, on remarquem que G és independent del temps, com que la

periodicitat d’H fa que: fTHTﬁ(t’) dt' = fotﬁ(t’) dt', trobem que [U(t + T) = U(t)e 7|

Aleshores, si anomenem P(t) = U(t)eiét i definim W(t) = P(t)P(t) tenim:

5Vegeu seccid 2 de http://wwws3.uji.es/~planelle/APUNTS/QQ/time.pdf
7 Més detalls en: http://www3.uji.es/~planelle/APUNTS/QQ/time.pdf
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oy 0 e o a A .. 0P
i—=HY - i—[Ue'“"P| = HU'C'P - UGe'“'P = Ue'tti—
Jat ot ot
Com Ge'Gt = ¢iGt({ trobem finalment:
LA
lﬁ =

onG = %fOTﬁ(t)dt, és independent del temps i actua sobre les funcions ¥ = P(t)~'W¥, amb
P(t)"! = e~i6t y(—t), de manera semblant a com ho fa H sobre les funcions transformades V.

Podem escriure les autofuncions u(x,t) de G, Gu(x,t) = eu(x,t), en termes de les
autofuncions @;(x,t) d’ H(t): u(x,t) = ¥ c;¢;. Aleshores,

@l = > i (@ilfley) = ) lala(®) = &0
i,j i
mentre que: (u|Glu) = & = (ul 7 [; A®)dt [u) =~ [[ulA@)|w)dt = — [ e(t)dt =

Els autovalors de G representen energies mitjanes. En ser H funcié del temps, aleshores
£(t)no és constant, perd en ser H periddic amb el temps € si que ho és.

5. Un primer exemple

Si ocultem la dependéncia amb les coordenades podem escriure formalment 'equacié de
Schrédinger per a un sistema en presencia de radiacié en la forma simple:

of , b
(a + b coswt)f(t) = s F(t) = emiatg=igsinwt

com se pot comprovar per substitucio.
. . _ ., of . _ _—iat,—i ftg(t') at’
En general, si tenim [a + g(t)]f(t) = v aleshores tenim que f(t) = e "% e "o .

-
Considerem un primer exemple d'un espin |a) en presencia d'un camp magnétic uniform B

. N . ) . s > 5 , n .
que el fa girar amb una freqiiéncia constant w,. L'energia és E = —[i;B o també E = - @o- Si

L h . 5 h 2 4
escrivim H|a) = 5w0|05) podem formalment escriure H = 5 W00z amb o, = ESZ'

Si ara apliquem un camp oscil-lant perpendicular, H;,; = —ﬁsﬁl, podem escriure:

5 _h B .

H = > Wo0z — ”7 (ox cos wt + 0y, sin wt).
Podem efectuar la projecci6é de I'Hamiltonia sobre el subespai generat per aquest vector |a)
si procedim a integrar les coordenades no temporals amb |a). Obtenim:

. h uB | .
Hy = Ea)o(OcldzIa) - 7((a|0x|a) cos wt + (a|o,|a) sinwt) = = ®o
que no és funcio del temps. De fet, és un escalar constant. La funcié completa és basicament

; i L . .
et ambe = 5 @o- La projecci6 ha sigut tan severa (sols un estat, considerant la resta

remots, que no poden interaccionar amb ell), que hem impedit altra soluci6 que I'estat
estacionari en abséncia de radiaci6 (de fet, si no hi ha estat on transitar, no hi ha interaccié
efectiva amb la radiaci6 i I'estat roman estacionari).
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Tanmateix, si projectem sobre el subespai generat per {|a), |$)} obtenim:

5 _h uB .
H, = S W00z = (ax cos wt + gy, sin wt).

Amb notacid simplificada escrivim H; = ao, + b(ax cos wt + gy, sin wt), on ara 0y, 0y, 0y,

. —iwt
son les matrius de Pauli. Concretament: H; = ( a be™® )
be'®t —a
) L - e oo D f(t)] A [f(t)]
L’equacid de Schrodinger per a aquest hamiltonia és: ih — =H .
a serperaad aclg] = g

Si ens adonem, el camp oscil-lant e'®* és un camp polaritzar circularment. Amb un canvi de

coordenades a uns eixos que efectuen una rotacié al voltant de I'eix z amb velocitat angular
w observariem pero un camp estatic.

—ip2Z I i
L’operador de rotacié d’angle § = wt al voltant de I'eix z és: U, = ¢ % = e 7272,

Calculem la transformada de if %:

., 0 L . wo, _ot 0 hw 9
U;lhEUZZU;lh(—l)Tze ‘ZJZ+UZ+UZlha=TJZ+lha

La transformada de les matrius g, ay resulta:8
— + — :
o, = U 0,U, = 0y cosp — gy, sing

oy = Uy o,U, = 0, sing + g, cos¢

y

x — + —
o, =U;0,U, =0,

Per tant, U} H,U, = ao, + b(cos wt (o, cos wt — 0, sinwt) + sinwt (o sinwt + oy, coswt).

Simplificant trobem U} H,U, = ao, + bo,. Per tant, 'equacié de Schrédinger en els eixos
rotats queda:
0 hw h uB
lha = (a - 7) o, +bo, = E(wo - w)o, — 5 O
Com I'hamiltonia rotat resultant no depén del temps, aquesta equacié admet separacio6 de
variables ¥ = @(x)e't, amb Hp(x) = £@(x). Concretament, el problema d’autovalors,
B

h uB A—c¢
(E(a)o—a))az—70x)((l—£(3<—>[ B —A—¢ =0

condueix als autovalors: ¢ = +VA% + B2 = ig\/(wo -w)?+ (%)2.

Els autovectors [3] , [—11/q] poden ser transformats amb U;' = U} i, aleshores, trobem els
.t .ot
estats de Floquet depenent del temps: e"z % [;] =etf2 [;]

La funcié completa conté també la fase e,

8 veure e.g. J.J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Adsison-Wesley Massachusetts 1994, p.159.
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6. Operadors de rotacié temporal periodics

. —iw—taz g iwt/2 1 .
Podem comprovar (e.g. amb Mathematica) que U, =e "2 %2 = ( 1 eiwt/2> no és
periodica, ates que U,(t + T) = —U,(t). Podem fer una transformacié periodica si usem

.ot .ot
I'operador P(t) = ez 'e72 %2 amb I la matriu identitat.

1 1

En efecte, P(t) = (1 eiwt)' de manera que P(t) = P(t + T).

Calculem les transformacions amb P(t):
.ot .ot
e™2 Wi et 70 = prpin 2 4 PP 212 (1-0,) = ih2 2 (1 - q,)

P*o,P =0,

.ot .ot .wt

Pto.P = —1711 i~ 0y —i%taz 1711_ —i%tH(U+ U) int]]_U+ U
oxP=¢e e Oxe e =e L a.U,)e = U, o,U,

P*o,P = Ufo,U,

M = Pﬂ'h%P =ihl - —g)

~ h
de manera que P*H,P = - w0
q t 2 0%z a2

. 0 hw h uB
ﬁ — T f— —_— —_— —
lflat— > H+2(w0 w)o,

0.
2 X

uB
n( @o BE3 h N
Els autovalors € de - resultenserey = ~|lw t [(wy — w)* + (=)
2\ ¥ o0 —w T2 0 h
0
2

7. Un segon exemple: particula en una caixa

; . . ~ 1 82
Cas d’una particula en una caixa sota un camp oscil-lant, H = 29a7

ambV.(0<x<L)=0,V.(x<0;x>L)=0.

+ V. (x) + x E coswt

Seleccionem I'estat fonamental ¢, (x) = \/%Sin % i projectem l'operador hamiltonia sobre

aquest espai. Trobem: H, = g, + E, coswt (@, |x|@,) = €, perque (¢, |x|¢,) = 0. Com en el
cas anterior, ﬁt no resulta funcid del temps, siné que és una constant. També com adés, la
projeccio ha sigut tan severa (sols un estat, considerant la resta remots, que no poden
interaccionar amb ell), que hem impedit altra solucié que I’estat estacionari en abséncia de
radiacié.

Si triem I'espai expandit pels dos autovectors de menor energia {¢, (x), ¢, (x)}, trobem:
Hyy = (‘Po|ﬁt|<ﬂo> = &o; Hyp = <<P1|ﬁt|</’1) =&,
—~ 2
Hi; = Hy; = {@o|H:|@1) = 0 + Ey coswt {@,|x|p,) = —S%Eo coswt = (2k) coswt

Per tant, H = ( €o 2k COS(Ut) _ (S —A 0 ) ( 0 2k coswt)’

2k coswt & 0 e+ A 2k coswt 0

amb ¢ = (g9 + &1)/2, A= (g1 + &) /2. Per tant, formalment, H = ¢ [ + A 0, + 2k coswt oy.
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Si escrivim 2coswt o, = coswt gy + sinwt o, + coswt g, — sinwt o, = 0, + 0_, podem
interpretar el camp com la suma de dos camps polaritzats circularment en sentits contraris.

.wt
— —

Wt
0y i
2 %g,e 2

Pel que ham vist adés, és immediat que la transformacié e % = g,.

Analogament, la de 6_: cos wt (g cos wt — gy, sin wt) — sinwt (ax sinwt + gy, coswt) =
= g, (cos? wt — sin® wt) — 0,(2 sin wt cos wt) = g, cos 2wt — g, sin 2wt.
Definim Hgyy =el+ Ao, + ko, (w)iHyo—rwa = k 0_(w), de manera que:

H = Hrwa + Hyo-rwa
.ot
La transformacié P(t) = ez 7% transforma:
Hpya: el+ Ao, +ko, = (E+%)H+(A—%)O’Z+k0'x
Hyo-rwa: k 0_ = k(ox cos 2wt — o, sin2wt)

Aplegats a aquest punt podem usar 'aproximacié RWA (rotating wave approximation)® que
consisteix a dir: 2cosf = e + e~ = e0(1 + ¢729) ~ ¢®. Es a dir, que consisteix a
rebutjar els termes altament oscil-lants (Hy,_gw4), de manera que convertim aquest nou
problema en el mateix problema anterior, en aquell cas resolt de manera exacta, mentre que
en aquest resolt sota I'aproximacié RWA.

7.1 Caixa amb espai de Hilbert de dimensi6é major que tres

En aquesta captura de pantalla considerem el terme d’interaccié x E, coswt:

ni= clearAll["Clobal «"];
n=2; n[1]= mat? // MatrixForm
L=Pi; Out{11V/MatrixForm=
mat = Table[0, {i, 1, n}, {3, 1, n}]; (
1z = Table[0, {i, 1, n}, {j, 1, n}]:

For[i=1,i<n,i++,

3 [1+e”21T%) B0 |

P

@

8 [1+e22TW) 50
R 2

3= !
Pi?

iZ;

2 ! . .
2L nliz)= mat2 //. {e?%59 50, e225% 5 0} // MatrixForn

L. A n+1
1z[[i, 1]] = - (.‘L B )] i Out12VMatrixForm=

mat[[i, 1]] =

3E0
P
0 2

0 I

For[i =1,i<n, i++,
3

ror[j=i+1,jsn, 3+, |
4L (-1)i*3 -1 1, i
mat[[i, §J]] = B0 — ————— i*j*— (enw-t+e—nutt)“
Pi?  i? - 32 2
4L (-1)%+3 -1 1 . i
mat[[§, i]] =E0 — (2)—21,.]-.; (E*m'hen"ﬂb)”;
Pi i2 -3

rot = DiagonalMatrix [Diagonal [Ei'mt'lz] ] ;

rotinv = Inverse[rot] ;

mat? = rotinv.mat.rot // FullSimplify;

% En MNR és habitual fer aquesta aproximacio: sintonitzada la freqiiéncia w, de Larmor, descomponem
formalment el camp perpendicular com una suma de dos camps polaritzats circularment, un en la mateixa
direccié que gira I'espin, de manera que el camp polaritzat i el dipol espinorial estan en repos relatiu i un
altre en direccié contraria. Quan camp i dipol estan en repos relatiu, la interacciéo camp-dipol produeix la
precessié de Larmor de I'espin al voltant del camp perpendicular modificant la seua component z (i.e.
efectuant la transicid), mentre que el camp que gira a una velocitat relativa gran respecte del dipol
cancel-la, en cada volta, els efectes del camp sobre el dipol de manera que considerem nul-la la seua accié
i a rebutgem.
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Aleshores efectuem la rotaci6 i finalment apliquem I'aproximacié RW A que consisteix en fer
zero qualsevol terme amb freqiiéncia el doble (o major) que w, aplegant a la mateixa solucid.
Aleshores, podem generalitzar a més dimensions. Per exemple sis dimensions:

ClearAll["Glokal «"];

n=6;

L="Fi:

mat = Table[0, {i, 1, n}, {J, 1, n}]:
1z = Table[0, {i, 1, n}, {i, 1, n}]:

Fori=1,1izn, i++,

- - Plz -2
mat[[i, i]] = — 1i°:
2 1.2
n+l
lz[[i, 111 =-|1- H
2l03, 311 - - (1-=—>)]

For[i —1,izm, i+,
For[j —i+1, 520, J4+,

4L (1)1 1) ieoee e
mat[[i, §]] =E0 — ———— — i wjw= (e“’“’- +e""“"]:
pi? i _5? 2

4L (-1)%3 -1

mat([3, 111 =B0 —— iijé (e""’“” +e’"““]]];

mu,:,lg]] .

i? - 32
rot = DiagonalMatrix [Diagonal [e
rotinv = Inverse[rot] ;

mat? = rotinv.mat.rot // FullSimplify:

mat2 // MatrixForm

trixForm=
{ L g (Le-2isd] g PP LI LT FPPELE LT T P
E il s i e i A i - = -
z an 157 s
8 (162159 g0 24 (147219 g qpet1tU (1 2l00 gg
ol A 2 i funkal i S 0
ax L} 21
28146215 | £g . 28 1272159 g0 geilBU [1,e2180) g
i ek i E ik i i - -
m 2 T am
162150, g1180) 5 a8 (1427159 £0 80 |1+e2 1% g0
ek i A i —— - 8 — 0
157 T s
ap [eRlEu gtltw| gy B0 162159 gp e 120 (14672159 gg
1] RN R ] R W S WA B
a1m s z 1ur
agedisy [ 2isu] gy g le2isu disu| gy 120 (122159 g
- = 1= 0 4 = 0 it L 18

T am )84

mat? //. {e“zn"‘“ 50, &2 L, e L, 2R L, &R L p, 50TV S 0} //{ MatrixForm

trixcForm=
(L BED a a 0 a
2 am
e ] i 0
D' ME0 5 ®ED 0
- 2 an
i} i} 4B E0 a BOEQ i}
T sr
o o g mE 3 20E0
on 2 ur

0o 0 0 o LEER g
\ um

Observem que la rotacio genera una matriu densa on les diferents diagonals dupliquen la
freqiiéncia a mesura que s’allunyen de la diagonal central. L’aproximacié RWA que com hem
dit, consisteix en fer zero qualsevol terme amb freqiiéncia el doble (o major) que w, genera
una matriu tri-diagonal simétrica independent del temps que en ser diagonalitzada els seus
autovalors ens proporciona aproximacions RWA a les energies dels estats de Floquet i a
partir dels seus autovectors podem obtindré aquests estats depenent del temps i periodics.

8. Un teorema

Abanin et al.1® han demostrat (2017) un teorema que diu que, en el limit d'alta freqiiéncia
(que vol dir que la freqiiencia del potencial d'interaccié és molt major que I'amplada de
banda d'energia local del sistema, (1), hi ha una transformacié a uns eixos que giren amb el

10 Abanin D., De Roeck W., Ho W.W., Huveneers F., Commun. Math. Phys. 354 (2017) 809-27
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sistema, descrita per una transformacié unitaria P(t) depenent del temps, que fa que
I'Hamiltonia, vist des dels eixos giratoris, que s’expressa en la forma:

Hrot(t) = PT()H ()P (t) — PT(t) i 0,P(¢)
és aproximadament independent del temps: H,,.(t) = Hr + 0(e~¥%), amb Hp un
Hamiltonia independent del temps. En conseqiliéncia, per a temps que soén curts en
comparacié amb el temps exponencialment llarg t~e®‘o, el sistema, vist des dels eixos en
rotacid, sembla que evoluciona sota I'hamiltonia independent del temps Hp.

A more intuitive way to phrase this resultis by going to a periodically rotating frame,
given by the unitary Y (7). If ¥ (t) solves 0 () = —iH (£)y (1), then ¥ (r) = Y () (1)
solves (1) = —iH (1) (t) with H(r) = Y (O)H(@OY*(1) — 1Y (), Y*(1).

Theorem 2.1 asserts then that the Hamiltonian H (1) generatirlg this evolution is almost
time-independent for large v, since the time-dependent part V' has local terms of order

v/vg

(2/3) (L+In(v/vp))” .

9. Un exemple conegut que permet entendre I'existéncia i comportament d’'H

Expandim un poc més el cas comentat en el peu de pagina 9.

L Sabem que moment angular i moment
- 7.
magnetic sén proporcionals i = BL i que

~L sinf

un camp magnetic B genera un parell de
forces, i.e., un moment M= T B que fa
variar el moment angular: M= dZ/dt. Si

-

.. dL - = >
escrivim — = [LL X B veiem que dL és

5
perpendiculara L, i.e.,, elmoment genera

una rotacié estacionaria i uniform del moment angular al voltant del camp amb velocitat
angular w = §B.

L’aplicacié addicional d’'un camp magneétic oscil-lant perpendicular 2B, cos wt al camp
inicial pot ser formalment contemplada com la superposicié de dos camps de la mateixa
freqiiéncia pero polaritzats circularment, un a dretes B, = B, cos wt + iB, sin wt = B, e'®*
i 'altre a esquerres B_ = B,e~'“t, com mostra la primera de les imatges segiients:

Bo

VRN . 4
B. : A
By X ! |
- ! . BL
B - ‘ ; -
. NS ' !
NS N ! !

Si fem un canvi de coordenades i en situem amb uns eixos mobils que giren amb velocitat
angular w observariem B,com un camp estatic, mentre que B_ giraria a una alta velocitat
(2w) de manera que el moment exercit sobre el dipol canviaria de signe periddica i
rapidament (amb freqliéncia 2w) de manera que hi hauria una cancel-lacié efectiva
d’efectes. Tanmateix, el camp que observem estatic, com mostra la tercera de les imatges
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anteriors, produiria una rotacid estacionaria i uniform del moment angular al voltant del
camp amb velocitat angular w = B,. Ara, per descriure la dinamica real, cal fer la
transformacio inversa als eixos originals.

Per tant, si rebutgem els efectes de B,, podem descriure la dinamica del sistema, com la
d’un estat estacionari, descrit per un hamiltonia de Floquet Hy independent del temps, en
uns eixos mobils que una transformaci6 inversa als eixos del laboratori en proporciona la
dinamica real no estacionaria del sistema (estat no estacionari de Floquet).

10. Una manera d’anar més enlla de I’'aproximacié RW A

s (tarer ’ A
De les definicions U(t) = e~* o AN’ ¢t 4+ T) = U(£)e~T i U(0) =1 deduim que

(T el ’ . A
U(T)=e™" [y Ae)at’ = g=iGT, Aleshores, podem considerar la matriu identitat n X n la
representacid de la base dels n autovectors mes estables i substituir en la definicié anterior
H(t") per la seua representacié H(t') en aquesta base i efectuar I'evolucié temporal:

UT)I = et o BN @'y =y

Assumim que n és suficientment gran com per a considerar exacta la soluci6 dins de la
precisio requerida. Anomenem F a la matriu que té per columnes els estats de Floquet
expressats en la base en la que hem escrit H(t"). Tenim que: U(T) - F =D - F, on D és una
matriu diagonal que conté les exponencial imaginaries dels autovalors de I'operador de
floquet (energies mitjanes). Aleshores,’! F'-U-F=F'-D-F=D-Ff-F=D -1=D.
Pertant, U=U-1=F-D-:F' = M. En altres paraules, la diagonalitzacié de la matriu M
ens proporciona els estats de Floquet com autovectors, mentre que els seus autovalors son
les exponencial imaginaries dels autovalors de Floquet .

Per tant, en la mesura que n és prou gran com per poder considerar que H(t") és “exacte”
i.e., suficientment precis per descriure els estats que ens interessen, aquest metode --que no
és senzill perque cal que les evolucions temporals se realitzen consecutivament ordenades
amb increments dt molt petits—ens proporciona els estats de Floquet “exactes”.

11. La doble periodicitat

h? 92

Considerem H(x,t) = ~ oot V(x)+xF(t) amb V(x+a) =V(x) i F(t+T) = F(¢t).
L’equacié d’ones és: ik aq’;:'t) = H(x,t)P(x, t).

Escrivim P(x, t) = exp (% X fot F(t’)dt’) Y(x, t) i substituim en I'equaci6. Trobem:

., 0P (x, i , N ., 0¥(x,
lh% = exp (é X fOtF(t )dt ) [lh%ﬂ —x F)¥(x, t)]

92 ~ 1 t , , , 0 1t ’ ’ 2
—ﬁ‘lj(x,t)=---=exp(%x fo F(t )dt)[—la+%f0F(t )dt] Y(x,t)

Aleshores, 'equacié d’ones se transforma en:

t 2

LGN “+_[F(t’)dt’ +V) | W 0
ot |zm\? S A
0

1 Una matriu diagonal commuta amb qualsevol matriu del seu mateix ordre.
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Si anomenem A(t) = fot F(t")dt', aquesta equacié té 'aparenca:

h(?‘P(x, t) _ ® + A)?
B [ 2m

at + V(x)] Y(x,t) = AP(x,t)

Amb la particularitat que, en ser F periodica, A(t) = A(t + T) perque ng(t)dt =0.Esa
dir, A presenta una doble periodicitat H(x + a,t) = H(x,t) i H(x,t + T) = H(x, t).

Per tant, pel teorema de Floquet: W(x,t) = e “tu,(x,t) amb u.(x,t +T) = u.(x,t).
Tanmateix, pel teorema de Bloch: W(x,t) = e**w, (x, t) amb wy (x + a,t) = wy(x, t).

. i(kx=5Ry
Podem escriure doncs que: W, (x,t) =e h

periodicitat.

Upk(x,t) amb u,, presentant doble

En el cas de xarxa buida en I'espai-temps u,(x,t) = 1 (absoluta homogeneitat de I'espai-

temps) de manera que ¥,,(x, t) = e!* ¥~ amb o = %

11. Cristalls en el temps

Els cristalls de temps sén estructures els estats fonamentals (o de menor energia) de les
quals son periodiques, tant en el temps com en l'espai. A primera vista, pot semblar
impossible trobar un sistema en qué l'estat fonamental mostre moviment periodic, ates que
el minim d'energia normalment es troba, en mecanica classica, quan les derivades de
posicions i moments sén nul-les. Pero sembla possible...

(a)

FIG. 1: (a) A time crystal has periodic structures both in
space and time. Particles arranged in a periodic pattern in
space rotate in one direction even at the lowest energy state,
determining periodicity in time. (b) An experimental realiza-
tion of a time crystal proposed by Li et al. uses ultracold ions
confined in a ring-shaped trapping potential. The ions form a
periodic structure in space and, under a weak magnetic field,
they move along the ring, creating a time crystal. (T. Li et
al., Phys. Rev. Lett. (2012))

La (curta) historia dels cristalls de temps és interessant.12 La proposta va ser inicialment
teoritzada en 2012 per Frank Wilczek i just en 2013, Xiang Zhang i el seu equip van proposar
crear un cristall de temps en forma d'un anell d'ions carregats en rotaci6 constant.

Pero el mateix 2013, Patrick Bruno i Masaki Oshikawa van publicar diversos articles on
mostraven que els cristalls espai-temps no semblaven impossibles. En treballs posteriors
van desenvolupar definicions més precises del trencament de la simetria de la translacio del

temps, que finalment va conduir a la declaraci6é "no-go" de Watanabe-Oshikawa: els cristalls
quantics espai-temps en equilibri no s6n possibles.

Pero en 2019, Valerii Kozin i Oleksandr Kyriienko demostren que, en teoria, pot existir un
sistema aillat consistent en un cristall de temps quantic i estacionari, si el sistema conté
interaccions inusuals de llarg abast, de manera que s'evite l'argument original "no-go"
demostrat per camps tipics de curt abast que decauen rapidament com r~% amb a > 0.

12 yeure wikipédia: https://en.wikipedia.org/wiki/Time_crystal
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Tanmateix, com, la realitzacié practica del sistema proposat pot ser prohibitivament dificil,
s'han plantejat objeccions sobre el caracter fisic real de la naturalesa dels camps de llarg
abast del model.

L'any 2022, I'equip d'investigacié d'Hamburg, supervisat per Hans Kefdler i Andreas
Hemmerich, va demostrar, per primera vegada, un cristall de temps dissipatiu continu que
presentava una ruptura espontania de la simetria continua de translacié temporal.

Han aparegut alguns articles divulgatius sobre aquest tema dels cristalls de temps, tema que
escapa als apunts presents, entre ells, un en 2019 del propi Frank Wilczek!3. També resulta
rapida, curta i agradable la lectura d’un article de 2012 de Jakub Zakrzewski.l4

12. Apeéndix: Rotacié d’eixos de coordenades

Considerem la posici6 r(x,y,z) d'un mobil en uns eixos fixos. Anomenem q(x',y’,z") ala
posici6 vista des d'uns eixos mobils i anomenem R(t) a la matriu que relaciona uns i altres
eixos, de manera que q = R(t) r. La inversa de la matriu de rotacio és la seua transposta,
ie, R(OTR() = L.

La Lagrangiana sera: £ = %M 72 —V(r).

Des de r = R(t)"q, tenim que 7 = R(t)"q + R(t)"q » Ri = ¢ + RR”q. El quadrat de la
norma de R #: (Ri)T(Ri) = #T RTR+ =T I = 72

A l'altra banda (¢ + RR"q)T(¢q + RR"q) = (¢ + ]R{]R{Tq)z, de manera que la Lagrangiana
queda:

L=1Mi?—V(@E)=1M(q+RR"q)" - V(R q)

El moment lineal p = Z—f_} =M(q+RR"q) > g = %— RR”q

Si definim A(q,t) = RR”q, escrivim g = % —A.

La Hamiltoniana,
i —L=p (P A) =M+ A2 +V = (P ap) = M (B) 4y =P
H=pqg—L=p(E-A)—M@G+A?+V=(C—ap)-sM(E) +v=L_sptv
2
Que es pot també escriure en la forma H = ﬁ (p—MA? - M A? +V
Per copsar el significat de la variable 4, definim Q = RR”, que permet escriure A = Qq. La

matriu Q és antisimétrica perqué: RRT =1 > RRT + RR" =0 > RR” = -RR" = —Q.
Peraltrabanda, Q" = (RR”)” = R R”. Per tant, Q" = —(Q. En altres paraules,  és un tensor

0 —c b
antisimetric, i.e., és de la forma: ) = ( c 0 —a), de manera que g = @ X q on w es
-b a 0

pot representar pel vector columna w” = (a, b, ¢).

Per tant, podem també escriure: A = w X q.

13 Frank Wilczek, The Exquisite Precision of Time Crystals, Scientific American, November1 , 2019
https://www.scientificamerican.com/article/the-exquisite-precision-of-time-crystals/
14 Jakub Zakrzewski, Crystals of Time, Physics 5 (2012) 116.
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coswt sinwt 0
Considerem el cas particular de rotacié al voltant de l'eix z:15 R = | —sinwt coswt 0 |.

0 0 1
Calculem Q = RR”:

coswt sinwt 0\ /—sinwt —coswt 0 0 —w 0
—sinwt coswt 0 coswt —sinwt O0|Jw=|w 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 O

0 —w 0 dx —W gy 0 dx
Pertant, A=Qq=(w 0 0|49 |=| @q |=|0|X|qy|=wXq
0 0 0 q 0 w q

I el terme Ap de 'Hamiltoniana queda:

0 0 w

LZ
Ap=(wxq)p= <qx dy qz) = 0(qxPy —@yPx) =0 Ly =
Px Py Pz
Amb I el moment d’inercia.
2 2 2
Observem que 'Hamiltoniana completa, H = ;’—M —Ap+V = ZP—M — LI—Z + V no suma 'energia

cinética de rotaci6 a I’energia cinética en els eixos mobils. En I'apéndix H del apunts vells de
quanticalé se mostra un exemple semblant d’'una hamiltoniana d’un sistema en rotacié, la
qual tampoc que no coincideix amb I’energia total del sistema.

Tornant sobre el cas general i la escriptura de 'Hamiltoniana en la forma:

2

g = (p — MA)? MLy
“om P 2

Si la quantifiquem (p —» —ihV, q = q) trobem I'equacié de Schrédinger:

0 1 A(q, t)?
iha‘P(q,t) =|— —ihV—MA(q,t))Z—M(qT)

oM + V(@) |¥(q,t)

Que coincideix amb l'eq. (17) de Koide et al.? si eliminem la translacié que Koide et al.
també inclouen.

La forma d’encarar el problema més simple (la emprada en aquestes notes) és considerar
I'equacié de Schrodinger simplement com una equacié diferencial i transformar els
operadors que defineixen els dos membres amb la mateixa matriu de transformacié: UTOU.

15 Cal no confondre w que és la velocitat angular al voltant de I'eix vertical i w la representacié aixil del
tensor (). Més endavant se veura la relacid.

16 ), Planelles, Quimica Quantica, Publicacions de la Universitat Jaume | 1996
(http://www3.uji.es/~planelle/APUNTS/QQ/llibreQQ.pdf)

17T Koide, T. Kodama and K. Tsushima S. Duarte, The Schrédinger equation in rotating frames by using
the stochastic variational method, in S. Duarte et al. (eds.), Physical and Mathematical Aspects of
Symmetries, https://doi.org/10.1007/978-3-319-69164-0 32. També en
https://arxiv.org/abs/1611.07570
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