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Equaci6é de Lagrange per a potencials U(q, C}) que de-
penen (també) de la velocitat.

La primera llei de Newton,

d

té el seu paral-lel en 'equacié de Lagrange,

d [ OL oL
w@ﬁ‘w—O @)

amb L=T-Vip=2

a4

Podem substituir L en l'equacié (2) pel seu valor T"— V' i obtenir:

d <8T> or d <3V> _V o (3)

alos) = alos)
Si V = V(q), aleshores, ‘Z—Y = 01 @ representa la forga sobre el sistema (F = —%—Z).
q

SiV =U(q, C}), aleshores () té el sentit d'una forca generalitzada. En altres paraules, si
el sistema presenta una forga que depen (també) de la velocitat i que siga expressable en

la forma ) = % <ZL.[) — %—g, podem definir la Lagrangiana L =T — U, de manera que L
q

automaticament satisfa I'equacié (2) de Lagrange. Podem també definir la hamiltoniana

H =pq —L, on p = 2L és el moment canonic conjugat [que cal distingir-lo del moment

04
[ ]
cinematic T = m 4.

Aco és precisament el que li passa a una particula carregada en presencia d’un camp

electromagnetic.



La forga electromagnetica en funci6 d’un potencial
generalitzat U(q,q)

La tercera equacié de Maxwell relaciona variacions espacials de camp electric amb

variacions temporals de camp magnetic:

0B
VAE+ 5 =0 (4)

Ates que el camp magnetic és irrotacional, i.e. VB = 0, podem escriure sempre B en
termes d’un potencial vector A(z,y,z,t) en la forma B = V A A, perqué V(V A A) = 0
[la divergencia d’un rotacional és sempre zero|. Si substituim B en termes del potencial
vector en la tercera equacié de Maxwell (4), apleguem a que,

0A

9,
V/\E+a(V/\A)—V/\(E+E)—O. (5)

De 'equacié (5) inferim que el parenteis (E + %) es comporta com el gradient d’un
potencial escalar ® [Recordem que el rotacional d’un gradient és sempre nul: VAV® = 0.

Aleshores podem expressar aquest paréntesi com el gradient d’un camp escalar ®(z, y, z, t):

2
ot

Recordem ara ’equacié de la forca electromagnetica de Lorentz i combinem aquesta

(E+ =) =Va. (6)

equacié amb lequacié (6):

A
F:e(E+v/\B):e(V<I>—%t+v/\V/\A). (7)

En aquesta equaci6 e representa la carrega (positiva o negativa) que esta sotmesa al camp

electromagnetic.

Tenim que,

VAA=(0,A. —0.A)T— (0,A. — 0. A,) T+ (0, A, — 9,A,) k (8)



on representem per J, la derivada %. Aleshores la component z del triple producte
v AV A A resulta:
(WAVAA), = vy(0: 4y — 0yA;) +v:(0: A, — 0. 4,)
= v,0, Ay + .0, A, + (V,0,Az) — V0 Ay — V.0, Ay — (0,0, A;)
= (v A) = X, viDiA,
25 - s (0]
Per una altra banda tenim que,

A, A, OA,\ (0q:\ _ OA, 0A,
dt_6t+z<3%><8t>:at—i_ZUZ(a%)' 1o

T,Y,2 .Y,z

(9)

Per comparacié de les equacions (9) i (10), concloem que:

O(v-A) 94, dA,

(VAVANA), = 5 5% " dr (11)

Portant aquest resultat, equaci6 (11), a la component x de 'equacié (7) (component

x de la forca de Lorentz) apleguem a que:

Foo= e (5 =%+ &0 A+ % - 4]

= e(%%%—%(v-/l)—dj;).

Es obvi que a%z(v -A) = A, ique % =0 (ates que A = A(z,y,2,t) 1 & = (x,y, z,1)).

(12)

Aleshores 'equaci6 (12) es pot reescriure en la forma:

F;c:e[aax(@jtv-A)—jtaix(cb—kv-A)]. (13)

Si definim U = —e (®+v- A), la component z de la forga, equaci6 (13), queda reescrita
segons:

p_ U doU (14

T 0x | dtov,
Podem definir, doncs, la Lagrangiana L =T —U =T +e®+ev- A. Tenint en compte

que 6% =01que %(U‘A) = A,, la component x del moment canonic conjugat, p, = (.?TLZ,
resulta ser:
oT 0P 0
. = +e +e v-A)=mu, +eA, =m, +eA, 15
b 0y 0v, 3%( ) m (15)



on T, = mfl—f és el moment cinematic. Tenim, doncs, que:

p=m+eA. (16)
L’hamiltoniana, H = Y, P,d; — L, amb 'equacié (16) queda en la forma:

H = Zi:x,yﬂ(ﬂ-i +e Al) vV — {Zi:x,y,z(%ﬂ-ivi) +e P +e Zi:a:,y,z(vi Az)}
= Zi:x,y,z(%ﬂ-ivi) —e®

(17)
- ﬁ i=x,y,2 7Ti2 —ed
= ﬁwQ —ed
que, en termes del moment canonic, resulta:
He ( AP —ed (18)
=—(p—e —e
2m P

on, recordem, e és la carrega, positiva o negativa, de la particula sotmesa al camp.

Fem notar que p és el moment canonic conjugat, mentre que ™ = m% és el moment

cinematic.
El gauge

El potencial vector A(zx,y, z,t) no esta univocament determinat pel camp B (que és
la magnitud que té el sentit fisic). En efecte, ates que B = V A A, donat la magnitud
escalar x(z,v, z,t), resulta que A i (A — Vx) donen lloc al mateix camp magnetic B, ja

que:

T 7k
VANVX) = |8, 9, 0.

= (ayZX - aZyX) T— (asz - azxX) J+ (awa - anyX) E =0



Podem triar xy de manera que VA = 0. A aquesta tria s’anomena gauge simetric o de
Coulomb. Encara, pero, el potencial vector A no esta completament determinat i podem

afegir condicions per a fixar-lo.

També ¢ admet un gauge. Si les fonts del camp estan llunyanes del nostre sistema (de
manera que la densitat de carrega que genera el camp és zero en el lloc on esta situat el
nostre sistema) podem triar & = 0. Aleshores hi ha prou amb A per a determinar el camp

electromagnetic'. Sota aquesta condicié, ® = 0, 'hamiltonia (18) queda simplement:
H=_—71"=_"(p—eA)? (20)

on p és el moment canonic conjugat.

Hamiltoniana Mecanoquantica

Per a fer el pas a la mecanica quantica, desenvolupem la segona potencia que apareix
en (20) en la forma:

(p—eA? =p°+e?A* —eAp—epA, (21)
on tenim present que els dos termes del final, que sén identics, no presenten el mateixos
operdors degut a les propietats de no commutativitat dels operadors mecanoquantics
associats amb p i A.

Ara subtituim p per —i AV i tenim en compte que,
PAY = —ihVAY = —ih (VAU + A(VT)] = [—i h VA + Ap] ©. (22)
Si triem el gauge simetric, VA = 0, aleshores ]3121\11 = /1]5\1/, amb el que:

H=1 - —Ap+—A% 23
Pt o (23)
1Si p = 0, aleshores VE = 01 V(V® — %—’?) =0, ie., V20 — %VA = 0, com VA = 0, aleshores,

V2® = 0, cosa que em permet triar y tal que ® = & + x sempre que VZy = 0. Trie doncs y = —® amb

la qual cosa el potencial escalar final és ® = 0. Notem que aquesta tria no afecta a E = VP — %, ates

que V2® =0, i.e., V® = ct., i aquesta constant pot ser absorbida pel gauge del potencial vector A.



Com que B ino A és qui té sentit fisic (els resultats no depenen de la tria d’A, on hi

ha una gran arbritrarietat), per a representar un camp axial constant, B = Bk, triem

A= (-1/2y By,1/2x By,0)?. En efecte:

7 7 k
VANA= Oy Oy 0, | = Bo k (24)
Comprovem que, com era d’esperar,
(25)

VA =0,(~1/2y By) + 8,(1/2x By) + 0.(0) = 0.

Calculem ara el producte Ap:

A= (-1/2y By,1/2x By,0 1 L i
(—=1/2y Bo, 1/ 0,0) — Ap = —7ihBo(I2 - yﬁ) = 5BoL. (26)
p=—ihV . oo 2
Analogament,
@7)

Des de les equacions (23),(26) i (27) podem escriure:

H h2v2+1 22 1,7 (28)
=—— MW swel,
om " gl T
on w, = —<2 és 'anomenada freqiiéncia del ciclotrd - vegeu la secci6 6.1.1 de [4].
Si definim ara w = w,./2 podem reescriure 'equacié (28) en la forma:
H h2v2+1 20 +wl (29)
= —— —1mw wl,.
om 2P
2També podem derivar aquest mateix camp del vector A = (—y Bo,0,0), aquest segon vector A

resultant a partir del primer mitjancant el gauge A — A — V(2450



Confinament magnetic bidimensional

Considerem una massa m carregada amb la unitat negativa de carrega i, per simplificar,

utilitzem unitats atomiques (A = e = 1). Reescrivim 'hamiltonia (29) en la forma:

. 1 B? BL
He — (RRap?aepd)y 22y P8
2W,L(pgﬂrpyﬂoz)+ o T

(30)

2m

on hem omitit el el subindex 0 en el camp B i hem substituit w pel seu valor B/2m.

En l'equacié d’autovalors d’aquest hamiltonia , HU = EV, podem separar la coorde-

nada z. En efecte, si escrivim ¥(x,y, z) = ¢(z,y) - Z(2) és immediat comprovar que:

! L(A2+A2)+— +
Py [2m T T 8

on A és una constant.

En la part 7:((33, y) de I'hamiltonia H (x,y, z) que depen de les coordenades (z,y) podem

reconeixer dos termes:

N 1 B2
2D A~ ~2 2 2
Hyo = %(prrPy)Jr%(ﬂf +y7) (32)
i A
Ny BL
H = z. 33
- (33)

El primer hamiltonia, H?2, es correspon amb un oscil-lador harmonic bidimensional. El

segon és proporcional a la component z del moment angular.

Podem escriure la part H??, en coordenades cilindriques:

. 1.9 10 L[> B?
H?P —  — (- 2 —y 34

)
on ara L, = zh(%.



De seguida ens adonem que I'equacié d’autovalors de HZ, separa les variables (p i ¢),
cosa que implica la commutacio:

o

(Ao, H'] = 0. (35)

En conseqiiencia, ’energia de ’hamiltonia complet 7:{(35, y) sera suma de l'autovalors de

Ky . Py . . © 9. . .
H3R i H'. L’energia de l'oscil-lador bidimensional es pot escriure:

! 1 ” 1
E2R = (v +§)w+(v +§)w (36)
on v, v prenen valors 0,1,2,3... i, recordem, w = %.

Hem vist que en aquest oscil-lador L, és una constant de moviment. Podem expressar,
doncs, aquesta mateixa energia implicant el nimero quantic M associat amb L,. De fet,
si ataquem la ressolucié de I'equacié d’autovalors d’aquest oscil-lador bidimensional en

coordenades cilindriques, aleshores, 1’energia ve donada per®:
EiL = (2n+ M|+ 1) w, (37)

onn=20,1,2,3...i M =0,£1,£2, 43 ...

L’energia de I'altre hamiltonia és simplement,

p B
EFE =—M=wM 38
om W (38)

amb la qual cosa 'energia de I'operador complet 7:{(35, y) resulta:

En,M)=02n+ M|+ M +1)w. (39)

A les distintes energies, que presenten un comportament lineal enfront del camp, se les
anomena nivells de Landau. Els estats amb M < 0 estan infinitament degenerats mentre

que la resta presenten degeneracié n+M+1. Cal dir que, en general, per a sistemes 3D

3Vegeu el problema proposat a ’apendix corresponent al tema 1 de Quimica Quantica Avancada.



confinats, el comportament de les energies en front del camp no és lineal sind quadratic.
L’oscil-lador és un cas molt particular que contempla el terme quadratic com el seu propi

potencial.
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Apendix

Considerem el rotor elastic bidimensional de massa i constant elastica unitat, descrit per H =
—% \Vai —|—%r2. Escriu-lo en coordenades cartesianes. Aleshores, separa variables. Fes tractament al-
gebraic a cadascuna de les dues equacions que has obtingut. Reuneix els resultats i demostra que:

2 2
E(vg,vy) = vz +vy + 15 |vg,0y >= Ny, Ny, Hy, (x)Huy (y)e ™ 2e=v7/2,
Escriu aquest mateix operador en coordenades polars. Separa variables i troba les solucions de la part

angular. Omiteix trobar les funcions confluents hipergeometriques que constitueixen les solucions de la

part radial.

La separacié en polars evidencia que L, és una constant de moviment. També ho pots veure en cartesianes
si escrius L, en termes dels creadors i aniquiladors b}, b, b; , by 1, aleshores, comproves que [7:[, I:Z} = 0.
Comprova-ho!

Aquest resultat no implica, perd, que |vg,v, > siga funcié propia d'L,. Comprova que ﬁz|vw,vy >
g, vy >.

Ara bé, atés que [ﬂ, ﬂz] = 0, sempre pots trobar combinacions lineals, dins de la degeneracio d’ﬂ, que

siguen propies d’L,. Demostra que si v1 + vy = v3 + vy, aleshores, |vy,vs > estd degenerat amb |vs, vy >.

Demostra que |v,, v, > presenta una degeneracié g = v, + v, + 1.

10



Particularitza el cas v, +v, = 1. Hi han dos estats degenerats {|10 > i |01 >}. Representa L. en aquesta
base. Diagonalitza la representacio i troba les dues autofuncions simultanies dHiL.. Comprova que
compleixen ’equacié d’autovalors de l'energia, escrita aquesta en coordenades cartesianes. Reescriu les
les dues autofuncions simultanies d’H i L, en coordenades polars i comprova que compleixen I’equacio

d’autovalors de l'energia, escrita ara en coordenades polars.
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