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Proleg

Aquest llibre recull, resolta, la col-leccié completa de problemes del manual
Noves notes de Quimica Quantica. La col-leccié de problemes seleccionats,
més de 200 problemes resolts, és prou extensa perque esta pensada com a
material de suport en estudis de grau, on la presencialitat es redueix i el
treball no presencial creix significativament. Una resolucié exhaustiva, i per
tant ’enteniment de tots els problemes inclosos, permetria pal-liar la breve-
tat de la presencialitat i fer que, en acabar el curs, 'estudiant tingués un
bagatge de Quimica Quantica més que respectable. Tot i que una part dels
problemes sén simplement exercicis, hi ha molts altres que comporten una re-
flexié/ensenyament addicional. La idea, com indicava en el proleg al manual
Noves notes de Quimica Quantica, és atendre la diversitat de ’estudiantat,
incloent-hi també aquelles estudiants més interessats (facilitant-los que pugen
aprofundir en Quimica Quantica més que els minims requerits en els estudis de
grau). En funci6 del curs i el temps disponible, es podra triar un subconjunt
de problemes a ser discutits en seminaris. Com cal respectar la relativament
reduida presencialitat dels estudis de grau, és essencial que les classes de pro-
blemes comporten discussié i no exposicié (per aquest motiu s’ha escrit aquest
solucionari) i, sobretot, cal no oblidar ’eina addicional de tutories, on 1’estu-
diant pot acudir a discutir privadament tots els dubtes que li poden sorgir.

Castell6 de la Plana, Juliol 2011
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Capitol 1

Introduccioé als postulats de la
teoria quantica

1. Efecte fotoelectric: en il-luminar una superficie metal-lica amb llum de
diferents longituds d’ona i mesurar els potencials que detenen els elec-
trons arrancats, s’obté la segiient taula de valors:

v(10M Hz) [ 8.191 7.402 6.876 6.093 5.491 5.178
V(V) 148 1.15 093 062 036 0.24

Representeu el potencial vs. la freqiiencia i determineu la freqiiencia
llindar, el potencial d’extraccié i la constant de Planck.

Solucié: L’equacié de l'efecte fotolectric és hv = Wy 4+ eV amb Wy = eVy = hig
on Wy és el treball d’extraccié, Vi el potencial d’extraccid i vy la freqiiéncia llindar
d’extraccié. Si reescrivim 1’equacié en la forma

V:ﬁu—@:al/—b

€ (&

i fem un ajust de minims quadrats de les dades' obtenim els valors a = 4, 115710~ *°
ib=1,8944 amb una correlacié r* = 0.99988.

El valor b = h—;’o és directament el potencial d’extraccié expressat en volts i, per

tant, també el treball d’extraccié si aquest s’expressa en electré-volts. A partir del
coneixement del valor de la carrega de l’electrd, que assumim coneguda e = 1.6 -
10719C, i el valor de la pendent b podem calcular vg = 4.6 - 10'* Hz. A partir

d’aquests valors podem determinar la constant de Planck h = 6.59103* J-s

!Cal tenir en compte que si expressem les fregiiencies en H z cal multiplicar per 10'*, com
s’indica en la llegenda de la taula de ’enunciat.
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2. Considereu la funcié no normalitzada f(z) = e~*". Normalitzeu-la sa-

oo
bent que [ e % dx = /7.

—00

Solucié: Des de

2 2 2 1 2 1 ™
e T e T dr= e dy = — / e Vdy = — /7t = (2)1/2
/ / V2 Y \/5\/_ (2)

concloem que la constant de normalitzaci6 és (2 /77)1/ 44, per tant, que la funcié nor-
malitzada és F(x) = (2/7)/%e™®

3. Comproveu que l'operador x és hermitic sobre un domini de funcions
0

quadraticament integrables (i.e. aquelles que [ |¢(z,1)|?dz < o).
—00
Solucié: La posicié x és un nombre real, aleshores x = =™ i és immediat que:

/ fil@) e f(x)de = / @ £ (@) 3 (2)da (1.1)

— o0

4. Utilitzeu un conjunt de funcions quadraticament integrables i comproveu
que p és hermitic. Es hermitic en considerar-lo un operador definit en
I’espai expandit pel conjunt de funcions (eik“’)? Demostreu que 'opera-
dor d/dx no és hermitic.

oo

Solucié: Comprovem primer que [ 91(z)*p Y2(z)dr = [ [p¢1(x)]" ¢2(x)dx, on

— 00

p=—ihL.
Anomenem I; i I2 a aquestes integrals. Partim de I; i integrem per parts,

L = ( —@h)J/f¢ d¢2 Ao (2) ::C—ﬁﬂ[d&(w)”¢2@xﬂilo——(—dh)L/iﬂa(w)d¢1ﬂry

com per hipotesi les funcions sén quadraticament integrables, cal que 1 (£o0) =
2(+oo) = 0. Aleshores, el claudator en ’equaci6 anterior és zero i, per tant, I és
simplement el segon membre, que reescrivim en la forma

L= (ih)_]o ng(x)w;—f)*dx - ]O {(—m)%f)} () = I

— o0

amb la qual cosa queda demostrada la primera part del problema.
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oo

En segon lloc, cal comprovar que [ e~ kiep eik2® g — / [13 6““1”] T etk .
—ik1x . d ikox . . i(ke—k1)x
e (—zh)d—e dr = (—ih)(ik2) [ e dx = hko I
x

oo (e o]
/ {(—zh)d—e k1 } e™*2% 4y = [(—ih)(ik1)] / e k2 =k)T g0 — By T
x
on el simbol I en les expressions anteriors representa un valor indeterminant (la inte-
gral que apareix no té un valor definit en els limits infinits d’integraci6). Veiem doncs
que per comprovacié directa no trobem cap resposta. Cercarem una via alternativa
treballant entre limits finits i, en la darrera etapa, fent el pas al limit infinit.

En primer lloc normalitzarem les funcions. Com resulta que:

oo L
ke ik _ ke ik )
e """ dr = lim [ e ""Te"dx = lim (2L) = oo,
L—oo L—oo
—00 —L

definim ¢ (x) = \/%Te“” i comprovem que per a qualsevol L:

L L L

/ip(x) w(x)dx—/2Le e da:—zL dx 2L—l
—L —L —L

Per tant,
L
Llirn /¢(w)*¢(x)dx = Llim 1=1
L

Ja tenim doncs la funcié normalitzada per a qualsevol L. Ara calculem, per a un valor
L qualsevol i k1 # ko2, el producte escalar

L L 4 I
* 1 ; _ 1 62(]{2 — kl)l‘ Sin(kjg — kl)L
dr = — i(ka kl)md _ & | &Rz T R _ Slv2 = k1)L
/wl(x) Ya(z)dr = 57 /e TTOL Ti(ka— k1) |, (ks — k1)L
L L
Calculem ara el limit:
r in(ks — k1)L
. . .. sin(ka — k1)L
A / Vi(e) 2 (z)dr = i (k2 — k1)L 0
L
Hem comprovat, per tant, que les funcions 9 (z) = —2¢e**, (k € R) s6n ortonormals.

V2L

Per estudiar ’hermiticitat de p calculem les integrals segiients, que també anomenem

Il 1 122
L 1 L L
L= [ Y1) pe(x)de = — [ e 1% (—ih)(iko)e™ ¥ da = hky [ V1 (x) 2(z)da
/ o J /
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b= [ @) va@de = 5 [ [t ] o = iy [ or(@) valo)is

—L —L —L

Ara fem el pas al limit,

Il = hm Il = hkgd(lﬂg — kl)

L—oo
IQ = Llim 12 = hkl(S(kz — kl)

on &(ka — k1) és zero si k1 # ko i val la unitat si k1 = k2. Tenim doncs que si ki1 # ks,
aleshores 71 = 72 = 0, i si k1 = ko = k, aleshores 71 = 7> = hk. I ara si que podem
dir, en rigor, que p és hermitic quan actua sobre el domini d’ones planes i les seues
combinacions lineals.

Per contestar la tercera part del problema, adonem-nos que la preséncia del nombre
imaginari ¢« davant de la derivada és clau en la determinacié de I’hermiticitat de p,
atés que la conjugacié ¢* = —i ens proporciona el necessari signe menys. Sense el
nombre imaginari no podem establir la igualtat:

/ (o) P20 gy =y ()" )] / Ya(e)dvn ()" = 7 20 i

— o0
El signe menys davant de la darrera integral impedeix que I'operador d/dz siga her-

mitic.

5. Comproveu que (AB)t = Bt AT,

Solucié:
/ f1(@) AB fa(x)dr = / fr(2)* A x()da = / AT F @) B fo()da
- / (@) B fale)de = / B (@) folx)da
- / BTAT (@) fol)da

pero per definicio

Fila) (AB) flw)de = [IAB) Fio)] a(o)de — (AB)* = B A*

6. Considereu un operador qualsevol O. Demostreu que O1O és hermitic i
que (®|OTO|®) > 0.

Soluci6: Des de (AB)* = Bt A% i tenint en compte que 'adjunt de l'adjunt d’un
operador és el mateix operador,? és immediat que (OTO)" = OO, cosa que eviden-
cia el caracter autoadjunt d’aquest producte d’operadors. El valor mitja no negatiu

2En efecte, (®1|A|P2) = ($2|B|P1)* = ($1]|C|P2) on B = AT i C = BT. De les igualtats
wteriors concloem que A = C. Per tant, C = A= Bt = (A")T ie. A= (A")".
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d’aquest operador el comprovem directament:

(0T 0|®) = /¢*0+O®dv :/ [O@T [Ocp] dv :/|O<1>\2dv >0

7. Considereu dos operadors hermitics fl B definitis sobre un domini de

funcions 1ntegrab1es Demostreu que 'operador C = AB és hermitic si
AB = BA.

Solucié: Tenint en compte 'hermiticitat dels operadors fl, B podem escriure:
/ 1(2)* AB(z) dx = / A ()] Bya(2) do = / |Bhys ()] () do

A més a més, si AB = BA, la darrera integral es pot escriure i [ABwl (w)} Yo(x) dx

cosa que demostra ’hermiticitat de C = AB.

8. Considereu els operadors hermitics £ = z i p = —ih% definits sobre

un domini de funcions integrables. Demostreu que A = %(l’ﬁ +px) és
hermitic.

Solucié: Un operador és hermitic si coincideix amb el seu adjunt. Aleshores hi ha
prou en comprovar que AT = A:

~ 1, . o .
A= [jepspo)| = Joaran =i
9. Comproveu que [p, z| = —ih.
Solucié:
b, 8¢ = —ihg(ve)+ ihwge
= —ih¢ —ihx %t dd’ + zh:v (1.2)
= —iho

10. Comproveu que [&9, &B] = —ih, on AA=A— (A).

Solucié: P
[Ap, Az] = [p—(p), 2 — ()]
= [l = (o)l = [py {a)] + [(p), (@) 13)
= —th—-0-040
= —ih

11. Demostreu el principi de Heisenberg: ApAz > h/2. Ajuda: calculeu el
minim de la funcié F = |aAp + iAx|? > 0.

Solucio:

F = (aAp + ZA.’L‘) (aAp - ZAac)
2Ap 1+ Az? — wz(ApA:E — AxAp) (1.4)
= 2Ap + Az? — ah
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Escrivim ara el valor mitja (F') de la magnitud definida positiva F' i calculem el seu

minim:
(F) = a*Ap*+ Az —ah >0
d(F)/da=0 = 2aAp*—h (1.5)
d*(F)/do? = 2Ap* >0

— Omin = §Ap72

aleshores, el menor valor possible® de la mitjana de F' és:
h? h?
(F) = ZAp_4Ap2 + Az® — EAP_Q >0

multiplicant per Ap? tenim:

2

—hz + Az?Ap* >0

d’on deriva directament el principi de Heisenberg®: AzAp > %

12. Calculeu els estats estacionaris i energies associades d’una particula con-
finada en una caixa de longitud L i potencial zero.

Solucié: D’acord amb ’enunciat V' (z) = 0. Per tant, ’equacié d’autovalors 7:{1/)(39) =
E(x) és simplement,

2 52

- VD) _ )

m dx
Per ser una equacié diferencial de segon ordre, aquesta equaci presenta dues solucions
particulars. La solucié general sera una combinacié lineal d’aquestes solucions parti-
culars, i obtindrem la solucié concreta del nostre problema en aplicar les condicions
de contorn sobre aquesta solucié general. En aquest cas, les condicions de contorn
indiquen el confinament de la particula dins de la caixa. Per tant, la probabilitat de
trobar la particula fora de la caixa (i en particular, en les parets d’aquesta) sera zero.
Aix0 es tradueix en dir que ¥ (z =0) =¢(z = L) = 0.

Les solucions particulars de ’equacié les trobem per inspeccié: les funcions sin kx i
cos kxz presenten segona derivada proporcional a la funcié i amb signe canviat.® Per
tant, la solucié general sera:

Y(x) = asinkx + bcos kx

3 Aquest valor ha de ser necessariament positiu per ser el valor mitja del quadrat d’un
modul.

4Cal adonar-se’n que de la demostracié es deriva que:

Ap=[((p — NN Az =[((z — (@))%

‘5En lloc de la parella (sin kx, cos kx) de solucions particulars podem utilitzar la parella
(e**® e~%*). Una parella de funcions és combinacié lineal de Daltra i, independent de la
parella de solucions particular triada, el resultat al qual aplegariem és obviament el mateix.
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Des de la condicié ¥(0) = 0 concloem que b = 0. De moment tenim doncs que
Y(xz) = asinkz. Si apliquem ara la segona condicié de contorn trobem que:

Y(L)=asinkL=0 —kL=nm, n=1,234...

Si substituim la funcié ¥ (z) = asin ** en I'equacié d’autovalors trobem el valor de
I’energia
h2m?
= ——n
2mL?

és immediat que:

Procedim ara a normalitzar la funcié. A partir de sin? z = #

L
/Sin2 nre dr = £
L 2
0

Per tant, la funcié normalitzada és ¢ (x) = \@ sin "7,
13. Apliqueu la regla de quantificacié de Sommerfeld-Wilson § pdz = nh a
una particula confinada en una caixa monodimensional de longitud L.
Deduiu 'equacié per a les energies permeses d’aquesta particula confi-
nada. Mostreu que la relacié de DeBroglie condueix al mateix resultat.

Figura 1.1: Representaci6 en l'espai de fases (p,z) del moviment lliure d’una
particula confinada en una caixa de longitud L.

Soluci6: A la vista de la figura 1.1 és immediat que § pdx = 2p L. Per tant, p = %

Com la particula no esta sotmesa a cap potencial, E = p? /2m. Si subtituim p trobem:

_ o
SmL2 "’

que coincideix amb el resultat obtingut en el problema anterior.
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Aquest mateix resultat el podem obtenir a partir de la relacié de DeBroglie. En
efecte, les ones estacionaries presenten amplitud zero en els extrems de la caixa. Ago
unicament és possible si la longitud L de la caixa és multiple enter de la semilongitud
d’ona: L = n% Si tenim en compte la relaci6 de DeBroglie, p = %, trobem que
p = % = %, que és el resultat que hem trobat aplicant la regla de quantificacié de

Sommerfeld-Wilson. La resta del problema és doncs identic.

14. Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson a un rotor ri-
gid de moment d’inercia I. Deduiu ’equacié per a les energies permeses
d’aquest rotor.

Solucié: Els estats estacionaris d’un rotor que descriu una determinada orbita vénen
caracteritzats per un moment angular . = pr constant. Si tenim en compte que
I’element dx de desplagament es pot ficar en termes de I'angle rotat i el radi, dz = rdf,
la aplicacié de la regla de quantificacié de Sommerfeld-Wilson ens porta directament

a que:

27 27 2w

%pdx:nh:/prdQZ/LdGZL/d9:27rL

0 0 0
d’on L = nh. Ara substituim L en la formula de I’energia de rotacié E = é—j i trobem
que:

B h*n?
21

15. Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson a 1’oscil-lador
harmonic simple (una particula de massa m sotmesa a una forga F' =
—kz). Deduiu 'equacié per a les energies permeses d’aquest oscil-lador
harmonic. (Ajuda: feu el canvi x = asiné per a resoldre la integral

[Va? — 2%dx.)

Solucié: L’energia d’un oscil-lador harmonic simple és F = % + g:cQ. Si cerquem
estats estacionaris ens restringim a estats on E és una constant, de manera que podem
escriure p en funcié de la coordenada x, a partir de la férmula anterior, i procedir a
integrar (efectuant el canvi de variable que es suggereix a l’enunciat). Ara be, si
reescrivim la formula de ’energia en la forma:

9 2
(L) I O R
2mE V2E/k
trobem la férmula d’una el-lipse de radis 11 = V2mFE, ro = /2E/k i area A =

nrire. Com larea A és precisament igual a 39 pdz, ens estalviem de fer la integral i
directament escrivim que:

A=nh=mV2mE\/2E/k = 2rE,| % S
w v

d’on obtenim ’equacié per a les energies permeses de ’oscil-lador harmonic: £ =nhv.
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16. Imagineu que ®; i ®5 sén dues funcions propies reals no ortogonals de
’'Hamiltonid H amb el mateix valor propi. A partir d’aquestes funcions,
construiu altres dues funcions propies de I’Hamiltonia H amb el mateix
valor propi pero que siguen ortogonals entre si.

Solucié: En primer lloc demostrarem que qualsevol combinacié lineal de dues funcions
propies d’un operador que tinguen el mateix valor propi, és també propia i té també
el mateix valor propi. En efecte,

H(a®, + b®s) = (aED, + bED2) = E(a®; + bds).

Ara cercarem les dues funcions ortogonals requerides com combinacié lineal de les dues
funcions propies incials. Assumirem que aquestes funcions propies incials estan nor-
malitzades. En cas contrari, en una primera etapa, podriem porcedir a normalitzar-les
de manera que (®;|®;) = 1.

Hi ha diverses manera de trobar dos vectors (o dues funcions) ortogonals. En el cas de
dos vectors de la mateixa longitud, pot ser la més immediata deriva del fet conegut que
la seua suma és perpendicular a la seua resta, com es pot immediatament entreveure
en un dibuix. Nosaltres ho demostrarem algebraicament. Definim doncs dues noves
funcions ¥ = ®1 + P2 i 12 = $; — P2 i calculem el seu producte escalar:

(P1]ih2) = (@1 + P2)|(P1 — 2)) = (P1|P1) — (P2[P2) — (P1[P2) + (P2|P1)

Si tenim are en compte que (P1|P1) = (P2|P2) = 11 que (P1|P2) = (P2|P1), hem de-
mostrat ’ortogonalitat.® Aquesta parella (¢1,12) no esta normalitzada i és una entre
les moltissimes parelles ortogonals amb el mateix valor propi que podriem trobar. Més
endavant, en un altre problema, trobarem funcions ortogonals seguint el procediment
de Schmidt que basicament consisteix a definir 11 = ®; i g = Bg — (B1|P2)P;. Es
a dir, usar la primera funcié normalitzada i restar de la segona la component (és a
dir la projeccid) de la primera. La comprovacié de l'ortogonalitat és, com en el cas
anterior, immediata.

17. Imagineu que {¢l} és un conjunt complet de funcions propies de dos
operadors lineals R i P. Demostreu que [R, P] = 0.

Solucié: Escrivim un funcié arbritraria en termes del conjunt complet {¢;}: x =

> ¢i¢;i. Aleshores comprovem la commutacié []A%, ]5] =0:
i

[R, Plx = cilR, Plgi = ci(ripi — piri)¢i = 0.

4 A

6Si les funcions sén complexes, aleshores (®;|®s) = ($2|®1)* i les dues noves funcions
que cal definir sén 11 = @1 + &3, 1o = &1 — 5. La resta del problema es resol de manera
identica. En el cas del procediment de Schmidt les funcions ortogonals es defineixen de la
mateixa manera que en el cas real.
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18. Diem que els observables A, B...L formen un conjunt complet d’ob-
servables que commuten si tenen un u%nic conjunt complet de funcions
propies comunes. Les variables dinamiques representades per observables
d’un conjunt complet d’observables que commuten poden ser definides
amb absoluta precisié i formen un conjunt complet de variables com-
patibles. Si es realitza la mesura simultania de totes les variables, la
funcié d’ona ha de ser propia dels operadors A, B...L amb valors pro-
pis a,b...l (resultats de les mesures). Com que tan sols existeix una
funci6 propia amb aquesta propietat concloem que el conjunt (a,b,...1)
defineix completament la funcié d’ona del sistema. Es a dir, defineix
completament 'estat dinamic del sistema.

Demostreu que el moment lineal p, per ell mateix, constitueix un conjunt
complet d’observables que commuten.”

Solucié: Qualsevol magnitud fisica és funcié de la coordenada i del moment, A =
A(p,z). Siimposem [A,p] = 0, com la determinacié del moment inevitablement altera
la coordenada, alteraria també A. En conseqiiencia hem de concloure que A = A(p).
En altres paraules, p determina univocament A, i.e., en mesurar p tenim coneixement
exacte del valor propi a de ’observable A. Per tant, mesurar p equival a mesurar A.

19. La funci6 d’estat ¥(z,t) pot expandir-se en termes del conjunt complet
de funcions (u,(x)) propies de I'hamiltonia H(p, x):

\Il<x7 t) - Z Cn¢n(t)un(x)

n

on ¢, sén constants. Determineu la forma de les funcions ¢, (t) per subs-
titucié de ¥(z,t) en 'equacié de Schrodinger. Quines condicions han de
complir els coeficients ¢, si volem que ¥(z,t) siga un estat estacionari?

Solucié: Substituim la funcié en I’equacié de Schrédinger ih% = HY(z,1):

zhz Cnin (T d¢n( ) = Z cndn () Hun(z) = Z CnPn (t) Enun(x)

n n

% cnen(a) ( p0nll) En¢n(t)) o Ly,

N ¢n(t) _ e—iEn t/ﬁ

La condicié d’estacionarietat implica que tnicament sén diferent de zero el coeficients
¢, de les funcions u,(x) amb la mateixa energia.

TAcd és cert sempre que la particula no tinga espin.
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20. Per at = 0 la funcié d’ona d’un sistema definit per un hamiltonia 7:Z(p, x)

resulta ser:
1 1
U(z,0) = \/;ul(x) + \/;ug(x) + csus(x).

(a) Determineu cs.
(b) Determineu W(z,t).
(c) Determineu el valor mitja d’energia < ' >, perat =01t = lsec.

Soén identics els resultats? Per que?

Solucié: A partir de la condicié d’ortonormalitat de funcions propies d’un operador
hermitic, (u;|u;) = d;; i de la normalitzaci6 de la funcié d’ona, tenim que:

1—i—|c[ — 3= 3
g 178 *~ V1o

OTI}—l

:/|\I/(:c,t)]2dac:

La funcid és:

1 ,- 1 7‘ [3 »
U(x,t) = \@m(w)e zE1t/ﬁ+\£u2($)e iBat/h % us(z)e iE3t/h

El valor mitja de I’energia en un temps t¢:

(E) = (¥ (x, )" |H|¥(z, 1)) Zczcg (uilug) = Z jeil* B

que resulta independent de t. Fixem-nos que si un estat és no estacionari, en un
temps t; podem mesurar una energia F; diferent de la que hem mesurat en el temps
anterior to i que (F) no és un valor que es mesura en un temps ¢, (E) és la mitjana
d’un hipotetic conjunt infinit de mesures efectuades. Per aixo no pot ser mai una

funcié del temps.

21. Coneixem les sol-lucions de 'equaci6 d’autovalors Hgb E¢. Que podem
dir de les autofuncions i els autovalors d’un altre hamitonia H' = H+ Vo,
on V, és un valor constant?

Solucié: R R
(H+Vo)p=Ho+Vop = E¢+ Vop = (E+ Vo) = E'¢
Podem dir que tenen identiques autofuncions i que els valors propis difereixen en la

constant V.

22. Considereu el conjunt complet de funcions (z") deﬁnides a l'interval
(—1,1). Els tres primers membres del conjunt sén 1,z i 22. Construiu
tres funcions ortonormals g1, g2 i g3. Comenceu amb g; = 1 /+/2 i deri-
veu les expressions per a go i g3 utilitzant el metode d’ortogonalitzacié
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successiva (Schmidt).

Solucié: Procedim en primer lloc a normalitzar les funcions no ortogonals de partida:

1
1

lde = 2 — fi=—
/_1 V2

1 371
/1x2dw N {%}—1 ok ;37

1 571
/1m4dm = {%]_1 —  fz= gq;Q

Ara calculem tots els productes escalars:

(filfr) = / 2L

(filf2) = / L gxdxzo

1 2
g = %
(falfo) = 1
(f2lfs) = O
(fslfs) =

Ara apliquem el metode d’ortogonalitzacié successiva:

g1 = f1

92 = fo—Aflgg=La—(folf)gr=Ff2—0fi=fo

93 = f3—(fslgr) g1 — (fslg2) g2 = f3 — (f3lf1) 1 — (f3|f2) 95 =
Vb o VB 1 5,2 1

ER R, R LY

Finalment procedim a normalitzar les funcions obtingudes. El procediment seguit fa
que g1 i g2 estiguen ja normalitzades per ser iguals a fi i f2, que previament haviem
normalitzat. Calculem la norma de g3:

1
5 5, 1o, 4
2% — 2Vl = =
/_12( 3)dr =73

Per tant, g3 = %\@(:1:2 -4
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Capitol 2

Models analiticament
resolubles

1. Calculeu els valors mitjans (p,) i (p2) per a qualsevol estat de la particula
en una caixa 1D. Observeu la relacié de cada valor mitja amb I’energia
i comenteu-ne els resultats.

r2x2 2

>—zn". Calculem ara els valors

Solucié: Recordem la féormula de V'energia E,, =
mitjans que indica ’enunciat:

L L
2 d 2
/ 7 sin n_zx(_m%) sin %dm = Z(—zh) / % sin % Ccos n_z:vdx =0
0 0
L L
2 sin Y (—h2 i ) sin PTT = Romn® 2 sin 7 gin M g — Roa” n?
L L dx? L L2 L L L L2
0 0

Comprovem que (ﬁﬁ) no és altra cosa que dues voltes la massa per ’energia, mentre
que (pz) és zero, ates que la particula, en el seu rebot continu de paret a paret, va
(classicament) la meitat del temps en una direccié i la meitat del temps en la direccié
contraria.

2. Calculeu la forca que exerceix una particula ubicada en una caixa unidi-
mensional en xocar contra la paret. Comproveu que retrobeu ’equacio
classica de Newton F' = %. Ajuda: recordeu que dE = F'dL.

Solucié: El treball que es realitza quan una forca F' desplaga la paret de la caixa una
quantitat diferencial dL implica una variacié d’energia dE = F'dL. Per tant, la forca
que s’exerceix sobre la paret podem calcular-la com la variacié d’energia per unitat

. _ dE, _ R%zx% 2
de longitud F' = <%, on E, = 3-75n".
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2
p

A partir de l'energia E, i de que £ = - obtenim els valors de p que pot tenir
la particula: p = h”n La mecanica classica ens diu que si derivem el moment
respecte del temps: % = g—i% = jiv = jﬁ £ hauriem d’obtenir la forca. Tot
seguit comprovem que la forca F' = dE” la podem tambe calcular com la variacié del
moment respecte del temps ‘%":
dE h2m?
F=— = - il n?
dL miL3
F:@ _ fm’ dL hrw £:_h27r2n2
dt "a T L2 mL3

3. Considereu una particula en una caixa cibica. Considereu un mol de gas
de particules en aquesta caixa. Trobeu la coneguda férmula PV = RT
a partir que F = 2mLQ( n2 + nz +n2).

Ajuda: Escriviu I’energia en funcié del volum de la caixa i recordeu que,
en un procés adiabatic, la pressi6 P és menys la derivada de l’energia
respecte del volum P = (8E)Q Penseu que escalfar un sistema és
sotmetre’l a ’accié de radiacio, la qual provoca transicions i canvia la
poblaci6 dels distints nivells d’energia (allo que hom sent a les mans en
ficar-les davant l'estufa és I’acci6 de la radiacié infraroja). Aleshores, si
no introduim calor, no alterem la poblacié dels diferents nivells energe-
tics. Finalment cal tenir present que 1’energia del gas és energia cinetica
que i I'energia cinetica mitjana molar (3mv?) = 3RT.

Solucié: Seguint les indicacions de I’enunciat, escrivim l’energia en funcié del volum

de la caixa:
h2r? R2r? 2
E(ng,ny,n;) = CPYoTE (n2 +n) +n?) = s EL
on > = n2 + ni + n?. L’energia d’una caixa on hi ha un nombre d’Avogadro N

de particules, amb una poblacié per nivell que anomenem p(FE,), de manera que
S p(E,) = Na, vindra donada per €& = 5. p(E,)E,

Si derivem I’energia respecte del volum a calor constant, i.e., sense canviar la poblacié
dels distints nivells,

% aEr h27'['2 2 _
P= _(W)Q - _Zp(ET) oV = Zp(Er)%"ﬂgV 5/3

Aleshores,

h27T2 2 2/3 2 2 2 23
PV = Zp(Er)% - Zp 2mL2 = g Zp(Er)Er = §§RT

— PV = RT
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4. Els anomenats diagrames de correlacié sén excepcionalment tutils per a
discutir propietats fisiques de molecules. Obtenim un diagrama de corre-
lacié quan el potencial en el qual es mouen els electrons canvia de forma
que el sistema passa de manera continua d’una a una altra configuracié.
Estudieu la correlacié entre estats i els seus encreuaments quan una caixa
bidimensional quadrada de dimensions 2Lx2L es deforma continuament
fins a formar una caixa rectangular de dimensions 4LxL (noteu que la
deformaci6 no canvia la superficie de la caixa).

Solucié: Escrivim ’energia de la particula en una caixa 2D en la forma

22 2 n2 2 n2
= 5 ( . z t 2 5) = Eo( . z t 2 2

2mL? " (L /L)*> ~ (Ly/L) (Lz/L)*> ~ (Ly/L)
Volem mantenir constant I’area de la caixa a un valor A = 4 L?, deformant una caixa

quadrada 2Lx2L fins obtenir un rectangle 4LxL. Si anomenem L, = 2Ly L, = 2" L,
cal que 22/ L? =4 L?, ie. 2 = 4/z. Substituint en la férmula anterior obtenim:

E(nma ny)

)

n?2  nl o,
x y
E(ng,ny,z)/Eo = 2 + 16°

Energia

N}

2.5 3 3.5
parametre 'z' de correlacié : caixa 2x2 (z=2), rectangle 1x4 (z=4)

Figura 2.1: Diagrama de correlacié de nivells d’energia d’una particula confinada en una
caixa quadrada 2Lx2L (z = 2) i un rectangle 4LxL (z = 4).

En la figura 2.1 representem ’evolucié de 'energia F(na,ny,2)/Eo dels 15 estats de
menor energia en la caixa quadrada 2Lx2L a mesura que la deformem, i.e. que fem
creixer z. En deformar la caixa es trenquen les degeneracions que hi havia en la
caixa quadrada, de manera que un dels dos estats que estaven degenerats, aquell amb
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ny < ng es fa més estable mentre que laltre estat, amb n, > n,, s’inestabilitza. Els
estats més baixos del rectangle 4LxI. corresponen a nimeros quantics petits en la
direccié de confinament fort (y). Aquest motiu provoca els creuaments d’estats que
mostra la figura 2.1 a mesura que es deforma la caixa.

5. Sabem que si 'aniquilador b actua sobre la funcié de I’estat fonamental
de l'oscil-lador harmonic ¥4 (), com no pot baixar-li el nimero quantic,
doéna zero. Trobeu la formula de Vg a partir de: bWy = %(f—kd%)\lfo =0.
Normalitzeu la funcié obtinguda.

Solucié: A partir de I'enunciat,

Ay dv,
d—g——g\l’o — —— = —&d¢

Wy
W= —€%/2 — Wo=Ne &2

Per a normalitzar tenim en compte que podem calcular indirectament la integral

In= [ e~¢dx calculant primer el seu quadrat:

9 o (o) ( 2+ 2) e’} 27 2
10:/ / e Y dxdy:/ / e " rdrdd =
oo d oo o Jo

Aleshores tenim que:
/ Ne €/2Ne €24 =1 — 1=N? / e € de = N*\/m

Per tant, Ug = (7)"1/4 e /2,

6. A partir del valor expectaci6 (v[b*b|v), on |v) representa la funcié ¥, de
’oscil-lador harmonic, tenint en compte que b* és I’adjunt de b, compro-
veu que blv) = y/v|v — 1). Analogament, a partir del valor expectaci6
(v|bbT|v), comproveu que bt |v) = v+ 1|v+ 1).

Solucié:
Wb ) = (ol (5~ 5)lo)
= 2L
= ov(vlv)

- (Y

Escrivim bjv) = klv — 1) , on k és la constant que cal determinar, i tenim en compte
que b" és adjunt de b. Aleshores escrivim:

(Wb™bv) = [(v]b"] [blv)]
= Kw—-1v—-1) =k
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La comparacié dels dos resultats ens fa concloure que k* = v i, per tant, que blv) =

Vvlv — 1). La segona part de I’exercici es resol de manera semblant.

7. A partir del resultat del problema anterior comproveu que ¥,, = ﬁ (b)),

Solucié: En el problema anterior demostrem que b" |[v) = /v + 1 |v + 1). Comencem
aplicant b™ sobre ¥y = |0) i iterem el procés:

) = VO+1[1)=]1)
) br(bF[0) = bT 1) = v22)
N0y = bT(bT)?0) =bTV2|2) = vV2V3|3)
|0) bE)?0) =bTv2-313) =v2-3-4 [4)

(9)10) = Vollv)
Per tant, |v) = \/La(b+)“|0>.

8. A partir de 'equacié d’autovalors HUy = Eg¥y i de H = fiw(bTb + %)
comproveu que Ey = 1/2 hw.

Solucié:
HYy = hw(b+b+%)%
_ hw(b+b\llo+%)
1

= 57_%0\:[/0

9. AA partir del resultat del problema anterior, Fy = 1/2 hw, i I'equaci6
H(T ) = (E, + hw)(b™¥,), comproveu que E, = (v + 1/2) hw.

Solucié: De I’enunciat tenim que, en particular,
H(bT W) = (Eo + hw) (b7 W) = (1/2 hw + hw) (b7 o) = hw(1 +1/2)(b Ty)
anomenem ¥; = b Wg i By = hw(1 + 1/2) i iterem:
H(OT 1) = (Br + hw)(07 W) = (1 +1/2) fw + hw) (b7 W) = fiw (2 +1/2) (b7 1)

H(bT Wy) = (By + hw) (b1 s) = ((24 1/2) hw + hw)(bTUs) = hw(3 4+ 1/2) (b1 Wy)

HOT U, 1) = (By_1+hw) (0T ¥,y_1) = (v—141/2) hw+hw)(bT U, 1) = hw(v+1/2)(bT T, )

i.e. HY, = hw(v+1/2)¥, = E,¥,. En altres paraules, F, = hw(v + 1/2).
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10. Comproveu que Daplicacié de l'equacié ¥, = (b7)"¥q sobre la funcié
Uy = Ce€°/2 genera les funcions propies de 1’oscil-lador:

v, (f) = CyH, (5)6_52/2

on C, és la constant de normalitzacié i H, el polinomi de 'Hermite:

Ho(¢) =1 Hs (&) =8¢ —12¢
Hy(€) =2¢ Hy(€) = 166" — 48¢% + 12
Hy (&) = 4¢% — 2

., . . s, . p— 2
Solucié: Partirem de la funcié de l’estat fonamental no normalitzada ¥q = e ¢ /2
i trobarem les primeres funcions excitades. Farem 1s de l'operador de creacié no

normalitzat b = —d% + & amb la finalitat de no arrossegar constants.

U= b= (—dilg + 5)6752/2 = 2¢e /2

Ty, = (b)Y =b"0, = <_di§ +£)2§e_52/2 = (4¢% - 2)6—52/2

Wy = (b7)Wo=b"V, = (—d% )€ — 2)e /2 = (86° — 12€)e €/
etc.

11. Demostreu que no hi ha cap solucié de ’oscil-lador harmonic que no siga
alguna de les trobades a l’exercici anterior. Ajuda: imagineu que exis-
teix una funcié ¥ no expressable en la forma (b*)¥Wg, associada amb
un valor propi E', E/ > E’" > E] ;. Demostreu, en primer lloc, que
b"W = (0. Demostreu, després, que si b"W¥ = 0, aleshores ¥ « ¥,,_;, amb
la qual cosa queda completat 1’exercici.

Solucié: Farem la demostracié per reduccié a ’absurd. Imaginem ’existéncia d’una
funcié ¥ de manera que ¥ # (b7)*W,. Aquesta funcié estard associada amb un auto-
valor E’ que haura de ser necessariament distint de qualsevol dels autovalors trobats
a l’exercici anterior (per que?). Escrivim E;, > E’ > E,_;. Demostrarem en primer
lloc que b"¥ = 0.

A partir de la desigualtat E;, > E' > E;,_; inferim que nfiw > E’ > (n — 1)hw. En
particular, B’ — nhw < 0.

Si ¥ és una funcié propia lligada a I’autovalor E’ cal que hwbb¥ = E'¥. Multipli-
quem tots dos membres de I’equacié per b: hwbbt (b¥) = E'(b¥). Apliquem la regla
de commutacié, [b,b"] = 1, amb la qual cosa hwb™b(b¥) = (E' — hw)(b¥). Repetim
n voltes aquesta operacié fins obtenir: hwb™b(b"¥) = (E' — nhw)(b™¥). Aquesta
darrera equacié presenta la paradoxa d’haver trobat un valor propi més baix que E}
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(que és el minim valor possible). La contradiccié s’evita si b"W¥ = 0.

En segon lloc demostrarem, per induccid, que si "W = 0, aleshores ¥ oc ¥,,_1:

e Suposem que n = 1. Ago equival a dir bW = 0, cosa que significa, excepte potser
un factor constant, que ¥ = Wy.

e Suposem que n = 2. Aixd equival a dir ¥*¥ = b(b¥) = 0, cosa que significa que
b¥ = Wy. Multipliquem aquesta expressié per b™. Tenim que bTb¥ = b ¥
V. Si comparem aquesta equacié amb la de valors propis de ¥; concloem que
v X \1’1 X b+\1’0.

e Suposem que n = 3. Aco equival a dir b*¥ = b(b2\Il) = 0, cosa que significa que,
excepte un possible factor de normalitzacié b*¥ = 4. Multipliquem aquesta
expressié per bT. Tenim que b b(b¥) = bT Wy x ¥;. Si comparem aquesta
equacié amb la de valors propis de ¥y concloem que b¥ « ¥;. Multipliquem
aquesta expressié per b* i obtenim que bTbW¥ o bW o Us.

e En general, si 8"V = 0, aleshores ¥ « W,_;. Amb agd queda demostrada la
necessitat que qualsevol valor propi de l'oscil-lador siga de la forma (b+)k\Ifo.

12. Determineu el valor mitja del moment lineal de 'oscil-lador harmonic
en un estat definit per ¥,, (v|p|v). Determineu també el valor mitja de
la posicié (v|€|v). Ajuda: calculeu aquestes integrals escrivint p i & en
termes d’operadors de creacié / aniquilacié.

Solucié: Aquest problema és immediat per raons de simetria. Tant 'operador p (i.e.,
Ioperador derivada) com 'operador posicié & sén senars, per aixo les integrals seran
zero. Perd enunciat ens demana que fem s dels operadors b i b". De la seua definicié
és immediat trobar que,

d 1 1

— =—((b-b" = —(b+0b"
R TN (R
Escrivim p = —iZL. Aleshores, com 'accié de b/b" sobre |v) és baixar/pujar v en una
unitat i (v|v £ 1) = 0, tenim que
. ) 7 1
(vlplv) = ——=(v|(b = b7)|v) = ——=((v[blv) = (v[bT|v)) = ——=(0—0) = 0

V2 V2 V2

Analogament,

1 1
(v]€]v) = E(Ul(bﬂL b")v) = E(OﬂLO) =0

13. Determineu el valor mitja de I’energia cinetica de I'oscil-lador harmonic
en un estat definit per ¥,,. Determineu també el valor mitja de I’energia
potencial. Ajuda: feu s dels operadors de creacié / aniquilacié.

e escrivint la derivada en termes de b i b™

I

|
N[
Al

Solucié: Tenim que T=_14d
resulta:

o

T=—250b-b")0b-b")= —i(bQ +(07) —bb" —bTb) = —}l(b2+(b+)2 —2b"b—1)

N | —
N | —
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on hem fet servir la regla de commutaci6 [b,bT] = 1. Ara escrivim

(o[Tlv) = —i(<v\b2!v> + (0](67)?|v) = 2(v[bTblv) — 1{v[v))
= —i(0+0—2v—1) = 5(w%)

que és la meitat de ’energia total.

Analogament per al potencial: V = 1¢% = 21 (b+b7)(b+b%) = 1 (b°+(b7)*+2bTb+1).
Per tant,

(WlVIv) = 3 (v + 3)

que déna laltra meitat (0bviament (v|(T + V)|v) = E).

14. Determineu la desviacié quadratica mitjana de la posicié de 'oscil-lador
harmonic en un estat definit per ¥,. Ajuda: feu s dels operadors de
creacié / aniquilacié.

Solucié: La desviacié quadratica de la posici6 és 02 = &2 — (€)2. Com hem vist en un
problema anterior que (£) = 0, aleshores (v|o?|v) = (v|€%|v) = 2(v|V|v), amb la qual
cosa, del problema anterior, (v|o?|v) = (v + 1/2).

3
I

Figura 2.2: Nivells d’energia i part real del estats estacionaris menys energetics
de la particula en un anell. A la dreta s’inclouen els orbitals moleculars 7 de
la molecula de benze a efectes de comparacio.

15. La substitucio electrofilica dels composts m-electronics pot ser discutida
en termes de perdua d’energia d’activacié en la formacié dels anomenats
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intermedis de Wheland. Aquesta inestabilitzacié energetica deriva de la
localitzacié d’un parell d’electrons 7w en el nou enllag o format. Discu-
tiu la distinta reactivitat del benze i hexatrie sobre la base d'un model
d’anell (vegeu figura (2.2)) i un model de caixa monodimensional, de la
mateixa longitud i que contenen 6 electrons independents. Els esmentats
electrons ocupen doblement els tres estats més baixos tant de la caixa
(hexatrie) com de l'anell (benze). En formar-se I'intermedi, I'anell es
trenca per a formar dues caixes de longituds L i 5L amb 4 i 2 electrons
respectivament (6 L és la longitud de I’anell). De la mateixa manera,
la caixa també es trenca per a donar lloc a dues caixes de longitud L
i 5L amb 4 i 2 electrons respectivament (substitucié sobre un extrem).
Alternativament la caixa es pot trencar per a donar lloc a tres caixes de
longitud 2.5L, 2.5L i L amb 2, 2 i 2 electrons respectivament (substituci6
sobre els carbonis centrals de I’hexatrie).

Solucié: La velocitat de reaccié ve determinada per la diferencia energetica entre
I’estat de transicié i el reactiu de partida, que estimarem aproximadament com la di-
ferencia entre I'intermedi de Wheland i el reactiu de partida. D’acord amb ’enunciat,
descriurem aquests intermedis i reactius amb models de caixes i anells. Escrivim les
férmules de ’energia d’una caixa E¢ i d’un anell E4:

2 2 9
hem“n

27 72 2 29,2
M M
Eo — EA_FL _ h°m

omL? T ol 2mne?

Escrivim aquestes mateixes formules en a.u. (b =m = 1), a la vegada que fem que la

longitud 27r de Panell siga la mateixa que la de la caixa (L):
2 2
T 2 ™
- Fa =
oz Ba= g

onn=123...i M=0£1+£2...

Ec = 2M)?

Calculem ara les energies per a tots els models que necessitem per a discutir les
reactivitats requerides. Farem ts de nomenclatures com per exemple Ec (6L, 6¢e), que
fa referencia a ’energia d’una caixa de longitud 6 L amb sis electrons. Cal tenir present
que cada estat pot ser poblat amb dos electrons, un amb espin 1/2 i l’altre amb espin

., ., 2 . \
—1/2. Per questié de brevetat, anomenarem « a la fraccié 57z. Amb tot aixo, les
energies sén:

2
_ _ L2 g2 a2 928
er = Eo(6L,6e) = 5517 +2°+3°] 2= 2o
1 2
g2 = Ec(5L,4e):a5—2[12+22]-2:ga
e = Eo(2L,20) = a(2)7[1%]-2= Sa
27 5 25
ea = FEco(L,2e)=all’]-2=2a

es — Ea(6L,6¢) = a6i2[o2 @442 (=) 2= %a
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L’energia per a la substitucié en un extrem de I’hexatrie sera F1 = €2 + €4 — €1,
I’energia per a la substitucié electrofilica en el centre Fo = 2e3 + €4 — €1. Finalment,
la substitucié en un anell F5 = €2 + €4 — €5. Si substituim els valors calculats abans
per als €; obtenim F; = 1.62«, F2 = 1.86 i 3 = 1.96c. Per tant, E5 > F2 > FE;
que vol dir que la substitucié en 'anell és la més dificil, mentre que en 'extrem de

I’hexatrie és la més facil.

16. Estudieu el moviment d’una particula restringida a moure’s dins d'un
disc de radi r. Feu us de coordenades polars. Separeu variables. Com-
proveu que aquella part de la funcié d’ona que depen de ’angle coincideix
amb la funcié d’ona de la particula en un anell estudiada en aquesta sec-
ci6. La part radial déna lloc a una equacié diferencial de Bessel, la
soluci6 de la qual la podeu trobar en llibres de matematiques. També la
podeu obtenir amb un programa de calcul simbolic (e.g. Mathematica).

Solucié: Utilitzem coordenades polars (r,0). Si anomenem . i iy dos vectors unitaris
en la direccié radial i angular, respectivament, el radivector de desplagament infinite-
simal d7 podra expressar-se dr = driu, + rdfiy. Per tant, anomenant & a la derivada
temporal de la variable z, el quadrat del Vector Veloc1tat suma del quadrat de les
components d’aquest vector, serd |f|? =
cinética queda:

=72+ r%w?, on w = 0. Aixi doncs l'energia

I 20 1 1 1 L?
T = §m|7'“|2 = §m7'“2 + §mr2w2 = §m7'“2 + 2—;
on L, = mrw.
Sabem que l’operador associat amb L, és L, = —ih%. Calcularem ’operador associat
a Ty —mr a partir de — 2m (87 + j) fent el pas a cilindriques sota la condicié
de 9 constant. Tenim que si 0 és constant
8_@0 _ 8¢ or
ox  Or oz
o’y _ a%(‘%) 8_1/’(&
ox2 Or? 0z or " 0x?
Per tant podem escriure que

82 9?2 87“ or o, 02 ?r  9%r. 9

— 2 2 or _ = 9%r __ r—xz/r .
Des de r = y/x? + y?, calculem 5= = =, 5—5 = —3* i, de manera semblant, les

r’ Qx?

derivades respecte la y, que insertat en ’equacié anterior ens porta a:

Y]
2" or2 " ror

) Ttonia 5 _ _h* (9 10 2
L’operador Hamiltonia quedara doncs en la forma H = —5— (5= + = 5-) + 5= er 112

La corresponent equacié d’autovalors HW(r,0) = EW¥(r,0), és de variables separables:
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U(r,0) = R(r)O(6), on O(6) és una funcié propia de L.. Es a dir, ©(0) = eM*.
Si insertem W(r,0) = R(r)O(f) en I'equacié d’autovalors, apliquem l'operador L. i
multipliquem per Pesquerra per e~ ™ trobem finalment que:

O’R 10R  2mE M?

atra T T
Aquesta és 'equaci6 diferencial de Bessel (per a detalls vegeu e.g. cap. 11 de G.
Arfken, Mathematial Mehthods for Physicists, Academic Press, San Diego 1985).
Podem fer uis del Mathematica, com seggereix ’enunciat. Abans perd maquillarem
I’equacié: com sabem que ’energia no pot ser negativa, diem 2?#}3 = k2. Aleshores si
escrivim:

)R =0

DSolve[D[¥[r],{r,2}] + %D[\I/[r], {r 1} + (K* — ]\f—;)\lf[r] == 0, Pst,r]

el programa ens respon: BesselJ[M, kr|C[1] + BesselY [M, kr]C[2].

Podem comprovar que BesselY [M, kr] és singular en r = 0 per a qualsevol M (podem
preguntar el valor de BesselY en r = 0 particularitzant valors de M. Per exemple, si
escrivim BesselY [M,0]/.M — 0 trobem com a resposta: —oo. Analogament podem
comprovar altres valors de M). Per tant, cal que C[2] = 0 i la soluci6 és simplement

R(r) = BesselJ[M, kr].

Podem ara aplicar la condicié frontera que diu que la particula no pot escapar del
disc i que, per tant, la funcié ha de ser zero si el radi és igual (o major) que el radi ro
del disc: ¥[ro] = 0. Aquesta condicié ens permetra trobar els valors de 1’energia. Ho
exemplificarem en el cas particular dels estats associats amb M = 0. En aquest cas la
funcié radial és R(r) = BesselJ|0, kr]. Suposem un disc de radi una unitat atomica.
Si escrivim Plot|Bessel J[0, k], {k,0,10}] podrem obtenir una primera aproximacié6
grafica als valors de k que fan zero aquesta funcié en » = ro = 1 a.u. En aquest rang
de valors de k apareixen 3 nodes al voltant de k = 2,5, 8. Afinem cada solucié trobant
amb precisié el punt de tall. Aixi, amb FindRoot[BesselJ|0, k] == 0,{k, 2}] trobem
k = 2.40483, amb FindRoot[BesselJ[0,k] == 0,{k,5}] trobem k& = 5.52008 i amb
FindRoot[Bessel J|0, k] == 0, {k, 8}] trobem k = 8.65373, etc. Des de cada valor de
k podem trobar les corresponents energies.

De manera analoga, podem trobar les energies associades amb M = 1. En primer
lloc representariem Plot[BesselJ[l, k], {k,0,10}] que ens déna una aproximacié ini-
cial a les solucions. Aquestes solucions les afinariem després amb ordres com ara
FindRoot[BesselJ[1, k] == 0,{k, 3}] que ens fa obtenir valors de k més precisos. En
aquest cas, k = 3.43174.

Finalment podem dibuixar les funcions radials, amb ordres com ara:
Plot[{Bessel J[0,2.40483 r], Bessel J[0,5.52008 r], Bessel J |0, 8.65373 |}, {r, 0, 1}]

que ens representaria les tres primeres funcions associades amb M = 0.

17. Estudieu el moviment d’una particula restringida a moure’s dins d’una
esfera de radi r. Feu us de coordenades esferiques. Separeu variables. La
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part radial torna a ser una equacio diferencial de Bessel. Comproveu que
la part angular és igual a la funcié de les rotacions en tres dimensions
que estudiarem en la segiient seccio.

.z . 2
Solucié: En aquest cas T = %mrQ + g—l,

no de la seua component z). L’operador associat amb L? anomenem L2 i té com
autofuncions els harmonics esferics Yz s (6, ¢) i com autovalors £(£ + 1)h?. Com ara
que tenim un problema 3D, el calcul de I'operador associat a T, = %mf“g caldra fer-lo
a partir de —%(% + 88—;2 + ;—52), fent el pas a esferiques sota la condicié de 0 i
¢ constants. El procediment és completament analeg al del problema anterior i esta

desenvolupat en les notes de teoria. El resultat que s’obté és:

R ( 2 20 ) L?

2m - 0r?  ror 2mr?

La part radial unicament difereix del cas anterior 2D en el factor 2 multiplicant la
primera derivada parcial respecte de r.

on L? és quadrat del moment angular (i

H=—

L’equacié d’autovalors d’aquest Hamiltonia és també de variables separables: W(r, 0, ¢)
= R(r)Ye,m (0, ¢). Lainsercié d’aquesta funcié en I’equacié d’autovalors, després d’una
poca algebra, ens permet obtenir ’equacié de la part radial.
O*R N 20R [2mE e+
or?  r Or h? r2

Les solucions també sén funcions tipus Bessel i podem fer 1is del Mathematica per a

IR =0

trobar les energies i representar les funcions radials, de manera similar a com hem fet

en el problema anterior.

18. La mecanica quantica estableix que un sistema amb un moment angular
de modul y/¢(¢ + 1) h Gnicament podra tenir unes poques orientacions

respecte un eix arbitrari z definides per I'angle # = arccos %, on
m = —{,—( —1),...0,...¢. Per exemple, si £ = 1 els tnics angles
possibles sén 0 = 0, § = —45 1 § = 45. Cap altra orientacié sera pos-

sible. Aquest és un resultat sorprenent, completament desconegut en el
mén macroscopic (com sorprenent i desconeguda en el mén macroscopic
és la quantificacié de ’energia). Amb la finalitat de comprovar que la
mecanica quantica també reprodueix els experiments del mén macrosco-
pic i que la mateixa teoria que en el microcosmos prediu quantificacio,
també pot explicar la continuitat aparent d’orientacions del moment an-
gular en el macrocosmos, considerem un objecte de massa 1 K¢ que pre-
senta un moviment orbital estacionari de radi 1 m a la velocitat angular
w=1571, és a dir, que té un moment angular de modul |L| =1 J - s.
Calculeu el nombre quantic ¢ d’aquest estat estacionari i comproveu que
la diferencia A6 entre dues possibles orientacions consecutives és ina-
preciable experimentalment (Af = 0). En altres paraules, que el valor
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enorme del nombre quantic que presenten els objectes en el mén macros-
copic en condicions usuals oculta la quantificacio. En aquest cas, oculta
la quantificacié en 'orientacié del moment angular.

Solucié: D’acord amb 'enunciat, el modul del moment angular és la unitat en sistema
MKS. La mecanica quantica estableix que L? = £(£ 4 1) h2. Comparant els resultats
tenim que:
2 h’ 33
1“=1= 426(64—1) — £=9.510

Per tant, dues orientacions permeses consecutives presenten una diferencia d’angle
que no podria ser mesurada amb els aparells més exactes que poguérem disposar.
Aixi, per a un estat definit pel nombre quantic £ = 9.51033, la diferéncia entre les
orientacions que corresponen am = 0im = 1 és zero, dintre de la precisié de qualsevol

calculadora.

19. Comproveu Ihermiticitat dels operadors Ly, ﬁy, L,ilL2

Solucié: Recordem que els operadors ., py, p=, =, y z sén hermitics, és a dir, p; = P,
ﬁjj = Py, etc. 1 que 'adjunt del producte d’operadors és el producte dels adjunts en
ordre invers: (AB)* = Bt A*. Calculem I'adjunt de L, = yp. — zpy:
LI =Py — DPyz = Yp: — 2Py = Lo

Analogament comprovariem f/y y L.. Per comprovar I’hermiticitat de ’operador L2
tenim present que L? = f}i + I:f, + ﬁf, Per tant, comprovarem I’hermiticitat de cada
element d’aquesta suma. Tenim que L2 = L, L, és hermitic perqué L, ho és. De la
mateixa manera concloem que LZ i L2 ho sén, i per tant, també L2 ho és.

20. Demostreu que Ly W(¢,m) = h+/0(0 + 1) — m(m £ 1) U(£,m £ 1).

Solucié: Treballarem en a.u. (h =1 a.u.). Des de la definici6 Ly =L, +iLy idel
caracter hermitic de L, i Ly resulta immediat que L. = L. Tenim que Lilt,m) =

At \é m+ 1) Si volem calcular A+ resulta convenient escriure L+L_ — 12— Lz + hLZ,
L L+ 2 — I:g — hL. i calcular el valor mitja de IA/+[A/_:
(Im|LyL_|tm) = X_(tm|Li|fm —1)
= A_(fm —1|L_|tm)*
= D_]P{m —1tm —1)*
= AP

pero tenim també que:

(bm|LoL_|tm) = (¢m|(L2— L%+ L.)|tm)
= fl+1)—m(m—1)a.u.

Aleshores A\_ = \/£(¢ + 1) — m(m — 1). Anadlogament Ay = \/£({ + 1) — m(m + 1).
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21. Considereu la funcié ¥(r) = (z + y + 32) f(r). Es propia de L2? En cas
afirmatiu, indiqueu el valor ¢ associat. En cas negatiu, indiqueu els pos-
sibles ¢ que hom pot obtenir en mesurar L?. Quines sén les probabilitats
de les diferents m?

Solucié: Com E\Q(Q, ¢) no és funcié de r, si g(z,y,2) = (r + y + 3z) és propia de 12
també ho sera ¥(r) = (z + y + 32) f(r).
Lo =—i(ygs — 24);  Lag(z,y,2) = (ih)By — 2I;  Lig(z,y,2) = h*(y + 32)

A

Ly

L. = —ih(ed —y); Lag(w,y,2) = (=il)z+yl;  Lig(z,y,2) = h*(z +y)
Per tant,
L2g(w,y,2) = (L3 + Ly + L2)g(z,y,2) = 207 (@ +y +32) —L(l+1) =2 —L=1

Com ﬁzg(x,y,z) # g(z,y,2z) i £ = 1 seran possibles els valors m = 0 £ 1 i podrem
escriure g(z,y, z) com una combinacié lineal de

3 1/2 3 1/2 ‘
Y1 0= —_— 0080 N Y1 +1 = —_— sin Gei“b.
’ 4 ’ 8

Si volem treballar amb nombres reals subtituim Y; 41 per les combinacions segiients:

8

Yint+Yi_ (3
8

1/2
5 —) sinfcos¢ ;

Y —Y B 1/2

En coordenades esferiques z = rcosf, x = rsinfcos¢ i y = rsinfsing. Podem
escriure doncs que

A\ 12
= — Y;
()
. = 8w 1/2 Yii+ Y
B 3 2
_ ()P YV
vyo= 3 2
(x+y+32) r<4ﬂ)1/2[1(Y Vi) ——(Yii— Y1) +3Y, }
— = — — _ —— — _
Y 3 NG 1,1 1,—-1 A 1,-1 1,0
Ax\P 11— 1+i
- r (?) {—\/ﬁ Yiq+ —\/5 Yi,—1 -|-3Y1,0}
Com |1—\j;|2 = 1, tenim que les probabilitats relatives de trobar m = 0, m = 1 i

m = —1 sén proporcionals a: 1,1,9.
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22. Demostreu que (m/ —m — 1){¢,m/|L|[¢m) = 0.

Solucié: Sabem que L [¢m) = A[ém + 1), per tant,
(bm| Ly |m) = Mm/|[fm + 1) = N/ i1

és a dir, (¢m'|L4|fm) és sempre zero excepte si m’ = m + 1. Perd si m’ = m + 1
aleshores qui és zero és el factor (m’ —m — 1).

De manera formal podem escriure que:

(m' —m — 1), m |Ly|tm) = (1— Om/ . m+1)0m/ m41

2
6m’,m+1 - 5m’7m+1

- 6m’,m+1 - 5m’,m+1 =0

23. Demostreu que (¢m|L{fm £1) = 3(i+ij)\/(Fm)lEm+1).
Ajuda: demostreu primer que M2 = (L Fm)({ £m +1) = L({L + 1) —
m(m £ 1).

Solucié: Comprovem primer que:
M=>Crm)(ltm+1)=Ctlm+LFim—m>Fm=LL+1)—m(m+1)
En segon lloc fem notar que A és real. Aixo sera important en la deduccio seguent:
(mlLeltm£1) = (m|g (L + Lo)Jom 1)
— Um+ 1;%(@ + L) emy”

%(Em 4 1A [+ 1) A [fm — 1)7]

Aquesta component va en la direccié del vector unitari 2. De manera similar,

—_

Um|Eyltm £ 1) = %<€m|(ﬁ+ CE)em £ 1)
- —%(ém 1By — B )[em)®
_ —%(Em s [+ 1) — A [fm — 1)°]
— o+l
Aquesta component va en la direccié del vector unitari 7. Finalment,
(m|L.|tm +£1) =0

Per tant,

(m|Lim £ 1) = = (T£i DAs.

1
2
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24. Trobeu les tres autofuncions de ZAL:C corresponents al valor / = 1 del
moment angular total. Ajuda: Aquestes autofuncions hauran de ser
combinacions lineals de |1,1),/1,0) i |1, —1).

Solucié: Escrivim ¥ = a|10) + b|11) + ¢|1 — 1). Tenim que L, = %(ﬁ+ +L_)1ique
Li|tm) = VA4 1) —m(m£1) [fm £ 1). Amb aixo:

Lij1—1)=+2]10) ; L_[10)=v2]|1-1)
Ly|10) =v2[11) ; L_|11) = v210)

Per tant,
Lo|10) = o5 (J11) + [1 = 1));  Lo[11) = o5 [10); Le|l —1) = —5 |10)
Amb tota aquesta informacid, reescrivim 1’equacié de valors propis LU = \U:

Ly (al10) +b[11) +¢[1 = 1)) = [a([11) +[1 = 1)) + (b + ¢)[10)]
= A(al10) +b|11) +¢|1 — 1))

Comparant segon i tercer membre tenim que:

—ANa+—=b+—c = 0
(=X) NG
%a—k(—)\)b—l—Oc = 0
ia+0b+(—A)c =0
V2
La solucié del sistema indeterminat I’obtenim igualant a zero el determinant dels
coeficients
1 1
A 5 5
?5 A 0 | =0 — AMN-1)=0 — A=0+1.
> 0 -
A=0 — a=0;b=—c — V¥ \%(Hl)—\l—l))
= — b= =c — ‘If—\% |10>+\/L§(|11>+|1—1>
=-1 = b=-%=c - = 75 (110) = 5 (111) +]1 - 1)

25. Considereu les anomenades matrius de Pauli:

(01 (0 =i (10
“=\10)%" i o )" Lo <1

Comproveu que les matrius s, = %ax, Sy = %O'y 1s, = %az, es comporten
com representacions matricials de 'operador d’espin, i.e., [sz, sy] =i sz,
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sy, 2] = i Sz, [52,82) = @ sy 1 que s = 57 4 57 + 52 commuta amb

qualsevol de les seues components. Calculeu els autovalors i autovectors
de les matrius de Pauli.

Solucio:

~ (0 1\[{0 -\ (0 —i\[0 1

Oefy mOvTx =\ 1 0 i 0 i 0 10

: (- 0N_ (2 0 ) _,.
o i) o —20 )77
1.
(020y — 0yoz) = =10,
2
- [Smasy]:iSZ

i analogament comprovariem les altres commutacions cicliques.
desert = (13)(10)+(4 )0 7)
* ((1) —01><(1) —01)
= (o)) (o )=o)

2 2 2 2 3(1 0
— 8 —5m+8y+5z—1 0 1

Com veiem s? és proporcional a la matriu unitat, la qual obviament commuta amb

qualsevol matriu 2x2.

Respecte els autovalors de o, i s*: tenim que com o, és diagonal, els autovalors sén

precisament els valors que trobem a la diagonal: 1, -1. Com s, = %O‘Z, els autovalors

de s, seran +1/2. Analogament, s* és diagonal amb autovalor 3/4. Podem escriure
3/4=1/2(1/2+ 1) i determinar el nombre quantic s = 1/2.

Respecte els autovectors associats a aquests autovalors: com les matrius sén diagonals,
els autovectors seran els vectors unitaris:

ol 1Y

Calculem els autovalors de les altres dues matrius de Pauli (els autovalors de o, just
hem indicat que sén +1):

0 1 - 1
= (00 [ L]0 —ama

0 —i A —i
Uy:<z. O)' [Z _)\]:O — A==l
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Veiem que les tres matrius de Pauli i, per tant, les tres components de I’espin, tenen
els mateixos autovalors, cosa que vol dir que si mesurem una component d’espin tro-
barem els mateixos possibles valors (+1/2), independentment de la direccié triada.

A partir dels autovalors (A = £1) trobem els autovectors de o i oy (els de o els hem
calculat abans):

) F1 1 a |
O 1 F1 || b |
) Fl —i a |
Ty - i Tl b |
26. Demostreu que el moment angular total esta ben definit. Es a dir, que

els seus components compleixen les regles de commutacié ciclica, i com-
muten amb el quadrat del modul:

o O

1 1
. . 1 .1
] — a = =+b; vectors: \/5[1}’\/5[—1}

o O

4 .1
] — a = Z+ib; vectors: 75[

Jend)| =ind s [dy ] =indos [ 1 0d] = ind,

[JQ,JQC] _ [J2,Jy] - [JQ,JZ] —0
Solucio: Calcularem la primera commutacié. Els calculs de les altres és similar i es
deixa com exercici per al lector.

|:jw7jy:| = |:jlz+j2w7j1y+j2y:|
- |:j1:r,j1y:| + |:j2m;j1y:| + [j1z7j2yi| + |:j2:c,j2y:|
= ihJi. + 0+ 0+ ihidos
= ih(Jis + J2.) = ik,

27. Demostreu que:

7] = (47 = (7] = [P =0
7] = 87 = (7] = [27] =

Solucié: Comprovarem la primera commutacié. La resta es deixa com exercici per al
lector.

o~ — —

[jx,jﬂ = [(jm +j2m),<]12j| = [ju,JlQ} + [ij,Jf] =0+0=0

28. Comproveu, pero, que [ﬁ, jlz} #= 0.
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Solucié: Escrivim i/o calculem en primer lloc alguns commutadors que ens seran Ttil
després (treballem en a.u., és a dir, fem que h = 1):

|:jla:7jlz:| — _ijly
|:j12m,j1zj| = jlacjlzjlz_jlzjlzjlac :jlm(jlzjlm_ij1y>_(jlzj1z+ij1y>jlm
- —1 (jlzj1y+j1yj1m)

|:jla:j2m, jlz:| - Jlijwjlz - jlzjlijm - j?x (jllez - jlzjla:) - j?w(_z jly)
= _ij2xj1y
|:j1y,j1z:| = Zjlq:

- 'i<j1yj1x +j1mj1y)
|:jlyj2y7jlz:| - j2y |:jly)jlz:| - 7;j2yj1z

Ara calculem F]\Q, jlz] = [32, jlz] + [j]g, jlz] + [j]?, jlz]. El tercer commutador és

obviament zero. Hem de calcular els altres dos. Comencem pel primer:
[52, j1z1| = |:(j1:£ + ij)Q, j1z1|
= |:712\x7jlz:| + |:J2x7<]12:| + |:jla:j2w,jlz:| + {jijlamjlz}
= —1 (jlmj1y+J1yJ1x)+O_ij2xj1y _iijjly
= —1 {(ju +2j2ac)j1y+j1yjlm}
Analogament,
[32, jlz:| = [ y J2y le}
= [ le:| [ 2y7<]1z:| + |:j1yj2y,j1z:| + |:j2yj1y,j1z}
= i (Jiyie + Jiadry) + 04 i JoyJre + i Joy s
= 9 {jlm(jly+2j2y)+jlyjla:}
la suma dels dos queda:
(72,002 | + [ 3, 01a] = 20 (Jraday = Jaadiy ) #0
Per tant, ates que [E, jlz} = 0, trobem que, com voliem mostrar,

{ﬁ, jlz} — 2 (jley - szjly) £ 0.

@ Josep Planelles - ISBN: 978-84-693- 4124-7 36 Problemes de Quimica Quantica - UJI



29. Calculeu les mitjanes (x) i (r) d’un electré situat en 'orbital 1s de I’atom
d’hidrogen. Proporcioneu una explicacié que harmonitze els resultats
que heu obtingut. Recordeu que les corresponents parts radials i angu-
lars normalitzades corresponents a ’orbital 1s sén, en a.u., Rig(r) = 2e™"

i Yoo = (2y/7)7 L.
Solucié: Recordem que x = rsinf cos ¢ i que dv = 2 sin Odrdfde.
o ™ 2m

(z) = /@’fsx%dv = l/m”r?dr/sm? ede/cos pdep = l220 =0
™ ™
0 0

0

e’} T 27
(ry = /@Tsﬂblsdv = l/TG_ZTTQdT/SiHQdG/d(ﬁ: l§227T: 3
T T8 2
0 0 0

El problema té simetria esferica. La variable x pot tenir valors positius i negatius.
Per aixo el seu valor mitja és zero. El radi és sempre positiu i, per tant, té un valor
mitja positiu. Calculem (|z|), tenint en compte que z = rsinf|cos¢| (no escrivim
| sin @] perque entre zero i 7 tenim que |sin 6| = sin6):

T

0o 2m
(l) = /@Tslxklhsdv: l/T€_2TT2d7‘/Sin2 0d€/|cosq§|d¢>
7r
0 0

0

3 3
2.9.4.1=2
8 T

=
ool w
3=

/2
-2-4-/cosqbdqb=
0

Que, com observem, no és zero (perd obviament tampoc coincideix amb (r}).

30. La part radial d’un orbital 1s hidrogenoide en un atom de niimero atomic
7 és la funcié exponencial Rio(r) = 2(Z°%/a3)Y/? exp(—Zr/a,). Cons-
truiu la funcié de distribucié radial i trobeu una expressié per a la dis-
tancia des del nucli més probable que es trobara l'electré. Quin és el
valor en el cas que el nucli de 'hidrogenoide siga: (a) d’heli, (b) de fluor?
Solucié: La funcié de distribuci6 radial és P(r) = R*r® = 45—; r? e~22r/a0  El maxim
el trobem per derivacié i igualacié a zero:

P 27 _ o
A G E RIS

Trobem que r,(He) (Z = 2) és major que rp(F) (Z = 9) ateés la seua menor carrega

nuclear.

31. Calculeu la probabilitat de trobar I’electr6 en un orbital 1s (part radial)
fora de la primera orbita de Bohr (a,). Vegeu la funcié en el problema
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anterior. Recordeu que Ypo = (2¢/7) 1

Solucio:
P(r > ao) /R2r2dr == 4 / r2e=2%r/a0 qp.
75 _ Vi _
— 4 /(7“ )2 2Zr/aod( —4 /er 2ydy
Qo
ao Z

Calculem la darrera integral per parts (faran falta dues iteracions). Finalment obtenim
que P(r > a,) = (14+2Z(1 +Z))e ?%, que si Z = 1 es converteix en P(r > a,) =
5e~2 = 0.67. Per tant, la probabilitat que ens demana el problema és del 67%.

32. Quin és el punt més probable en que es trobara un electré que ocupa un
orbital 2p, de I’atom d’hidrogen (¥g,, = 4\/_(%)5/2 e~ (21)/(200) cog 4).
Calculeu també el radi més probable.

Solucié: Cal calcular el maxim de |Wo,, |> = N2r2e™(47/90 ¢0s2 9, on N agrupa les
constants que hi ha en la férmula de Wop, .

O|Wap. | Z\ _(zr)/a 2
W2y, [* ;:Z| = N2(2r—r2a—o)e (Z1)/a0 o029 =0 —r = ;O
O|Wap, |? L (Zr)/ag o .
—| 20 | = —N%r?e /% 9¢infhcosh =0 —>9:n—7r; n=20,1,2
00 2
La substitucié de r = 2‘17" en la segona derivada parcial segons r fa que aquesta siga
negativa (maxim), la substitucié de § = % amb n = 0,2 en l'altra segona derivada

nm

parcial fa que aquesta siga negativa (maxim), mentre que la substitucié de 0 = =~
amb n = 1 la fa positiva (minim). Per tant, hi ha dos punts amb probabilitat maxima:

(r=22,0=0)i(r=2,0=nm).

Per calcular el radi més probable cal calcular primer la densitat de probabilitat radial:

T 27
P(r)dr = / / |Wo,. |*r? sin Odrdfde
0o Jo
A partir d’aquesta integral, que és immediata, obtenim

P(r) = Nrte=Zr/ae

on N agrupa totes les constants. El radi més probable és aquell que fa maxima la
probabilitat, i per tant fa zero la seua derivada: dP(r)/dr = 0. Efectuant la derivada
i igualant a zero obtenim aquest radi r = 4ao/Z.
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33. Plantegeu i discutiu el problema de 'atom d’hidrogen en un moén bidi-
mensional.

Solucié: ’'Hamiltonia del sistema tindra simetria axial, per tant sera convenient usar
coordenades polars (r,0). L’operador energia cinetica sera ideéntic al que, en un pro-
blema anterior, hem calculat per a la particula confinada en un disc. La diferencia és
que ara caldra afegir ara un terme d’energia potencial d’atraccié nucli-electré per a
completar ’'Hamiltonia:

A S

L’equacié d’autovalors és de variables separables. La separacio de variables condueix,
com en el cas de la particula lliure confinada dins d’un disc, a una equacié radial i
una equacié angular la qual és idéntica a la que vam trobar en el moviment sobre
un anell. Com en el cas del disc, 'equacié radial inclou el nimero quantic m i no
és immediata de resoldre. Va més enlla dels nostres objectius entrar en més detalls.
Indicarem pero que els autovalors d’energia depenen d’un niimero quantic n i que les
autofuncions depenen d’aquest n i també del niimero quantic m associat a la rotacio.
Per aix0, com en el cas de ’hidrogen 3D, podem trobar estats degenerats. Per a més
detalls sobre aquest problema vegeu: B. Zaslow and M.E. Zandler, Am. J. Phys. 25
(1967) 1118.

om or2 ' ror

59
N  2mr? L+ V()

34. Considereu la férmula de I’energia de la particula en un anell. Substituiu
el moment d’inercia en termes del radi de ’anell i aquest radi en termes
de la longitud de I’anell. Compareu el resultat amb el de I’energia de la
particula en una caixa.

Solucié:

RPM?  R*M?  2R*m°M? 2R*mPMP A h’r? A2
2  2mr?2  22mm2r2 mIL?2 2ml?2

FE =

La férmula trobada és molt similar (perd no identica) a la de la particula en una
caixa: ’energia és inversament proporcional a la longitud L al quadrat i creix com el
quadrat d’un numero quantic amb valors enters. La possibilitat de rotacié a dretes i
esquerres introdueix una degeneracié en ’anell que no pot estar en la caixa, per aixo
mentre que n = 1,2, 3,4... en la caixa, M =0+ 1+ 2... en ’anell.

Per tal d’aprofundir més en la comparacié entre caixa i anell acudim a la figura 2.2.
Imaginem que tallem I'anell i el convertim en una caixa 1D. En tallar la funcié d’ona
asociada a M = 0, &y = \%, observem que aquesta funcié tallada presentaria una
probabilitat finita en els extrems de la caixa resultant. Per aix0 no seria un estat
acceptable i caldria rebutjar-lo. Les funcions associades a M = =*1, en ser tallades,
presentarien nodes en les fronteres (vegeu figura 2.2), perd també un node al bell

mig de la caixa (seria l'estat excitat n = 2 de la nova caixa amb energia 5:17222 22)
Exactament I’energia d’aquest estat en 1’anell: 45;7222 (£1)%. Anant més al detall, si
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combinem linealment les funcions de ’anell associades a M = +1, ¢'? i e~ ?, obtenim
F1 =sin¢ i F> = cos¢. Si considerem que el tall es realitza en ¢ = 0 = 27, observem
que Fi és zero en ¢ = 0 i en ¢ = 27, que so6n les noves fronteres, perdo F> no. Per
aquest motiu aquesta segona funcié no seria un estat acceptable, mentre que la pri-
mera si.

La figura 2.2 també ens suggereix que el nivell M = £2 de ’anell correlaciona amb un
de la caixa descrit per una funcié amb 3 nodes i, per tant un nombre quantic n = 4.

f G h2r? 2 9 - 272 42 : Sogl
Podem comparar les energies: 457> (£2)° en I'anell i 5754 en la caixa. Ideéntiques.

Respecte de les funcions d’ona, de manera semblant a allo que hem vist adés, tenim
que les funcions 2" de I'anell podrien donar lloc a Fy = sin2¢ i Fo = cos2¢ en la
caixa. La primera déna compliment a les condicions de contorn de la caixa oberta,
mentre que la segona no i caldria rebutjar-la. I podriem procedir aixi amb la resta de
nivells.

Si contemplem la correlacié a 'inrevés, i.e., pensant que unim els extrems d’una caixa
1D , ens adonem de seguida que les funcions amb n senar donarien lloc a interferencies
destructives en formar-se ’anell i haurien de ser rebutjades, mentre que les associades
amb n parell troben correspondencia amb els estats de 1’anell.

La discussié anterior no ha de considerar-se com una identificacié de caixa amb anell,
que son dos problemes diferents amb caracteristiques molt distintes. Unicament volem
ficar de relleu que la resposta energetica al diferent grau de confinament és similar en
un i altre problema.

35. Considereu les energies E = h2n2n? /2mL? que pot assolir una parti-
cula confinada en una caixa de longitud L. Imagineu que triem caixes
de longituds peculiars. Triem, per exemple, L en funcié de l’energia.
Considerem tres casos (a) L constant (b) L de manera que E = kL?/2
i (¢) L de manera que £ = —1/L. Substituiu L en funcié de lenergia,
indiqueu quines energies estarien permeses en cada cas i compareu els
resultats amb els coneguts espectres d’energia de la caixa, oscil-lador i
atom d’hidrogen, que mostrem en la figura 2.3.

Solucié:

2_2
(a) B = 2hm7£2 n2.

(b) E? = %7;‘22:12 n’= ih’r*w?n’— E = Zhwn, on hem definit w” = k/m.

1 _ R%°x%_2 _ 2m 1
(C)_E_ an —>E__h27r2ﬁ

Els resultats ens permeten interpretar qualitativament la diferent estructura de ’es-

pectre d’energia dels problemes model d’oscil-lador i atom d’hidrogen estudiats en
aquest capitol, considerant que els potencials d’un i altre poden ser vistos com caixes
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(@) (b) (c)

Figura 2.3: Espectre d’energia de (a) caixa (b) oscil-lador i (¢) atom d’hidrogen.

que canvien la longitud a mesura que creix ’energia. En altres paraules, els confi-
naments d’oscil-lador i atom d’hidrogen no sén iguals per a tots els estats, sind que
confinen menys els estats de major energia. Podem dir que obtenim diferent espectre
d’energies per als diferents perfils de confinament.
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Capitol 3

Sistemes polielectronics i
metodes aproximats

1. Assumiu la funcié aproximada de ’estat fonamental de ’atom d’hidro-
gen ® = Ne *". Calculeu el valor optim de k.

oo
n!

Solucié: Recordem que [ z"e™*"dx = —igr- Calculem la constant de normalitzacié:
0

o) s 27

2 2 —2kr ) 2 1 2 T
1:N/re dr/31n9d9/d¢:Nm227r:NF
0 0 0

Per tant N = y/k3/m. Com la funcié no presenta dependéncia amb els angles, d’ara
T 27

en avant no escriurem la integral [sinfdf [ d¢. Directament escriurem 4.
0 0

Calculem (&) = (®|H|®), on H =T —1/r.

K R [ 0* 290 11 _pr 2 k*n?
:4 —_— r _—— _ —_—— _— r = -
(& 7T/ . { 2m <8r2 +7’8r> r}e rdr 2m &
0

Derivant ara () respecte del parametre k i igualant a zero trobem el valor optim
k=m/h?.

2. Utilitzeu el metode de multiplicadors indeterminats de Lagrange per

deduir ’equacié del metode de les variacions lineals: HC = ¢ SC. Con-
N .

sidereu doncs la funcié ® = > ¢; ¢; i calculeu £ = (®|H|P) sota la
i=1

restricci6 (®|®) = 1.
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Solucié: Construim el funcional F = (®|H|®) — X ((®|®) — 1):

F = (QH|D) - A((B|®) — 1) =Y cie;Hij — A (Z cicjSij — 1)
i, i,

on S;; = (¢i|¢p;). Derivem ara respecte de ¢ on k =1,2,3...:

F
SC* =0 — ZCijj—)\ZCjSkj =0
k j j

El conjunt d’equacions obtingudes es poden agrupar en forma matricial: HC = A SC.

Per determinar A multipliquem per I’esquerra I’equacié anterior per C*:
CT"HC = AC"SC
Ara recordem que, per hipotesi, ® esta normalitzada i que per tant (®|®) = > c¢j¢;Si; =
‘7j

C*TSC = 1. Per tant, CTHC = \.

Per una altra banda, calculem la mitjana de I'energia & = (®|H|®):

¢ = (BIH|®) =) ¢ic;Hi; = CTHC
1,J
Identifiquem doncs la mitjana de ’energia & amb A i obtenim ’equacié requerida:
HC =¢ SC.

3. (a) Considereu la funcié variacional ¢ = \/gji r e %, on a és el para-
metre que s’ha d’optimitzar. Apliqueu el principi variacional per al cas
de ’atom d’hidrogen i trobeu el valor optim a = 3/2 i I’energia optima
—3/8 a.u.

(b) La funcié 1s és ¢ = % e~". El solapament (¢|®) = [[°¢*® r?dr =
0.9975, cosa que evidencia que ® conté majoritariament la funcié 1s.
Demostreu que ® ha de contenir contribucions de funcions del continu,
i.e. funcions corresponents a hidrogen ionitzat amb energia positiva.
Ajuda: Escriviu ® en termes de les funcions propies normalitzades de
I’hidrogen, ® = 3" ¢;4; i tingueu en compte que I'energia & = Y 2 E;.

Solucié: En primer lloc comprovem que la funcié esta normalitzada. A partir que
o0

— | .
[ ame ™ *dx = —i7T, efectivament, comprovem que:
0

oo iy 27

5 5
a 2 —2ar 2 . a 4!
/57’ e T dr/szn@d@/qu:%WQQW:l
0

0 0
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Ara apliquem el métode variacional. Recordem que la part radial de I’operador ener-

gia cinetica en coordenades esfériques i unitats atomiques és T = —; ( 8‘9;2 + = ar>
Escrivim
I 10> 20 1 k2 a(a — 3)
—ar | == N T R TRy = 29
7T/ re. { 2(8r2+rar> T]re nar 6
0

Derivant ara (£) respecte del parametre a i igualant a zero trobem el valor optim

a = 3/2. L’energia optima sera doncs (§) = @ = —3/8.

Considerem ara la segona part del problema. Si escrivim ® = ) ¢;4);, la mitjana de
Penergia (§) = —3/8 a.u. podra ser escrita:

= Zlcz‘|23i

A partir que (¢|®) = fo P*® r2dr = 0.9975, que ® = 3 ¢i9); i tenint en compte
Iortonormalitat dels orbitals v; de I’hidrogen, concloem que ¢; = 0.9975. Per tant,
recordant que ’energia de ’estat fonamental de I’hidrogen és —1/2 a.u. podem escriure

que:
3 . 2 1 2 2 _
—5 =0.9975%(—5) + Z > B — Z lci|? B = 0.1225
i>2 1>2
Com l'energia de tots els estats lligats de ’atom d’hidrogen és negativa, E,, = —%n%,

i la suma anterior és positiva, ha d’haver contribucié a la funcié d’ona variacional
d’estats amb energia positiva. Aquests estats sén estats ionitzats (no lligats), en els
quals Pelectré esta a distancia infinita del nucli i presenta energia positiva. No hi ha
quantificacié en aquesta regié de I'espectre energetic, per aixo aquests estats també
s’anomenen estats del continu.

4. Si €1 és l'autovalor més baix de 'operador Hiey el segon més baix,
demostreu que (P|H2|®) > (g1 + £2)(®|H|®) — £1£2(®|®), on ® és una
funcié qualsevol que compleix condicions frontera.

Ajuda: Escriviu ® en termes de la base ortonormal {t;} de funcions
propies de H, ® = 3" ¢;1;. Calculeu separadament (®|H2|®),(D|H|®) i
(®|P), substituiu i agrupeu els termes per a cada i.

Solucié:

(PIH*|®) = Y ciei (il Hby) = Z jes| e
1,7 :

(D|H|®) = chg (tpal H |15) Z|cz| &
(®@) = Zc ¢i (Wils) = 3 leil?
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Ara calculem F = (O|H?|®) — (1 4 £2)(®|H|®) + £12(P|D):

F = Z |ci]2 [6? —(e1+e2)ei + 8162] = Z |Ci‘2Xi

Reordenem el claudator en la férmula anterior:

Xi = [eii — €161 — €iga + e162) = ci(ei — 1) —ea(ei — 1) = (61 — €2) (g5 — €1)
Tenim que:
si ¢ = 1 aleshores, X; = 0 perque €; —e; = 0.

si ¢ = 2 aleshores, X; = 0 perque €; — g2 = 0.
si ¢ > 2 aleshores, X; > 0 perque ¢; —e2 >01i¢g; —e1 > 0.

Per tant podem tenim que X; > 0. Com també succeeix que ]ci\Q > 0 per a qualsevol
1, tenim que F' > 0, i.e.,

(B|H2|D) > (21 + 2) (B H|D) — £162(0|)

5. Anomenem (¢1, ¢2) i (11, 1h2) dues bases ortonormals reals del mateix
espai, relacionades per la matriu M:

[%] _ [Mn M12] [¢1]
(05 Ma1 M| [¢2

A partir de I'equacié del canvi de base comproveu que podem escriure

any )= [ ] [ e

Comproveu que els determinants de Slater constuits amb una base o un
altra son identics, excepte, potser, en el signe. Finalment, mostreu que
(E) és invariant sota una transformacié ortogonal de les funcions ocupa-
des.!

Solucié: La primera de les comprovacions la realitzarem efectuant el producte matri-
cial. Acudint a la matriu del canvi de base veiem per exemple que el primer element
del vector columna de ’esquerra és el producte de la primera fila de la matriu M pel
vector columna que té a la dreta:

Y1 = M1 ¢1 + Miago

'En el cas que les funcions siguen complexes hi ha invariancia sota transformacions uni-
taries.
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Aquest mateix resultat el trobem en la segona de les equacions. Aixi I’element (1,1)
de la primera matriu és producte de primera fila per primera columna:

Y1(11) = M1 ¢1(11) + Miaga(11)

Que és el mateix resultat, excepte per l'etiqueta de la variable de la funcié, que
obtenim per a ’element (1,2). Element que és producte de la primera fila per segona
columna:

Y1 (12) = M1 ¢1(12) + Mi2ga(12)

De la mateixa forma podem comprovar la resta d’elements.

Comprovem ara que:

g ) R A T L i e R R St

I que,

_ Yi(r)  i(r2)| |y Yi(m1)  Pi(r2)
(B) = (Det [wm) wm)} [H|Det Lm(m wm)b

¢1(11)  ¢1(72)| ¢1(11)  ¢1(72)
= (+Det H| £+ Det
wpat Q00 G| pe (00 )
¢1(11)  P1(72)| ¢1(11)  ¢1(72)

Det ‘H|Det

Dt [220) alem) PPt [0 alrm)]
Hem mostrat doncs que I'energia i la funcié d’ona depenen de I’espai lineal de funcions
generat pels orbitals ocupats pero no dels mateixos orbitals. Una altra base del mateix
espai déna lloc a la mateixa funcié d’ona (excepte pot ser un irrellevant factor de fase)

i la mateixa energia.

6. Calculeu els orbitals moleculars 7 i les energies que proporciona el me-
tode de Hiickel per al radical al-lil, CH,CHC H>.

Solucié: Construim la matriu Hamiltoniana Hiickel. Calculem el determinant associat,
I’igualem a zero i trobem les solucions per a I’energia. En el determinant, la variable
x representa (o — E)/[.

x 1 O
Det |1 = 1| =2>-22=0
0 1 =«

Les solucions, z = 0, = ++v/2, ens donen les energies: F = a+ V26, E = a i
E = a — /2. Per a cada un d’aquests valors de = trobem els autovectors associats
també a partir de la matriu Hiickel:

1

o~ 8
8 = O
o o e
Il
S O O
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Aquest procediment déna lloc a un sistema lineal i homogeni d’equacions amb infinites
solucions. Per aixo cal afegir-hi la condicié de normalitzacié per trobar una solucié
tinica. Per exemple, per a z = —v2 (E = a + v/203) trobem a = ¢, b = v/2¢. La
condicié de normalitzacié a? + b*> 4+ ¢ = 1 ens proporciona finalment I’autovector
normalitzat % [1 V2 1]. De manera similar, per a E = a i E = a — /23 trobem,
respectivament, \/Lﬁ [1 0 —1] i % [1 —V/2 1].

7. Calculeu, amb el metode de Hiickel, els orbitals moleculars 7 i energies
del butadie.

Solucié: El determinant de la matriu Hamiltoniana Hiickel és en aquest cas,

Det :x4—3x2—|—120

S O~ 8
o= 8 —
8 = O
8 = OO

amb solucions z = —1.61803, x = —0.618034, x = 0.618034 i x = 1.61803. Els
autovectors associats sén, respectivament:

0.3718 0.6015 0.6015 0.3718
0.6015 0.3718 —0.3718 —0.6015
0.6015| * [—0.3718| " |—0.3718| " | 0.6015
0.3718 —0.6015 0.6015 —0.3718

8. Calculeu, amb el metode de Hiickel, els orbitals moleculars 7 i energies
del benze.

Solucié: El determinant de la matriu Hamiltoniana Hiickel és en aquest cas,

x 1 0 0 0 1
1 =z 1 0 0 O
0 1 = 1 0 O & 4 2 _
Det 00 1 2 1 0ol=% 6x” + 9 4=0
0 0 01 =z 1
1 0 0 0 1 x|
amb solucions x = -2, x = —1, x = —1, x = 1, x = 1, x = 2. Trobar les solucions

a ma és un exercici d’algebra molt laborids i és recomanable I'is de programes de
calcul simbolic, com ara Mathematica, Mappel, etc. Amb Mathematica, una vegada
construida la matriu anterior que anomenarem m, l'ordre Det[m] ens proporciona el
polinomi x° — 6z* + 92% — 4 i 'ordre Solve[z® — 6x* + 92% — 4 == 0, z], les solucions.

Observem que hi ha degeneracié. Per aquest motiu, els autovoectors associats als
autovalors doblement degenerats estaran indeterminats, en el sentit que si trobem dos
vectors, qualsevol altres dos que siguen combinacié lineal d’ells seran també solucié.
Amb el Mathematica podem trobar els autovectors (no normalitzats) amb 'ordre
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Eigenvectors|m]:

17 [-1 1 —1] [-1] [-1
1 |-1 0 1 0 1
1 0 ~1 0 1 ~1
1|1 =1 =1 |-1] |1
1 1 0 1 ~1

1] o] [1] [o] 1] [1]

9. El terme d’interaccié espin-orbital per a I'atom d’hidrogen és 7:(5,0, =
C(r) L-S, on ((r) = 5151 (%—Z) = -1+, L. Obteniu I'equacié de l’ener-

227 2 273"
gia en termes dels nombres quantics j,¢,s. Ajuda: Feu us de funcions

17,0, 5 >.

Solucié: Fins a primer ordre de pertorbacié, ’energia és E = Fy + (ﬂs,o_). D’acord
amb ’ajuda, considerem l’estat descrit per la funcié |j,¢,s >, propia del moment
angular jQ, del moment angular orbital L? i del moment angular d’espin S2. Anome-
nem E©)(n,¢) 'energia sense incloure el terme d’interaccié espin-orbital i E() a la
pertorbacié de primer ordre. Tenim que:

E(l) == <7:‘S.O.> = <j7£,5|7:(S.O,|j7£7 8> = <.]a £,8|<(7’) f’ ) S|jvea S>

Si tenim en compte que 2LS = J? — 17 — §%, que j2|j,€,s> = j(7 + D)4, ¢, s),
L?|j, 0, 8) = L(L+1)[5, £, 5) i que S°[5, £, 5) = s(s +1)|j, €, ),

ED = (sl G+ 1) — L4+ 1) = s(s+ DIl 6 s)
= S0+ = e+ 1) = (s + DI

Com ((r) no conté la variable espin el resultat n d’integrar (((r)) sols sera funcié de
n i {. Escrivim doncs (((r)) = n(n,¢). Amb tot aixo tenim que fins a primer ordre de
pertorbacio, ’energia és:

l
10. Dins del marc de la teoria Hiickel, fent s de la teoria pertorbacional fins
a primer ordre i considerant una integral de ressonancia addicional f14 =
B = §[sin g, descriviu el comportament conformacional del butadie, des
d’una conformacié6 trans (6 = 0) fins a una configuracié cis (0 = m):
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Solucié: Les matrius Hamiltonianes d’ordre zero H, i de pertorbacié H' per al butadie,
expressades en base atomica, sén:

a B 0 0 0 00 g
B a B 0O , o 0o 0 o
Ho=19 5 o 8 =10 0 0 o

0 0 B8 « g 0 0 0

Hem trobat en un problema anterior que la diagonalitzacié de H, ens proporciona els
segiients autovalors i autovectors d’ordre zero:

0.3718 0.6015 0.6015 0.3718
o) _ [0.6015 o) | 0.3718 (0) —0.3718 (0) —0.6015
Ci = 0.6015 G = 0.3718 Cs 0.3718 Ca 0.6015
0.3718 —0.6015 0.6015 —0.3718

2 =0416183 € =a+06188 €2 =a—06188 € =a—1.6183

Els elements I;TZ’Z de pertorbacié entre estats d’ordre zero Cgo) seran:

B o= (il = (2 (0) a5 (C) x)
= 5 (0), taeiag (), = 3 (e), 1 (),
_ Ot c®

De seguida veiem que:

0 0 0 B7 Ja
0 0 0 O |b] _ ,
[a b ¢ d 0 0 0 0 ol = 2ads
3 0 0 0 |d
Per la qual cosa tenim que:
e 2.0.3718 - 0.3718 - 3’ = 0.2778'
eV = 2.06015-(—0.6015)-3 = —0.72508'
V= 2.0.6015-0.6015 - 8 = 0.7258'
e 2.0.3718 - (—=0.3718) - 8/ = —0.2778'

L’energia 7 de I'estat fonamental és E = 2€1 +2¢e2 = 4da+4.4723—0.896 53 sin (0/2),

té un minim a § = 0 (transbutadie) i un maxim a 6 = 7.

11. Dins del marc de la teoria Hiickel, fent s de la teoria pertorbacional fins
a segon ordre feu una estimaci6 de les energies orbitals del radical al-lil a
partir del coneixement dels resultats per a 'etile, i la consideracié d’'una
integral addicional de ressonancia (323 = (3.

1/\\‘\\ 3
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Solucié: Les matrius Hamiltonianes H, i H' per a aquest problema, expressades en
base atomica, sén:

a B 0 0 0
H,=|8 a 0 0 g
0 0 « 0 3 0

Els valors i vectors propis de la matriu H, sén els de 'etile més un centre aillat:

1 1 0

c”=1/v2 (1] cPV=1/v2|-1] c¥=o0
0 0 1

ego):a—i-ﬂ ego):oz—ﬂ eéo):a

Els elements de pertorbacié de primer ordre sén Hj; = CEO)TH’CEO).

0 0 O a
De seguida veiem que: [a b c} 0 0 g b| = 2bcp
0 B 0

Per la qual cosa tenim egl) =€ e§3) = 0. Cal acudir, en aquest cas, almenys al

segon ordre de pertorbacié. La correccié de segon ordre

(2) _
=

rr/ |2
@ _ G
@ == L0 _ (0
i#i € i
fa intervenir elements de matriu FI{j = CEO)TH’CEO). Aleshores, abans de continuar,

. . 0 . .
és convenient recalcular H' en la base CE ), ates que aquests darrers son els elements
de matriu que intervenen en la formula de les correccions de segon ordre.

C(O)
1
H — Céo) [H’] [CEO) Céo) C:(,)O)]
cy
1 1 1 0 0 0 O 1 1 0
=3 1 -1 0 0 0 p 1 -1 0
0 0 V2| [0 B O 0 V2

3 1 0 0 16}
—-H=—1|0 0 -7
V2 g s 0
El calcul de la correccié de segon ordre a les distintes energies orbitals és ara immediat:
o ___ P2 8
! a—(a+p) 2
o_ 2 p
2 a—(a—p) 2
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6éz):_ B /2 B B/2
(@a+pf)—a (a-f)—-a
Aleshores, €1 = a+ (3/2)3, e2 = a — (3/2)5 i e3 = . Les solucions exactes de ’al-lil
sén (comproveu-ho): €1 = a++/20, €2 = a—+v/261 e = a. Noteu que v/2 ~ 1.4 ~ 3/2.

=0

12. Fent s de la teoria pertorbacional de primer ordre per a estats degene-
rats, feu una estimacié dels orbitals 7 i de les energies orbitals Hiickel
del ciclobutadie

a partir del coneixement dels resultats per a l’etile, i la consideracié de
dues integrals addicionals de ressonancia 13 = (o4 = (.

Solucié: Les matrius Hamiltonianes H, i H' per a aquest problema, expressades en
base atomica, sén:

H, =

cowR
oo™
@R oo
S mo o
oo o
Do oo
co oW
cowo

La matriu H, representa dos etilens no interactuants. Les solucions per a cada sub-
sistema sén ex = a £ 1Y+ = 1/v2(¢1 £ ¢2).

Si considerem el sistema en la seua globalitat, escrivim aquestes mateixes solucions
de la forma segiient:

1 1 0 0
1 —1 0 0

c” =1/v2 0 c” =1/v2 0 c” =1/v2 . c” =1/v2 .
0 0 1 —1

ego):omLﬁ ego):a—ﬂ ego):a—i—ﬁ eflo):a—ﬁ

Plasmem de manera grafica aquests resultats:

agy

G

@
G

o+p — ——
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Escrivim ara H' en la base molecular CZ(-O):

1 1 0 0 0O 0 g 0] [t 1 0 O
~ 1{1 -1 0 0 0 0 0 B |1 -1 0 0
/_1-/__
H_CHC_20011 3 0 0 Of [0 0 1 1
0O 0 1 -1 |0 B8 0 0| (0 0 1 -1
0 01 0
0 0 0 1
_51000
01 0 O

Fixem-nos que, en aquest cas molt particular, la matriu H’ (operador H' projectat
sobre la base molecular) coincideix amb la matriu H' (operador H' projectat sobre la
base d’orbitals atomics).

Si tornem sobre el problema no pertorbat, observem que hi ha dues degeneracions
en les energies orbitals, corresponents als autovectors (Cgo),Céo)) i (Cgo),Cio)), que
caldra tractar separadament. Construim, doncs, a partir de I:I', dues submatrius, les
quals cal que diagonalitzem:

Hiy Hi| _ [0 8] . [H Hu] _[0 6
Hs  His) |80 Hy Hi] |80

Tenim, doncs, el mateix problema de diagonalitzacié repetit dues vegades. La solucié

passa per igualar a zero el determinant:

1
0 = D ig;Wi:%[ﬂ]

—e 8
B —e@®

Aleshores, les energies, incloent-hi la pertorbacid, son:

€e1=a—20
€ = (X €3 = (X
€41 =a+ 20

Per la seua banda, els orbitals associats resulten ser:

1 1
o (0) o) _ 111 1 (0) o) _1]-1
=G (0 +al) =311 s =g (@A) =5 ||
1 -1
1 1
! (0) o)y _ 1|1/ . 1 (0) o) _1]-1
=@ -a0) =3 | L) - om0 -er) -4 1)
-1 1
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resultat que coincedeix amb la solucié exacta (!). La senzillesa del problema tractat
fa que trobem pertorbacionalment el resultat exacte, cosa virtualment impossible en
problemes més complexos. Afegim, a continuacid, la representacié diagramatica dels
resultats obtinguts:

— 7 0=

)

V)
)

@
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Capitol 4

Atoms

1. Imagineu un anell 1D molt petit de manera que la separacié entre nivells
siga molt gran. Imaginem-lo poblat amb quatre electrons. Com que els
estats estan molt separats, ens fixem tinicament en el nivell parcialment
ocupat (el qual és doblement degenerat). Imaginem que els electrons
interaccionen amb un potencial V' = A§(¢1 — ¢2) en lloc del potencial
coulombic (podem considerar que aquest potencial és una especie de po-
tencial de coulombic de molt curt abast). Considereu valid 1'is de la
teoria de pertorbacions. Demostreu que el triplet és més estable que el
singulet.

Ajuda: La part orbital simetritzada és Wy = N[e(?1-92) 4 g=ild1-¢2)]
on N és la constant de normalitzacié (per que?).

Solucié: Les funcions d’espin triplet (a(1)a(2), 8(1)8(2), a(1)B(2) + B(1)a(2)) sén
simetriques, mentre que la del singulet és antisimetrica («(1)3(2) — 6(1)a(2)). Per
tant, el principi de Pauli obliga a que la part orbital associada al triplet siga 1’antisi-
metrica W_, mentre que ’associada al singulet siga la simetrica W .

Respecte de I'energia: si rebutgem la repulsié de Coulomb tenim que singulet i triplet
estan degenerats (I’energia és simplement la suma de les energies dels dos estats de
particula independent degenerats, tant per al singulet com per al triplet). Si incloem
el terme de Coulomb podria trencar-se aquesta degeneracié. A nivell de pertorbacions
de primer ordre i considerant la repulsié descrita pel potencial V' = Aé(¢1 — ¢2) (on
A > 0 per ser un terme de repulsié) tenim:

EY = (WA 8(¢1 — ¢2)[ W) = MW [6(¢h1 — o))

Anomenem x; = ¢1+¢2, T2 = ¢p1 — 2. Aleshores, Uy = N[e"™2 e 2]1 (¢ —p2) =
0(x2). L’element de volum d¢y dgpo2 = J dx1 dzo, on J és el jacobia de la transformacié
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de coordenades.! En aquest cas, J = 1 /2. Aleshores tenim que:
EY = )\N /[e”? + e i2] 5(m2)dx2/dm1

Des de la definicié del delta de Dirac, [ f(z)d(x)dz = f(0), concloem que EY =0
mentre que EEF) > 0. Per tant, veiem que el terme de Coulomb desestabilitza el

singulet respecte del triplet, com indica I’enunciat.

2. Particularitzeu l'operador de moment angular Ji al cas del moment
angular d’espin. Demostreu que:

SLE(S,M)=h+/S(S+1)— M(M+1)E(S,M £1)

i que, en particular, S+oc =S 3=0, 5’+6 =haiS_a=hp.

Solucié: Tot i ser reiteratiu, resoldrem aquest exercici amb tot detall. En primer lloc
recordem que si dos operadors A i B tenen la propietat que per a qualsevol parell
de funcions acceptables ¢ 1 ¢2 succeeix que <¢1\A\¢2> = <¢2]B[¢1>* diem que sén
operadors adjunts I'un de I'altre: A és I'adjunt de B iescrivim A = B. De la mateixa
manera B és I’ adjunt de 'operador A i escrivim B = Af.

Anomenem autoadjunt o hermitic a un operador C sempre que C = C’Jr és a dir,
sempre que: (¢1\C|¢2> <¢2[C’|¢1> Des de la definici6 J+ = J, +iJ, i del caracter
hermitic de J, i J, resulta immediat que Ji = Jx.

Al segon capitol vam demostrar que Jt|j,m) = Ai|j,m = 1). Si volem calcular A4
resulta convenient escriure que:

JoJ =T J2+hi.
J_oJy=J2—J2—hl.
i calcular el valor mitja de JyJ_:
Gm|JeJ-|jm) = A-(jm|Jy|jm —1)
= A (Gm—11J_|jm)*
A" GGm — 1]jm — 1)
= AP

perd tenim també que:?
(GmlJed_|jm) = (jm|(J? = JZ + J.)|jm)
= jU+1) —mi(m; —1)a.u.

'El jacobia és el determinant de la matriu m de derivades: m;; = 9¢;/0z;. En el cas
de la transformacié de coordenades cartesianes a esféeriques aquest determinant resulta ser
r%sin @, per aixo, ’element de volum en esferiques és 2 sin drdfde.

2Recordeu que en unitats atomiques i = 1.
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aleshores:

=Vi(G+1)—m;(m; — 1)

analogament:>

A =Vi(+1) —my(m; +1)
La particulgritzacié per a funcions amb espin 1/2 déna lloc a S+O{ = S 6 =0,

§+6:a13_azﬁ.

3. L operador d’ espln total de dues partlcules ve expressat per S S2 — S+S +
Sg A S, Amb S, = Sz(al) +Sz(c72), Sy = Si(al) +Si(02). Compro-
veu que les funcions d’espin simetriques/antisimetriques de dos electrons

sén propies de S2 amb valor propi 2/0 h2, respectivament.

Solucié: Treballarem en unitats atomiques, i.e., h = 1. Per tant, 52 = §+5’_ —1—5’3 —Sz,
S.(0)a(o) = Lta(o), etc.

2

Hem de comprovar que:

—

5% [a(o1)B(02) + Blo1)a(o2)] = 2[a(o1)B(02) + B(o1)a(02)]

o~

5% [afo1)B(o2) — Blor)a(o2)] = 0

En la resta del problema simplificarem la nomenclaura: o; ’escriurem simplement <.
Calculem els termes per separat:

[8:(1) + 8:2)] [e(1)BR) £ B1)a2)] = [S (Ma(]BE) + a(1)S:(2)5(2) +
(BM)]a(2) + B(1)S:(2)a(2))

_ %{a(l)ﬁ@) —a(1)B(2) +
[—B(1)a(2) + B(1)a(2)]}

1
= S{0x0}=0

[S- () +5-2)] [a(DBER) £ B(a@)] = [S-(1)a1)]8(2) +a1)S-(2)(2) +
(1S-BM)]a) + B(1)S-(2)a(2))

= {BDAER) +0+[0+5(M)B(R)]}
= BMBER) £ B(1)5(2)

3X+ pot presentar un factor de fase complex de modul unitat (vegeu e.g., p. 138 de Pilar
F.L., Elementary Quantum Chemistry, McGraw-Hill, New York, 1968)
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Aquesta equacié ens diu doncs que:
$-1a()BR2) = f1)a2)] = 0
- [a(1)B(2) + 8(Na(2)] = 28(1)B(2)
Calculem finalment:
() +5:2)| 281)82) = 2[[S+(DBMIBR) + B(1)S+(2)5(2)]
= 2[a(1)B(2) + B(1)(2)]

Si ordenem tots els resultats obtinguts tenim que S, (i per tant 32) en actuar sobre

a(1)8(2) £ f(1)a(2) déna zero. Per tant l'accié de S2 = S+S + 52 — S, sobre
aquest parell de funcions és la mateixa que 'accié de S+S, A més a més, com

S [(1)B(2) — B(1)a(2)] = 0 també 515 [a(1)B(2) — B(1)a(2)] = 0, és a dir:

S2[a(1)8(2) — B(1)a(2)] =

Finalment hem trobat S_ [a(1)8(2) + B(1)a(2)] = 28(1)5(2) i que 54+26(1)3(2) =
2 [a(1)5(2) + B(1)a(2)], per tant:

F2[a(1)8(2) + B)a(2)] = 2 [a(1)B(2) + B(L)a(2)]

que sén les dues comprovacions que s’indica que fem en ’enunciat del problema.

~

4. En unitats atomlques 52 — Sy

/\ A

S+ S — S,. Per a un sistema de N

N

particules: S, = Z S.(i), S Z +(1), etc. Comproveu que la funcié
i

de tres electrons ¢ = 2aaf — aﬁoz — Baa és propia de S2 i S, amb valors

propis S =1/2, Mg =1/2.

Solucid:

Apliquem en primer lloc Poperador: S, = S.(01) + 5. (02) + 5. (03) sobre la funcié 1
del problema:

~

S.p = [S.(01) + S.(02) + S2(03)] (208 — e — Bac)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
= 2(§+§—§)aa[3—(§—§+§)a6a—(—§+§+§)6aa
= %(204045 — afa — faa) = %@b

A partir d’aquest resultat podem dir que:
. N A1 1
S = 8.8 =800 = 20
2 4
Calculem ara laccié de S_ 5+ sobre 1. Considerem en primer lloc 'accié de S'Jr:

$i = [81(01) + 84 (02) + S+ (03)](2008 — afa — faa)
= (0+0—-aaca+0—aaa+ 0+ 2aaa+0+0)
= 0
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Aleshores S_ 5’+1/) = 0. Podem calcular ara I’accié de S2:

S = (S_8. + 82+ 8.y
= 0439+ 9
= S+
5. Fent 1s de l'operador de projeccio b, = 11 *?\2—:?‘\2, on \; sén els auto-
ik

valors de 52, projecteu la funcié de dos electrons a(1)5(2) sobre S = 0.

Comproveu que la projeccié és propia de 52 S,. Feu la projeccié també
sobre S = 1.

Solucié:

L’operador d’espin implicat en la formula de I'operador de projecci6 és 52 = (S’ St
52 4+ 5.). Estudiem en primer lloc accié de S, sobre a(1)5(2):

8-(01) + 8- (02)]a(1)B(2) = (5 — 2)a(1)F(2) =
Es immediat que S’fa(l)ﬁ@) = 0. Calculem l'accié de 'operador S_ S,
[S-84]a(1)8(2) = [S-(01) + 8-(02)][S+(01) + St (02)]a(1)B(2)
[S- (01) +5_(02)](0 + a(1)a(2))
= a(1)B(2) +B(1)(2)

Amb tot aixo:

S2a(1)8(2) = a(1)B(2) + S(1)a(2)

Acudim ara a la férmula de I'operador de projeccié i, per substitucié directa, tenim
que:

P(S=1)a(1)5(2) = (a()BE) +5(1)a(2))
P(S=00(1)5(2) = (a()B) - B(1)a(2))
Si incloem els factors de normalitzacid, tenim finalment:
1
S=1,M=0> = E(a(l)ﬂ@) + B(1)a(2))
1
|S=0,M=0> = E(a(l)ﬂ@) — B(1)a(2))
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6. Calculeu els termes de la configuracié p?.

Solucié: En el cas de la part orbital (¢ = 1) tenim el producte 1®1 = 2@ [1]60, on el
claudator indica part antisimetrica. En la part d’espin analogament 1/2®1/2 = 1&][0].
El principi de Pauli obliga a que la funcié d’ona siga antisimetrica. Aleshores, L = 2,0
es combinard amb S = 0i L = 1 amb S = 1. Amb la nomenclaura 271X, on
X=8PD...siL=0,1,2,... trobem els termes: *D,>Pi'S.

Comptem el nombre de microestats: Q('D)=1-5=5 Q*P)=3-3=9iQ('S) =

1-1=1. Total 54+ 9 + 1 = 15 microestats. Si els calculem a partir de la férmula

0= (forats+electrons)! _ 6!
~  forats!electrons! 412!

= 15, obviament trobem el mateix resultat.

7. Calculeu els termes de la configuracié p?d®.

Solucié: En aquest cas tenim dues subcapes obertes. La impossibilitat de tenir els
quatre nimeros quantics iguals sols restringeix les ocupacions dins de cada subcapa.
Calculem doncs els acoblaments separadament per subcapes i després acoblem les
subcapes. Del problema anterior, els acoblaments corresponents a p* sén (S = 0,
L=0),8=00L=2)i(S=1 L =1) amb un total de 15 microestats. Els
acoblaments en el cas d® és identic al del cas d?, per motiu de ’anomenada simetria

forat-electr6. El nombre de microestats és 81!—02!! = 45. El nombre quantic de moment
angular dels orbitals d és £ = 2. La configuracié d* genera doncs un acoblament

orbital 2® 2 =4@® 3] 2@ [1] 0. L’espin, 1/2® 1/2 = 1 & [0]. La combinacié
antisimetrica de la part orbital i d’espin déna lloc a: (S =0, L=4), (S=1, L =3),
(S=0,L=2),(S=1,L=1)i(S=0,L=0). Si comptem de nou els microestats
de d? trobem un total de 9 +3 -7+ 5+ 3 -3 + 1 = 45. Per tant tenim 15 - 45 = 675
microestats en la configuracié p2d®.

Ara hem de procedir al acoblament de subcapes. Cal acoblar (S =0, L = 2), (S =0,
L=0)i(S=1,L=1)ambcada (S=0,L=4),(S=1,L=3),(S=0, L=2),
(S=1,L=1)i(S=0, L=0):

(S=0,L=2)amb (S=0, L=4):

espin: 0®0 =0, orbital: 204 =65504® 3¢ 2, termes: 'D, 'F, 'G,'Hi'l
microestats: 5+ 7+ 9+ 11 + 13 = 45.

(S=0,L=2)amb (S=1, L=3):
espin: 0® 1 =1, orbital: 2®3=504%3®2 1, termes: °P, 3D, *F, 3G i 3H.
microestats: 3-(3+5+7+9+11) = 105.

(S=0,L=2)amb (S=0, L=2):
espin: 0®0 =0, orbital: 202=403®2® 160, termes: 'S, 'P,'D, 'Fi'G
microestats: 14+3+54+7+9 = 25.

(S=0,L=2)amb (S=1,L=1):
espin: 0®1 =1, orbital: 2®1 =3¢ 2@ 1, termes: °P, 3D, 3F
microestats: 3-(3+5+7) = 45.
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(S=0,L=2)amb (S=0,L=0):
espin: 0® 0 = 0, orbital: 2® 0 = 2, termes: 'D
microestats: 5.

(S=0,L=0)amb (S=0,L=4):
espin: 0 ® 0 = 0, orbital: 0 ® 4 = 4, termes: 'G
microestats: 9.

(S=0,L=0)amb (S=1, L=3):
espin: 0 ® 1 = 1 orbital: 0 ® 3 = 3, termes: >F
microestats: 3 -7 = 21.

(S=0,L=0)amb (S=0,L=2):
espin: 0 ® 0 = 0, orbital: 0 ® 2 = 2, termes: ' D
microestats: 5.

(S=0,L=0)amb (S=1,L=1):
espin: 0 ® 1 = 1, orbital: 0 ® 1 = 1, termes: 3P
microestats: 3-3 = 9.

(S=0,L=0)amb (S=0,L=0):
espin: 0 ® 0 = 0, orbital: 0 ® 0 = 0, termes 'S
microestats: 1.

(S=1,L=1)amb (S=0,L=4):
espin: 1®0 =1, orbital: 1®4=5®4® 3, termes: °F, G i°H
microestats: 3- (7+ 9+ 11) = 81.

(S=1,L=1)amb (S=1, L =3):
espin: 1®@1=2@1@0, orbital: 1 ®3 =4® 3 ® 2, termes: >>'D, 531 F 531G
microestats: 9-(5+ 7+ 9) = 189.

(S=1,L=1)amb (S=0, L=2):
espin: 1®0 =1, orbital: 1®2=3®2®1, termes: °P,*D i *F
microestats: 3- (3+5+7) = 45.

(S=1,L=1)amb (S=1, L=1):
espin: 1@1=2@16¢0, orbital: 1®1=2®1®0, termes: >>1§, 531pj53ip
microestats: 9- (1 + 3+ 5) = 81.

(S=1,L=1)amb (S=0,L=0):
espin: 1 ®0 = 1, orbital: 1 ® 0 = 1, termes >P
microestats: 3-3 =9.

Suma de microestats: 45+1054+25+45+5+9+214+5+9+1+81+189+45+81+9=675.
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Capitol 5

Molecules

1. Calculeu 'espectre m-electronic teoric Hiickel del radical al-lil, aixi com
la contribucié 7w al moment dipolar de ’estat fonamental i primer estat
excitat. Dades: do—c =14 A, ac_c—c =120° |e"| =4.8D/A, =24
eV.

Solucié:

e [’aplicacio del metode Hiickel condueix a les segiients energies i orbitals mole-
culars:

B, =283 Ey=0 E3 = —/2p

1/2 1/V2 1/2
1/V2 0 —1/V/2
1/2 —1/V2 1/2

e Les configuracions i energies configuracionals (en unitats 3) sén:

Vg = |d2p3 > —2V2

Us = |p3¢3) -2
Uy = |p103) -2
U3 = |p19203) 0

Wy = |7 3) V2
Uy = [p1¢3) V2
Vo= |pid2) 2v/2

e Propietats de 'estat fonamental ¥y = |¢7¢2) (anomenem B a ’atom central):
ga =g =qc =1
Pap = Ppc = 0.71; Pac =0

o = oy = pz =0
e Propietats de 'estat U1 = |¢143)

ga = qc = 1.25; gg = 0.5
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Pap = Pc = 0.35; Pac = —0.75

o = 2 = 0; py = 1.68D

e Possibles transicions espectrals des de 'estat fonamental.

configuracié orbitals Energia (8) | v (A)
Uy — Uy P1 — P2 V2 3653
Uy — Uy o — ¢3 V2 3653
Wy — U3 1 — B3 2v/2 1826
Vo — Uy | g2 — 3 3v/2 1218
o —Us | ¢f — ¢2¢s 3v2 1218
Ty — Wg ¢1 — 43 442 913

e Regles de selecci6 (estan prohibides aquelles transicions per a les quals el mo-

ment de transicié val zero).

pz(P1 — ¢2)

pry (1 — d2) = py(d2 — ¢3) =0
py (1 — ¢3) = —1.68D

pa(P1 — ¢3) =0

= pz(pp2 — ¢3) = —4.1D

Hi haura, aleshores, absorcié a 3653 A amb polaritzacié X (perque py, = p. =
0), 1826 A amb polaritzacié Y (uz = p. = 0) i a 913 A amb polaritzacio Y

(He = pz = 0).

Amb ajuda d’'un programa de llenguatge simbolic (Mathematica o Ma-
ple) podreu diagonalitzar facilment matrius reals simetriques. Aleshores
no us sera gens dificil la realitzacié dels segiients exercicis.

2. La protonacié de compostos aromatics produeix efectes sobre la seua
transici6 fonamental. Mostreu que hi ha un efecte batocromic (corriment
al roig) si protonem naftale. Mostreu que hi ha un efecte hipsocromic
(corriment al blau) si protonem azule. Interpreteu aquests resultats amb

I’ajut del metode Hiickel.

Considereu la protonacié en el carboni 10,

que és la més reactiva enfront de substitucions electrofiliques (vegeu per

exemple el problema segiient).

@ Josep Planelles - ISBN: 978-84-693- 4124-7

62

Problemes de Quimica Quantica - UJI



Solucid:

D’acord amb I’enunciat considerarem la protonacié en el carboni 10. Calculem primer
les energies dels orbitals HOMO i LUMO del naftale. La matriu Hiickel corresponent,
H, és tota zero excepte la diagonal, on presenta un valor «, i els elements (H; ),
on i ij son les etiquetes d’atoms veins (i.e., atoms entre els quals hi ha enllag), que
presenta un valor 8. Podem reescriure aquesta matriu en la forma H = aI+ 3m, on
I és la matriu unitat i la matriu m és tota zero, excepte els elements m; ; entre atoms
veins que valen la unitat.

— O OO, OO OoO RO
SO oo oo RO
O OO OO OO
S OO, OO OOo
OO RO, OOO M-
OO R OO OOoOOo
_ o= OO0 oo O0o

—_ O, OO0 0o oOo
O O OO o oo

SO OO OO O = O O

(e}
(e}
[en}
[en}
[en}
[an}
(e}

Trobem les energies orbitals igulant a zero el determinant de la matriu X = I+ m,
on z = (o — E)/B. L’ordre Mathematica Solve[Det[X] == 0, z] ens proporciona di-
rectament les solucions per a la x, i per tant per a les energies orbitals ¥ = a—x 3. En
particular, les energies del HOMO i LUMO sén respectivament! e5 = a + 0.6180343
ieg = a— 0.6180343. Per tant la transici6 HOMO — LUMO té una energia
A = —1.236070 = 1.23607|3| (recordem que la integral § és negativa).

La protonaci6 del naftale en la posicié 10 comporta que dos electrons 7 desapareixen
i es trenquen els enllagos Cy — C'1g i C1 — C'10, que vol dir que eliminem la darrera fila
i darrera columa de la matriu X anterior. Ara hi ha 8 electrons 7 i la nova matriu X,
que presenta dimensions (9 x 9), és doncs:

z 1 0 0 0 1 0 0 0
1 2 1.0 0 00 0 0
01 2 1 00 0 0 0
001 100 0 0
X=[0 001 2 1 0 0 0
1000 1 2 1 0 0
00000 T1 2 1 0
000 O0O0UO0 1 2 1
00000 00 1 z

Les energies del HOMO i LUMO resulten ser ¢4 = o + 8 1 €5 = «, respectivament.
Per tant, la transici6 HOMO — LUMO presenta una energia A = |3|.

En resum, abans de protonar ’energia de transicié és 1.23607|3| i després de la pro-
tonacié disminueix fins ||, cosa que s’anomena efecte batocromic.

1 Utilitzem E per a referir-nos a energia en general i €; per a referir-nos a I’energia concreta

de l'orbital ¢;.
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Considerem ara ’azule. Procedint demanera analoga construim primer la matriu X:

z 1 0 0 0 0 1 0 0 1

1 2 1 0 0 0 0 0 O O

0 1. 2z 1 0 0 O O O O

0 01 = 1 0 0 0 0 O

X_ |00 01 a1 0000

0 0 001 =« 1 0 0 O

10 0 0 01 2 1 0 O

0 0000 0 1 2 1 O

0 0 000 0 0 1 =z 1

1 0 0 0 0 0 0 0 1 =
Amb l'ordre Mathematica Solve[Det[X]| == 0,x] trobem les energies d’HOMO i
LUMO: g5 = a + 0.477263 i ¢¢ = a — 0.4003923. La transicié apareix doncs a

A = 0.877652|8.

La protonacié de I'azule en la posicié 10 comporta també que dos electrons 7 desapa-
reixen i es trenquen els enllacos Cy — C19 i C1 — Cho. La nova matriu X és doncs,

z 1 0 00 0 1 0 0
1 2 1.0 0 0 0 0 0
01 2 1000 0 0
00 1 2 1 00 0 0
X=(0 0012 10 0 0
0000 1 1 0 0
10000 1 2 1 0
000 00O0O0 1 z 1
00000000 1 =z

Les energies ’HOMO i LUMO sén ara €4 = o + 0.8071718 i e5 = o — 0.3379310.
Per tant la transici6 HOMO — LUMO té una energia A = 1.1451|3|. En aquest cas,
abans de protonar ’energia de transicié és 0.877652|3| i després de la protonacié creix

fins 1.1451|3|, cosa que s’anomena efecte hipsocromic.

3. Quina posicié del naftale és més reactiva enfront de substitucions elec-
trofiliques?

Solucié:

Sera més reactiva la posicié que comporte l'intermediat protonat més estable. Cal
trobar, doncs, les energies dels dos possibles intermediats protonats.

L’ordre Mathematica Eigensystem|[m] ens proporciona els autovectors i autovalors
d’una matriu numerica m. Analogament, Figenvalues[m| i Eigenvectors|m] ens
proporcionen els autovectors i autovalors, respectivament. Si els resultats no sén
nombres enters o racionals, convé escriure N[Eigensystem|[m]], N|[Eigenvalues|m|] i
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N[Eigenvectorsm]] que ens proporcionen les solucions reals aproximades amb unes
poques xifres decimals.

Com els valors a i 8 no els coneixem (de fet, volem trobar els autovalors en termes
d’aquests parametres) tornem sobre 1’equacié HC = E C d’autovalors:

a—F
B

Com H = ol + fgm, els autovectors de H i m son els mateixos, mentre que els
autovectors estan relacionats (E = a — x 3). Aleshores, en lloc de calcular els auto-
vectors i autovalors de H calcularem els de m, que és una matriu que tinicament té

HC=[al+pmC=EC — mC:—< )IC:—IEC

zeros i uns. Si tan sols estem interessats en autovalors podem també procedir alter-
nativament, com en problemes anteriors, a construir la matriu X i executar 'ordre
Solve[Det[X] == 0, x].

Si efectuem la protonacié en el carboni C'ip tenim 8 electrons 7 i una matriu Hiickel
(9 x 9) que esta explicitada en el problema 2. Les energies dels orbitals ocupats sén
€1 = o+ 2.1489603, e2 = a + 1.543360 i €3 = €4 = a + [ (doblement degenerat).
L’energia total és doncs E = 8a + 11.38460.

Si efectuem la protonacié6 en el carboni Cy tenim una nova matriu Hiickel (9 x 9), la
construccié de la qual la deixem a carrec del lector. Com tenim 8 electrons, les energies
del orbitals ocupats sén ara: €1 = a+2.2215803, e = a+1.4142103, €3 = a+1.239923
ieq=a-+0.7260620, i, per tant, ’energia total £ = 8a + 11.20350.

El nostre estudi teoric ens indica que la protonacié en el carboni 10 déna lloc a
I’intermediat més estable i per tant sera la posicié més reactiva.

4. La transicié fonamental del butadie no es veu sensiblement afectada per
la presencia de dissolvents polars. Tanmateix, aquesta influéncia és molt
notoria en el cas del metile-cicleprope. Interpreteu aquests resultats
amb l’ajut del metode Hiickel. Calculeu el moment de transicié i la
polaritzacié de la transicié fonamental del metile-cicleprope.

1/\3/ 2

Solucié:

La transicié fonamental és la HOMO-LUMO. Per tant els resultats experimentals ens
suggereixen que, en el cas del butadie, aquests dos estats presenten una distribucié
de carrega similar, mentre que en el cas del metile-cicleprope la distribucié ha de ser
diferent. La carrega que l’electrd presenta en cada atom A quan ocupa un determinat
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orbital normalitzat ve donada pel quadrat del coeficient de ’orbital atomic de I’atom
A en Pesmentat orbital. Calculem primer el cas del butadie. La matriu Hiickel és

a B 0 0 01 0 0

B a B O] {1 0 10

H=19 8 o 8/ "™ |0 1 0 1

0 0 8 « 00 1 0

Els orbitals i energies associades son:

0.3718 0.6015 0.6015 0.3718
0.6015 0.3718 —0.3718 —0.6015
Co=loeo15| ©2= |_o3ms| ©* = |—osm1s| €+~ | 06015
0.3718 —0.6015 0.6015 —0.3718

e =at+1.6188 e2=a+06183 e =a—06183 e =a—1.6183
El quadrat dels coeficients ’HOMO (C3z) i LUMO (Cs3) és identica:

[0.361803 0.138197 0.138197 0.361803]

No és d’estranyar doncs que dissolvents polars i no polars interaccionen en la mateixa
extensié amb els orbitals HOMO i LUMO, de manera que en variar de dissolvent
alterem en la mateixa extensié ’energia I’HOMO i LUMO i la diferéncia d’energies,
que correspon a l’energia de transicié, no canvia.

En el cas del metile-cicleprope, la matriu Hiickel és

a B 0 0 01 0 0
B a8 B |10 11
H=10 5 o 8 "™ 10 1 0 1
0 8 B « 01 1 0
Els orbitals i energies associades son:
0.281845 —0.815225 0. 0.505937
0.611628 —0.253623 0. —0.74939
Cr= o221 ©2= | 036816 Cs = | _or07107| ©*= | 0.302028
0.522721 0.36816 0.707107 0.302028
€1 =a+ 2170093 e =a+0.31110883 es=a—f €2 = o — 1.481193

El quadrat dels coeficients de HOMO (C3) i LUMO (Cs3) és ara molt diferent:

0.664591 0.0
0.0643245 0.0
HOMO:: 0.135542 LuMO : 0.5
0.135542 0.5

En el cas de 'orbital HOMO P'atom C; acumula quasi el 70% de la carrega, cosa
que fa preveure una forta interaccié amb el dissolvent polar, mentre que en el cas
de orbital LUMO la carrega esta més repartida i la interaccié previsible amb un
dissolvent polar és menor. Aleshores, el canvi de dissolvent afectara la diferéncia

d’energia HOMO-LUMO i per tant I’energia de la transicié espectroscopica.
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5. La transicié fonamental de 'azule esta acompanyada per transferencia

de carrega des de l'anell de cinc carbonis fins a ’anell de set carbonis.
Comproveu-ho. Calculeu el moment de transicié i la polaritzacié d’a-
questa transicid. Dades: Geometria de l'azule (la taula ve donada en
unitats a, on a = 1.4 A ésla longitud de l’enllag C' — C):

Ch x Y
C1 0 -0.5
Cy —0.783 —1.12
Cs —1.758 —0.9
Cy —2.192 0
Cs —1.758 0.9
Ce —0.783 1.12
Cr 0 0.5
Cs 0.951  0.81
Co 1.539 0
Cio 0.951 —0.81

Solucié:

Per a contestar la primera part del problema calculem els orbitals HOMO i LUMO.
Procedim a construir la matriu m de I'azulé i trobar els seus autovectors. Aquesta
matriu és tota zero, excepte els elements m; ; entre atoms veins que valen la unitat.
Com l’azule té 10 electrons 7, 'orbital HOMO sera el cinque més estable i el LUMO
el sise. D’acord amb la numeracié que hi ha en la figura del problema 2, els coeficients
dels orbitals HOMO i LUMO normalitzats resulten ser:

HOMO LUMO
[ 0.259079 1 [ 0.290436
—0.160119 —0.469936
—0.335497 —0.102278
0. 0.510887
0.335497 —0.102278
0.160119 —0.469936

—0.259079 0.290436
—0.542846| | 0.0632111
0. —0.315746

| 0.542846 | | 0.0632111 |

Per estimar la quantitat de carrega sobre I’heptagon calcularem la suma S; = ¢35 +
¢34+ c3 + ¢ + 2 i per estimar la quantitat de carrega sobre el pentagon calcularem la
suma Sy = 2 + 2 + ¢3y. Aquestes sumes per al HOMO resulten ser S; = 0.276393 i
S = 0.589363, mentre que per al LUMO sén S; = 0.723607 i S2 = 0.107687. Aixi, en
passar de 'THOMO al LUMO I'heptagon passa de tenir una fraccié de carrega 0.276393
a una 0.723607, mentre que el pentagon passa des de 0.589363 a 0.107687, cosa que
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reflexa una transferéncia de carrega des del pentagon a I’heptagon.?

El moment de transici6 HOMO-LUMO (¢5 — ¢¢) el calculem segons

pse = le” | Z C54 C6A TA
A

Per calcular la polaritzacié hem de calcular les components d’aquest vector:
Mégg) = e’ Z C5A4 C6ATA
A

ney = e > chaceaya
A

on la suma s’estén a tots els atoms A de la molecula i c54, c64 s6n el coeficientents
dels orbitals HOMO i LUMO en atom A.

(x)

Incorporant els coeficients i la geometria en aquestes férmules trobem p:y = 0 i
ugé) = —0.36|e |a = —2.4 D per als moments de transicié,” cosa que indica polarit-
zacio y.

La direcci6 de tranferencia de carrega i el moment de transicié trobats sén perpendi-
culars. Aquest és sempre el cas si els orbitals que participen en la transicié presenten
diferent simetria respecte el planol de simetria que conté la direccié de transferencia
de carrega. Si els orbitals implicats presenten igual simetria respecte a aquest planol,
per una pura qiiestié d’algebra, transferencia de carrega i moment de transicié seran
paral-lels.

6. Calculeu Pespectre teoric del 1,4 deshidrobenze. La longitud d’enllag
C —Césa=14A, la carrega de l'electré |e”| = 4.8D/A i el valor de
la integral 8 = 1.4 eV.

281 + S2 no suma el 100% de la carrega perqueé no hem sumat la carrega situada en els
atoms C1 i C7, atoms que pertanyen simultaniament a heptagon i pentagon.

3El signe menys no té un significat especial, atés que la fase dels orbitals és arbritraria i
un canvi de signe en un dels dos orbitals fa canviar la direccié de ,ué?é). Per obtenir el moment

en debyes, insertem la carrega de I’electré en unitats debye per angstrom: |e” | = 4.8D /A
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Solucid:

Construim en primer lloc la matriu m de Hiickel i la diagonalitzem. Els autovalors i
autovectors normalitzats que obtenim sén:

€1 =2.41421 ep=1. e3=0414214 g4 = —0.414214 &5 = —1. e = —2.41421

[0.353553]  [—0.5] [—0.353553]  [0.353553] (057  [—0.353553]
0.5 0. —0.5 —0.5 0. 0.5
0.353553 0.5 —0.353553 0.353553 —0.5 —0.353553
0.353553| | —0.5 0.353553 0.353553 —0.5 0.353553
0.5 0. 0.5 —0.5 0. —0.5
0.353553] | 05| | 0353553 |  |0.353553] | 05| | 0.353553 |

Les configuracions dels estats de menor energia i la corresponent energia sén les se-
glients:

Uy= |¢id3ds) 6o+ 5.656850

Us = |¢ig3psds) Ga+ 6.242640

Uy = |¢iod3ds) 6o+ 6.242640

U1 = |pig3¢spa) 6a + 6.828430

Uo= |pig5¢3) 6o+ 7.6568543

La zona menys energetica de ’espectre implica les transicions des de ’estat fonamental
a aquestes configuracions de menor energia:

configuracié | orbitals | Energia (3) | 7 (A)
Ty = U, | b3 — ba 0.8284 6239
Ty — Uy | bo — ba 1.4142 3653
N 1.4142 3653
Vo — Wy P2 — ¢5 2.000 2583

El calcul de la probabilitat de transicié i polaritzacié d’aquesta implica el calcul de:
MEZ) = e’ Z CiA CjA ZA
A
on la suma s’estén a tots els atoms A de la molécula, z representa la coordenada (x o

y per ser la molecula plana i estar situada en el planol XY) i ¢;a, ¢ja sén el coeficients
en ’atom A dels orbitals de partida i arribada.

Per a definir les coordenades atomiques assumim ’origen (0,0) sobre I’atom 5 i, d’acord
amb I’enunciat, que tots els enllagos tenen la mateixa longitud a:

x |y
Ci|-11]1
Cy | 0|1
Cs 1 1
Ci|-110
Cs | 010
Cs | 110
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Amb la geometria i els coeficientes dels orbitals calculem els moments de transicio.
Per al calcul de ,u(w) i u(y) en debye (D) tenim en compte que la carrega de 1’electré
le”| =4.8D/A,ique a=14 A,

configuracié | orbitals | p®(D) | ¥ (D)
\I’o — \1’1 ¢3 — ¢4 0 0
\110 — \112 q52 — ¢4 4.76 0
Vo — ¥3 3 — G5 4.76 0
Vo — Wy P2 — s 0 -3.36

En resum, en la part baixa de I'espectre hi ha una primera transicié molt intensa a
3653 A polaritzada X i a 2583 A un segon senyal menys intens polaritzat Y.

7. Compareu els espectres teorics d’absorcié del trans-trans-trans i del
trans-cis-trans hexatrie.

Solucio:

L’estructura m-electronica de les dues molecules és identica. Aleshores presentaran
identiques energies i orbitals. Allo que canvia és la geometria i, pot ser més important
encara, la simetria.

Constrim la matriu m de Hiickel i la diagonalitzem. Els autovalors i autovectors
normalitzats que obtenim sén:

€1 = 1.80194 €2 =1.24698 &3 = 0.445042 e4 = —0.445042 e5 = —1.24698 &6 = —1.80194

(0231927 [—0.417906] [ 0.521121 ]  [—0.521121] [ 0.417906 ] [ —0.23192]
0.417907| | —0.521121 0.231921 0.231921 —0.521121 0.417907
0.521121| | —0.231921| |—0.417907 0.417907 0.231921 —0.521121
0.521121 0.231921 —0.417907 —0.417907 0.231921 0.521121
0.417907 0.521121 0.231921 —0.231921 —0.521121 —0.417907
| 023192 | | 0417906 | | 0.521121 | | 0.521121 | | 0.417906 | | 0.23192 |

Les configuracions dels estats de menor energia i la corresponent energia sén les se-
glients:

S
N
|

|92 ap3s) 6o + 4.4939603
Us = |pigadsds) 6o+ 5.295903
Uy = |pigad3ds) 6o+ 5.295983
Uy = [pid3psga) 6a+ 6.097833
Vo= |¢ig343) 6o+ 6.987923
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La zona menys energetica de I’espectre implica les transicions des de I'estat fonamental
a aquestes configuracions de menor energia:

configuracié | orbitals | Energia (5) | 7 (A)
Vo — ¥y P3 — @4 0.89 5804
Uy — WUy P2 — ¢4 1.692 3053
\Ifo — \113 (]53 — ¢5 1692 3053
Uy — Uy P2 — ¢5 2.494 2071

Per a definir les geometries assumim que tots els enllacos tenen la mateixa longitud a
i que els angles s6n de 120°:

TTT TCT
X |y | x|y
ci| o [ofo] 2
V3 | 1 V3
Ca| 5 | 3|1 ] %
Cs| V3 ]0|2] 0
V3
AR
Cs | 2v3 | 0| 3| L
V3 V3
Co| 23] 4| 8

Amb la geometria i els coeficientes dels orbitals calculem els moments de transicié.
Per al calcul de @i p® en debye (D) tenim en compte que la carrega de ’electrd
le”| =4.8D/A,iquea=1.4A,

TTT TCT
configuracié | orbitals | p® (D) | x® (D) | (D) | p¥ (D)
Vo — Uy ¢3 — Pa 7.98 1.68 7.75 0
Vo — Wy G2 — Q4 0 0 0 1.13
Uy — U3 P3 — @5 0 0 0 1.13
Uy Uy | do— 5 | 0.65 1.68 1.41 0

8. Ordeneu per dificultat les substitucions electrofiliques de benze i les di-
verses possibles substitucions de I’hexatrie.

Solucié: La velocitat de reaccié ve determinada per la diferencia energetica entre
I’estat de transicié i el reactiu de partida, que estimarem aproximadament com la
diferencia entre 'intermedi de Wheland i el reactiu de partida. Aleshores construim
i diagonalitzem la matriu Hiickel dels diversos compostos.

Benze, 6 electrons, 3 orbitals ocupats, Epen = 6 + 8(.

La protonacié de del benze déna lloc a una cadena de 5 carbonis amb 4 electrons 7 i
dos orbitals ocupats, F2 = 4o + 5.46413, més un carboni amb dos electrons F3 = 2a.
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Per tant, ’energia d’activacié E, = F2 + E3s — Epen, = —2.53590.

Hexatrie 6 electrons, 3 orbitals ocupats, Ere, = 6 4 6.987920.

La protonacié de I'hexatrie en el carboni Cs déna lloc a una cadena de 5 carbonis
amb 4 electrons, F2 = 4o+ 5.46413, més un carboni amb dos electrons E3 = 2a. Per

tant, I’energia d’activacié E, = Fo + E3 — Fge, = —1.523820.

La protonacié de I’hexatrie en el carboni C5 déna lloc a una cadena de 4 carbonis
amb 4 electrons Fs = 4o + 4.4721403, un carboni amb dos electrons F3 = 2a, més
un catié no poblat. Per tant, ’energia d’activaciéo F, = Fo+ F3s — Exe, = —2.515780.

La protonacié de I’hexatrie en el carboni C4 déna lloc a una cadena de 3 carbonis
amb 2 electrons Fy = 4a + 2.82843(, un carboni amb dos electrons F3 = 2a més una
cadena de 2 carbonis amb 2 electrons E4 = 2a + 23. Per tant, ’energia d’activacié

E, = Es + E3 + Es — Efes = —2.159493.

Cal recordar que la integral 3 és negativa, per tant, des de menys a més reactiu tenim:

Compost E,
Benze 2.5359
hexatrie en C5 | 2.51578
hexatrie en Cy | 2.15949
hexatrie en Cs | 1.52382
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Capitol 6

(Qiiestions 1 problemes
complementaris

En aquest capitol s’inclouen una serie de problemes complementaris, la ma-
joria dels quals els he extret d’examens que he proposat en tercer curs de la
Llicenciatura en Quimica de la Universitat Jaume I.

1. Indiqueu i justifiqueu breument quines, d’entre les segiients afirmacions,
sén veritat i quines sén falses. (En cas que una afirmacié siga falsa, la
millor justificacié és un contraexemple.)

(a) La funci6 d’estat és sempre una funcié propia de ’'Hamiltonia.

(b) Qualsevol combinacié lineal de funcions propies de I’Hamiltonia és
una funcié propia de ’'Hamiltonia.

(c¢) Si la funcié d’estat no és propia de l'operador A, aleshores, una
mesura de la propietat A podria donar lloc a un resultat que no
seria una de les values propies d’A.

(d) Si dos operadors no commuten, no poden tenir cap funcié propia
comuna.

(e) La funcié d’estat de sistemes estacionaris no conté la variable temps.
Solucié:

(a) Fals. La funcié d’ona d’estats no estacionaris no és propia de I’Hamiltonia.

(b) Fals. Unicament és cert en el cas de combinacié lineal de funcions propies
degenerades. Pensem que si Ho1 = E1¢1, Hoz = Ea¢2 1 En # FE5, aleshores és
impossible que H(ap1 +bp2) = (aE1¢1+bE2¢2) siga proporcional a (a¢i +bgs).
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(c) Fals. La mesura de la propietat A sempre déna lloc a una entre les values propies
de l'operador A. Si la mesura s’efectua sobre un sistema en un estat ¢; propi
de 'operador A i associat al valor propi a;, sabem segur que el resultat sera a;.
Si, contrariament, el sistema es troba en un estat ¢ no propi de I'operador fl,
aleshores ja no podem predir quin, entre els autovalors de A, sera el resultat.
Pero si que sabem que, ates que el conjunt de funcions propies de 'operador
A és complet, podrem expressar @ com una combinacié lineal de les funcions
propies de I'operador A: 1 = >.; Cidi, on ¢; soén els coeficientes de la mescla.
Doncs bé, tot i no estar segurs de quin valor propi de 'operador A trobarem,
si que sabem almenys quina és la probabilitat que resulte un valor concret a;.
Aquesta és |c;|*.

(d) Fals. Si dos operadors no commuten, no poden tenir cap conjunt complet de
funcions propies comunes. Com a contraexemple podem mencionar que Lo i
L. no commuten, no obstant aixd, 'harmonic esféric Yoo (0, ¢) és propi dels dos
operadors. En altres paraules, malgrat que Ly iL. no commuten, si el modul
del moment angular és zero, sén zero totes les seues components, malgrat que
els operadors associats no commuten.

(e) Fals. La funcié d’ona sempre és una funcié de les coordenades i el temps ®(x, t).
En el cas d’estats estacionaris la funcié és factoritzable ®(x, t) = ¢(x)-g(t). Pero
obviament continua funcié de les coordenades i el temps.

2. Indiqueu i justifiqueu breument quines, d’entre les segiients afirmacions,
sén veritat i quines sén falses. (En cas que una afirmaci6 siga falsa, la
millor justificacié és un contraexemple.)

(a) Les funcions propies d’un operador hermitic sén sempre ortogonals.

b) El principi de Heisenberg impossibilita el coneixement exacte del
g
moment lineal d’una particula confinada a una caixa de longitud L.

(c) El principi de Heisenberg impossibilita el coneixement exacte de la
posicié d’una particula confinada a una caixa de longitud L.

(d) Si dos operadors commuten, de segur que el coneixement simultani
exacte de les magnituds fisiques associades és possible en qualsevol
sistema.

Solucié:

(a) Fals. Unicament podem assegurar que sén ortogonals les funcions propies as-
sociades amb valors propis diferents. Si un autovalor presenta una degeneracio
n sempre podrem triar n funcions propies ortogonals associades amb aquest
autovalor (com també, alternativament, podem triar n funcions propies no or-
togonals).

(b) Cert. Sense fer cap mesura de la posicié sabem que la maxima imprecisi6 en la
coordenada és la propia longitud L de la caixa (la particula esta dins la caixa,
no sabem en quin lloc). Si el moment és conegut exactament, aleshores Ap = 0.
Per tant, ApAx = 0- L = 0, en contra del principi de Heisenberg.
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(c) Fals. La maxima imprecisié en el moment és Ap = oo. Si determinem la posicié
exactament tindrem que Az = 0, per tant, ApAx = oo - 0 que per ser una
quantitat indeterminada pot donar compliment al principi de Heisenberg.

(d) Fals. L’enunciat oblida les condicions de contorn. Per exemple, malgrat que p i
T commuten, no podem coneixer simultaniament 1’energia cinetica i el moment
lineal de la particula en una caixa (sabem el modul de p pero no la seua direccid).

3. (juny 98) L’equacié que determina l’energia d’un oscil-lador harmonic
monodimensional en 1’espai de fases (p,q), F(p,q) = % +2m2mi?q?, té
la forma d’una el-lipse. La regla de quantificacié de Sommerfeld-Wilson
determina que l'area A = (§ pda)n4+1 — (§ pdx), entre dues el-lipses
consecutives val, precisament, la constant de Planck h. Sabeu que la
férmula de ’energia dels estats estacionaris de ’oscil-lador harmonic és

E =hv(n+ %), n=0,1,2,3,..., mentre que la de la particula a una caixa
és E = 877’?12 n?, n=1,2,3,... En un cas E és quadratica respecte n (par-

ticula confinada) mentre que en 'altre cas és lineal (oscil-lador).

Demostreu que, malgrat aquestes diferencies, I’area que hi ha entre dues

trajectories permitides consecutives a l’espai de fases de la particula a

una caixa també val h. Demostreu que aixo mateix també és cert per al
h2

problema de la particula a un anell (rotor) (E = 2;m? m = 0£1£2...).

Solucié: La figura mostra dues trajectories permitides consecutives a ’espai de fases

A

Pn+1 .
p’)’b »

O L X

de la particula a una caixa. L’area que hi ha entre dues és el doble que el rectangle
que va des de p, a pn+1 en alcada i de zero a L en amplada. Aquest rentangle té
un area As = (|pn+1| — |pn|)L. Per a determinar p, i pn41 escrivim 'energia de la
particula en la caixa:

h?n? hn
—

p2
En__n nl =V2mE = —
29 mE = 5+

- 2m - 8mL?2

Per tant, I’area A = 2A; que hi ha entre dues trajectories permitides consecutives és:
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h(n+1) h_n)

2L 2L
En el cas del rotor ¢ pde = § prdd = ¢ Ld9 = 2w L. Per tant Parea A que hi ha entre
dues trajectories permitides consecutives sera

A=2( L=h

A = 27TLn+1 — 27‘(’Ln

N L2 2,2 N
Perd E,, = =o = bm er tant, L,, = mh i Parea A resulta
21 27 )

A =27n(Lp+1 — Ly) = 27[(n + 1)h — nh| = 2wh = h.

4. Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson, § pdx = nh,
i justifiqueu el postulat de Bohr de quantificacié del moment angular.
Solucié:

Les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson indiquen que f pdx = nh. En el cas
d’una particula que efectua un moviment circular al voltant de I'origen de coordenades
tenim que § pdz = ¢ prdd = § Ld0 = 2w L. Per tant, 2rL = nh, és a dir L = nh, que
és el postulat de Bohr.

5. Deduiu el postulat de Bohr L, = nh a partir de la relacié de De Broglie

Solucié:

La longitud a de I’0orbita d’una particula que efectua un moviment circular de radi r
(a = 27r) ha de ser un multiple enter de la longitud d’ona A de la seua ona associada.
D’altra forma es produeixen interferencies destructives i desapareix 1’ona, i per tant
la particula (és a dir, es tracta d’una orbita prohibida).

e

M

\

Tenim doncs que nA = a. Des de la relacié de De Broglie, p = %, trobem el postulat

de Bohr:

h h h
P A an 27r7"n - T 27rn "
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6. Un foté de longitud d’ona A=250 nm és absorbit per una molecula en

repos que presenta una massa de 1072* Kg. Calculeu la velocitat de la
molecula després de I'absorcié del foté.

Solucié:

h _ 6.6-10"°

P=3 = 350109 — 264 107 Kgm/s=10""" v — ©v=264-10"m/s

7. Les primeres linies de la serie de Balmer de 1’espectre de I'hidrogen sén
656.46, 486.27, 434.17, 410.29 nm. Trobeu l’energia d’ionitzacié de I'hi-
drogen.

Ajuda: La seérie de Balmer és la segona (és a dir, transicions des d'n = 2).
Dades: h = 6.6261073* J s; ¢ = 2.99810% m/s; 1 nm = 10~m.

Solucié: L ) . h
c c
=g o) PTG - )

Per a les diferents parelles (n, \), (3,656.46), (4,486.27), (5,434.17) i (6,410.29) tro-
bem un valor Ry molt semblant. La mitjana d’aquests valors és Ry = 1.097 - 10" he.

AFE

L’energia d’ionitzacié és la transicié des de n =1 fins n — oo:

AE = RH(11—2 — % =Ry =1.097-10" he =2.179-10" "% J
8. (Problema d’aprofundiment: aquest no ha aparegut en cap examen!)
Considereu el problema de la particula a una caixa monodimensional
de longitud unitat i potencial zero. Calculeu ’autovalor exacte d’ener-
gia corresponent a l’estat fonamental de I’esmentat problema. Calculeu
I’autovalor del quadrat de I'operador Hamiltonia. Considereu ara la fun-
ci6 aproximada no normalitzada ¥y = x(1 — x) corresponent a l’estat
fonamental. Calculeu el valor mitja de I'operador Hamiltonia i del seu

quadrat. Compareu aquests resultats amb els anteriors.

En lloc de calcular les integrals com ho heu fet adés, expandiu primer
la funcié ¥y = z(1 — x) en la base complerta de funcions normalitzades
¢n(z) = V/2sin (nmz) i calculeu les integrals Hy; = (¢i|H|¢;). A partir
d’aquestes i dels coeficients de 'expansi6 de la funcié Vg = z(1 — x) en
aquesta base, calculeu el valor mitja de 'operador Hamiltonia i del seu
quadrat. Tot seguit, tenint en compte que H és hermitic i que les fun-
cions que treballem sén reals, considereu que: (|H2|e) = (Y|HH|Y) =
(WH|HY) = (p|H|E) = (E|H|p) = (Hip|Hap). Aleshores, amb la funcié
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normalitzada ¥g = Nz(1 — z), calculeu el valor mitja del quadrat de
I'operador Hamiltonia utilitzant 1’expressio: (7%‘110\7:(\110>. Us sorprenen
els resultats? En cas afirmatiu, contesteu les segiients preguntes: Que
és un operador hermitic? Es correcte definir un operador per la seua
formula, independentment del seu rang i domini? Que sén les condicions
de contorn?

Si encara no ho teniu clar, considereu ’operador energia cinetica en una

. - 2 . . : . :
dimensi6é T = —%%. Considereu l'espai vectorial de polinomis de la

forma Qpy2(z) = (1 — x)P,(x), on P,(x) és un polinomi de grau n.
Comproveu hermiticitat de 7' i de T2. Considereu després l’espai ex-
pandit per les funcions circulars {sin (n7x)} amb n < 10. Comproveu

’hermiticitat de 7' i de 1/:2

Ara segurament ja estareu en disposicié de contestar correctament la pre-
. > 2 . . .
gunta segiient: T = —%dd? representa sempre la magnitud fisica energia

cinetica?

Solucié: Treballarem en unitats atomiques (A = 1, me = 1). D’acord amb ’enunciat
assumim que L = 1. Aleshores, 'autovalor exacte de ’estat fonamental de la particula
7T2
2

71_4

és igual al quadrat de I’autovalor de I’'Hamiltonia: 7-.

confinada en una caixa és Fy = 5-. L’autovalor del quadrat de 'operador Hamiltonia

Considerem ara la funcié aproximada ¥y = N z(1 — z). Calculem la constant de
1

normalitzacié: N” [[z(1 — z)]*dz = 1. Des d’aquesta integral immediata trobem
0

N = /30. Calculem ara (H), (H?), on H = —%ﬁ:

(Wo|H| W) = 30

o _
=
—
|
2
|
N | —
&‘g‘
) [\V)
8
~—~
—
|
2
QU
S
I
ot

El valor trobat, (H) = 5 és proper al valor exacte Eo = é = 4.9348.

1

(Wo|H?|Wo) = 30/33(1 — )]

0

4

1d

T

Comparem aquest resultat, <7:[2> =0, amb EZ = 74 = 24.3523. La compracié és, a
primera vista, sorprenent.

Seguint les indicacions de ’enunciat, escriurem ara ¥o = /30 x(1 — ) en termes de
la base completa de funcions de la caixa v/2sin (nmz).
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Uy = Z cn V2sin (nmx)
0

L’ortonormalitat de la base {v/2sin (nmz)} ens permet calcular els coeficientes de la
suma:

cn = (V/2sin (nmz)| Vo) = \/%\/5/ sin (nmx)x(1 — z)dx

Per calcular la integral acudim al Mathematica (o integrem per parts dues vegades a
ma) i obtenim que:

Cn =
V2 | n3m3 n3m3

V30 [ 4 4 cos(nm) + 2nm sin(mr)}

Es immediat comprovar que aquesta expressié es fa zero si n és parell i es converteix

en igjg si n és senar. Aleshores escrivim:

g 8v/30 . > 8v/30
Vo= D, memm) =) G e

n=1,nsenar n=0

sin[(2n + 1)mz]

Seguint les indicacions de l’enunciat ara tornem a calcular (H) i (H?). Abans perd
calcularem I’accié de H i H? sobre I’expansié anterior:

. 1 d* & 8V30 .
HYy = [—5 de] Z (@n & 19573 sin[(2n + 1)7wz]
n=0
= 8/30 (2n+1)*x? .
= 2 1
> s 2 snion + e
. 1 d* & 8v/30 .
n=0
= 8/30 (2n+ 1Dt
2 Gy ( 1 1T sinl(2n + 1)
n=0

L’ortonormalitat de la base {v/2sin (nmz)} simplificara molt el calcul de (H) i (H?).
En efecte,
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- i 8v/30 8v30  (2n+1)%x? y
o A= (2n 4 1)373 (2m - 1)3ws 2

X /sin[(2n + )7z sin[(2m + 1)mx]dx

< 8v30 17 @n+1)%n%1
— | 2n+ 1)%x3 2 2

= 5
La suma infinita del darrer pas ’hem calculada amb Mathematica. Com era d’esperar,

el valor obtingut és identic al que haviem obtingut integrant directament Wy sense
expandir-la previament. Calculem ara el quadrat:

(1)

i 8v/30 8v30  (2n+1)*7* y
S~ (2n+1)373 (2m + 1)3x3 4

X /sin[(2n + D)7z sin[(2m + 1)wx]dx

B i 8v/30 17 @n+ 1)1
- 2= l@n+ 1) 4 2
= 30

En aquest cas trobem un resultat, (ﬂ2> = 30, que contrasta amb el valor nul trobat
abans, quan la integral havia sigut calculada sense expandir previament ¥y en la base
completa de funcions sinusoidals. Pero, tot i tenir present que, en general, el quadrat
de la mitjana i la mitjana dels quadrats no coincideix, el fet que (7:(2> = 30 no siga
radicalment diferent del quadrat de (7:{> = b fa pensar que pot ser aquest segon valor
i no el primer esta ben calculat. Si repassem els calculs pero trobem que tots dos han
estat ben calculats. Aleshores, on esta el motiu que fa que dos valors que haurien de

ser iguals siguen diferents?

L’enunciat del problema de nou ens déna la clau, en fer-nos estudiar I’hermiticitat
dels operadors. Aprofitant ’hermiticitat de I’operador 7:(, podriem intentar calcular
<ﬂ2> de dues maneres: [ \1187:{2\110da: i també f[ﬂ@o]*ﬂqfodx. Si fem el calcul de la
primera forma, com la quarta derivada d’un polinomi de grau dos és zero tenim que:

- ! 1d*z(1 —x)
* 2 f— _— _——_—————— f—
/‘I’OH Vodr = /0 z(1—x)] T ldz =0

1 d?z(1—z)

Pero si calculem de la segon manera, com —35~=—_—5— =1 trobem que

N N L 1dP2(1— 2
/[H%] ’H‘llodx/o —5%]%@: 1
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Aquesta contradicié de resultats no apareix si en lloc d’utilitzar polinomis de grau 2,
usem funcions tipus sin kx, com és immediat de comprovar i es deixa com exercici al
lector.

Aleshores concloem que 7:l2, definit sobre un espai de polinomis de grau dos, no és
hermitic, mentre que si que ho és si es defineix sobre ’espai de funcions tipus sin kzx.
I aix0 té importants implicacions fisiques: si un operador no és hermitic no pot repre-
sentar una magnitud fisica. Per aixo, quan calculem H? sobre polinomis de grau dos,
el resultat que obtenim, matematicament impecable, no representa el quadrat de 'e-
nergia, mentre que quan es calcula sobre una expansié de funcions sin kx, el resultat,
igualment impecable matematicament, si que representa el quadrat d’aquesta energia.
No hi ha contradiccié en els resultats obtinguts, simplement que la determinacié del
quadrat de I’energia que hem fet integrant directament és incorrecta.

A manera de conclusié, direm que cal comprovar ’hermiticitat dels operadors abans
de treballar amb ells sobre un determinat espai lineal de funcions. La definicié d’un
operador no es limita inicament a la férmula, també inclou el domini de les funcions
sobre les quals actua i les condicions de contorn d’aquestes funcions.

Es deixa com exercici per al lector que comprove I’hermiticitat/falta d’hermiticitat de
H i de H? en I’espai vectorial de polinomis de la forma Q+2(z) = z(1 — )P, (), on
P, (z) és un polinomi de grau n.

9. Demostreu, a partir de I’equacié de Schrodinger, ih%—‘f = H¥, I’anome-
nada equacié quantica de moviment:

i@l [0 ®2) = (P4 \ \ Dy) — %(cbl | [0, H] | @)
Solucié:
(Z@llOI@Q) _ <3<I>1|o|c1>2> (q)l| |cI>2> <@1|O|8<I>2>
= %<<I>1|7%O|<I>2> (®y | == aO |q>2>_%<q>1,0ﬂ|¢,2>
= <¢1|%—?|¢2>—%<¢1|[O,ﬂ]|q>2>

10. Demostreu que si I'energia potencial V' és real i U(x,t) és una funcié
d’estat, i.e., ¥(x,t) déna compliment ’equacié de Schrodinger dependent
del temps, aleshores la funcié ¥ (x, —t)* és també solucié de I'esmentada
equaci6 (aquesta simetria s’anomena invariancia sota la inversié tempo-
ral). Demostreu també que, per al cas d’estats estacionaris, la invariancia
sota la inversié temporal implica que si V és real i 7:(\Il(x, t) = EV(x,t)
aleshores també ﬂ@(m,t)* = EV(z,t)*. Finalment, demostreu que les
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funcions propies no degenerades de H sén reals si V' és real.

Solucié: Si V(x) és real, el complex conjugat de I’equacié d’estat,

. 8\1’(1'7t) . h2 2
ih 5 = 2mv U(x,t) 4+ V(x)U(x,t)

és

8\Ij(m,t)* _ h2 2 % «
5 = ZmV U(x,t)" 4+ V(x)V(x,t)

—th
equaci6 que no és I'equaci6é d’estat (hi ha un signe negatiu en el terme de la derivada
temporal). Si en lloc de ¥(z,t)* introduim ¥ (z, —t)*, com

ovV(z,—t)" _  0V(x,t)"

ot ot

trobem que

L O0U(z,—t)" R * *
ih 5 = 2mV U(x,—t)" + V(z)V(x,—t)

Per tant concloem que V(z, —t)* és funci6 d’estat.

En el cas de '’equacié d’autovalors, com no hi ha cap operador complex, el complex
conjugat de

2
—2h—v2xp(x,t) + V(2)¥(z,t) = EV(z,t)
m
és directament:

h2

— 5 VU@, D) + V(@) ¥(x, )" = EV(z,t)"

Finalment, com W(x,t) i ¥(x,t)" sén degenerades i linealment independents, cal que
U(x,t) siga real, i per tant igual a W(z,t)", perque siga una funcié propia no degene-
rada.

11. La inversa d’un operador A és aquell operador A1 que té la propietat
que A"YAf(z) = f(x). Aixi, la inversa de 'operador posicié z és 1/,
ates que 1z f(z) = f(z). Analogament, la inversa de 'operador moment
p= —ih% sera p L = %fdx En efecte,

por@) = D = Ly [ Dar = [ i) =

El valor mitja d’un operador i l'invers del de la seua inversa poden ser
completament diferents.
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(a) Comproveu, en el cas de 'estat fonamental de la particula en una
caixa de longitud L = 1, que (1) # (z)~!. Nota: Tot i que (1) en
el cas de l'estat fonamental de la caixa té solucié analitica, aquesta
no és gens trivial de determinar. Calculeu doncs aquesta integral
numericament.

(b) Si una funcié és propia del moment p, hauria també de ser propia
de p~1, atés que si coneixem exactament p coneixem exactament
1/p. Considereu la funcié e*** propia del moment p. Mostreu que
també és propia de p~' i que els autovalors sén inversos l'un de
I’altre.

(c) Haviem dit que el valor mitja d’un operador i I'invers del de la seua
inversa poden ser completament diferents. Calculeu, en el cas de
I’estat fonamental de la particula en una caixa de longitud L = 1,
(p)~1 i (p~1!) i compareu resultats. Raoneu i justifiqueu el valor
(p~1) que trobeu.

Solucié:
(a) Tenim que: (z) = 2f01 z sin?(mz)dz = 5. Per tant, (z)~" = 2.
Per una altra banda, (Z) = 2 fol L sin*(rz)dz = 2.43765.
Com veiem, no coincideix amb el valor 2 obtingut abans.
(b) Per una banda calculem pe*** = (—ih)-Le™ = hke'.
Per altra p~let*® = £ eth®dy = %%eikx = %e“‘“
Comprovem doncs que els autovalors sén inversos ’'un de P’altre.
(c) Calculem ara

dsin(mx

(p) = (—ih)2/0 sin(wx)T)dx = —iwh/o sin(2rx)dxr =0

La seua inversa és infinita. Calculem pero
. 1
P = %2/0 sin(wm)/sin(wx')dm'dw
= 12/1 Sin(mr)_—l cos(mz)dx
rJ T

_. 1
= h_:r/o sin(2rx)dzr =0
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Observem en aquest cas una discrepancia supina entre (p) ' i (p~'). Raonem

tot seguit que els dos valors obtinguts sén aquells que cal esperar. En el cas
del moment, la mitjana ha de ser zero perque la particula rebota de paret a
paret a velocitat constant (i per tant a moment constant). Com la meitat del
temps va cap a la dreta (moment positiu) i la meitat cap a ’esquerra (moment
negatiu), la mitjana cal que siga zero. Perd és que aquest mateix raonament
aplica a la inversa del moment. En efecte, la particula rebota de paret a paret
a moment constant i per tant també és constant la inversa d’aquest moment, i,
de la mateixa manera, com la meitat del temps la particula va cap a la dreta
(inversa de moment positiva) i la meitat del temps cap a ’esquerra (inversa de
moment negativa), la mitjana cal que siga també zero.

12. Demostreu que m% = (p). Amb aquesta finalitat demostreu abans
que:

Solucié: Tenim present 1’equacié de Schrodinger, ih%—‘f = HU, que ens permet subs-
tituir derivades temporals de les funcions per 'accié de ’'Hamiltonia sobre aquestes.

(a) Abordem el calcul de < dt = 4(® | z | ®), tenint present que 'operador z no
inclou la variable ¢t i que per tant g—f =0:

Lia)a)0) <8‘I’r:c|<1>> el 2 eyt 2

= ((ID\H:U|(I>)——(@|:U’H]<I>>

(@] [R.a] | )

St St

(b) Escrivim H =T + V:
[7:[,36} = [T+V(SU),J?:| = [T, x} + [V(m),x] = [T, x]

perqué 'operador d’energia potencial V (z) és tnicament funcié de les coorde-
nades i per tant commuta amb z. Calculem doncs

R h?  d? h?  d*zF(x) d*F(x)
Toa] ) =~ alF @) = 5 (g™ — oS5
h? dF () ih, . d
= Twmd - m Mg )
Per tant, [T, :1:} = —%ﬁ i aleshores també [’F[,m} = —%ﬁ.

A partir d’aquests dos resultats, ja resulta immediat que:

dho) mEET 45 @) = (5)

L@ | [ | @) =

h
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13. Demostreu que [p, V(z)] = —ih%—‘; [p,T] =0

Solucié:

La segona igualtat, [p, T | = 0, és immediata perque, excepte constants multiplicatives,
P és una primera derivacid i T és una segona. Independent de I’ordre, ’aplicacié conse-
cutiva del dos operadors és la mateixa tercera derivacié. Calculem ara [p, V(x)]F(x):

5, V(2)] F(x) = (~in) {w V() dljzix) } _ (=it F(@) dI;;m)

Per tant, []5, ‘A/(x)} = (—ih) d\gi:c)

14. L’operador e” té significat d’expansié en série Taylor: et = >on %fl”
Mostreu que si Ala) = \|a), aleshores |a) és també autofuncié de 'ope-

rador e. Determineu-ne I’autovalor.

Solucié:

n!

A 1 in 1 n a
Al =3 A"y = 3~ Atla) = o)

n

L’autovalor és doncs ee.

15. Imagineu la funcié f(z) = 3cosx + 4. Aquesta funcié pot expandir-
se en la base complerta infinito-dimensional dels polinomis: f(z) =
Yool o cnx™. Calculeu co, ¢ i co.

Solucié: La serie polinomica d’una funcié expandida al voltant de x = 0 és:

F@) = FO) + 2 0) + 25 (0) + ..

En el cas concret de la funcié cosx tenim que:

x? z?
cosx:coso+x(—sin0)+5(—0030)4—---:1—7-}-...
Per tant,
x? 3
300896—1-4:3(1—?+...)+4=7+09€—§x2+---:co+01w+cgm2+...

d’on identifiquem ¢y =7, ¢c1 =01 c2 = —3/2.

16. Considereu la serie Taylor f(z + a) = f(x) + af'(z) + %—?f”(m) L=
> o %f";(x) i, en particular, la serie e* = ) ), ‘2—? Definim ['ope-

rador de translacié 7, o(z) per la seua actuacié sobre les funcions f(x):
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17.

18.

To(z)f(x) = f(x + a). Demostreu que I'operador O, on O, = a i,

amb a una constant, és un operador de translacio.

Solucié:

o oo

a-a a d ak (k)
e“dz f(x) = Zk—d— () = ng (z) = f(z+a)
0

0

Un important resultat de 1’algebra bosonica (algebra de creadors i ani-
quiladors de l'oscil-lador harmonic) és el segiient:

[bn (b-i- Zk|Cka(b+)m kbn k
k=1

on CY = (§)sip>qiCl =0sip<q Demostreu el cas particular
m = 1 de la férmula anterior.

Solucié: El cas particular que cal demostrar és:
(b7, b7 ] = Zk' I

D’acord amb l'enunciat (§) = 0 si si p < g. Per tant, de tota la suma anterior

Unicament ens quedem amb el terme k£ = 1, i.e., cal demostrar que:
(b7, 6% ] = nd" !
Tenim en compte la commutacié [b,b7] = 1, d’on b*b = bb™ — 1,
(b, 6%] = BT bR ="t — (b — )BT =" — b T b

= b —bbbt — )T+ =" — T 420"
= bt =T — )" 20" ="t — BT P 4 3

= bt ="t + " =t

A

Siga A un operador, AV, = a;7;. Siga B un altre operador tal que
[fl,l%] = kB, amb k € R. Demostreu que ® = BV, és funcié propia
de 'operador A amb valor propi a; + b, és a dir, que B actua a manera
d’operador de creacié sobre els autovectors de 1'operador A.

Solucié: A® = ABV; = (BA + kB)V; = BAV, + kBV; = (a; + k)BY; = (a; + k)®.
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19. Un important resultat dke ’aplicacié exponencial és: e%e® = e%tP. Re-
cordeu que e* =) 7° o Z+. Demostreu que cal que [a, b] = 0 perque siga
cert que e®e? = e, Seguiu el segiient procediment: (a) demostreu que
perque siga cert que a?+b?+2ab = (a+b)? cal que [a,b] = 0. De manera
semblant podrieu demostrar (NO es demana que ho demostreu ara!) que
també cal que [a,b] = 0 perque siga cert que a® + b3 + 3ab® + 3a?b =
(a+ b)3. T perque, en general, Y 7_(5)a*b*=F = (a + b)*. (b) utilitzeu
el resultat general anterior per a concluore que e%e? = e**? sempre que

[a, b] = 0.

Solucié: Tenim que (a + b)? = a® + ab + ba + b*. Si [a,b] = A, aleshores ab = ba + \ i

(a+b)? = a® + 2ab + b*> — X\. Unicament si A = 0 tenim que (a + b)* = a® + 2ab + b

L’enunciat ens diu que analogament (a+b)* = > (5)a*b* ™" si i inicament si [a, b] = 0.
k

Partim d’aquests resultats i, sota la hipotesi que [a, b] = 0, calculem:
k ¢
a b __ a b o 11 k0
=3 a2 mnt?
k ¢ K,
Definim s = k + £, i multipliquem i dividim per s!, aleshores tenim que
a b 1 1 sl b s—n) 1 s! ki (s—k)
c°c = gzk:ms—k)@“ b —ZE; s — i °
1 s ki(s—k 1 S a+b
= X520 =3 ety =
s k

S

Amb la qual cosa queda demostrat que si [a,b] = 0, aleshores etel = TP,

20. Calculeu els commutadors: [p, z,[p?, z],[p%, z],[p*, ],[p", x].
(Us resultara més facil si els calculeu en 'ordre que S’indicaz. )
A partir dels resultats obtinguts, calculeu el commutador [Ty, z], on T,
és 'operador de translacio: T, = s .
Ajuda: e =72, ‘2—’:

Solucioé:
p,x] = pxr—xp=—ih ix = —ih
) = P b= dr’ =
p*,2] = pPz—=zp’=p(pr)— (xp)p=pxp—ih) — (px +ih)p = —2ihp
p°,2] = pa—=zp’ =p(p°x) — (@p)p’ = pxp® — 2ihp) — (px + ih)p”* = —3i hp’
p 2] = pla—zp'=p(p’x) — (2p)p’ =pxp’ — 3ihp®) — (px + ih)p° = —4ihp’
Analogament,

| = —kingt
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Calculem ara la segon part del problema:

oo

|:Ta,$1| _ Z ta k 1 |:Ak’ ] Z(za k 1 hk‘)Ak 1
k=0
o0 1 0
S e L
k:lh (k m=0
aeiaﬁ/h
= aT,

21. Considereu una ona estacionaria classica amb una dependencia temporal
harmonica: y(z,t) = f(x) coswt.

e Substituiu aquesta ona en 1’equacié classica del moviment ondula-

. 2 2 . . s, N . . N .
tori 8—2y = 1128—32’ i trobeu l’equaci6 classica de 1’ona estacionaria
) (’ )E)t ox?’ )
df(x) 472
dz2 T X2 f(x)
e Substituiu la relaci6 de De Broglie en aquesta equacio.... Quina

equacié resulta?

Ajudes: v = % = /2\7“:, p=+2m(E—-V).

Solucié: Substituim y(x,t) = f(x)coswt en cada membre de I’equacié classica del
moviment ondulatori:

2
t
% = —w® f(z) coswt
v” —('9 f(g)x;,osw = v’coswt d];(;c)
Si igualem els dos resultats i tenim en compte que v = A\/T = A\v = Aw/27 trobem

d2 X 7'r2
ave 10 = 42 1(2)

Si amb la relacié de DeBroglie, p = h/X escrivim A en funcié de p i, a la vegada
escrivim p = /2m(FE — V) trobem ’equacié estacionaria de Schrodinger:

d? f(x) 4?
N e S
4?
= —ﬁpz f(@)
1
= (B - V) f(2)
d’on és immediat deduir I’equacié estacionaria de Schrédinger:
2R

+ V() = Ef(z)

2m  dx?
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22. Un electré esta confinat a una caixa monodimensional de 20 A. Calcu-
leu el nombre de nivells entre 1 i 5 eV i la freqiiencia v(cm™!) de la
radiacié que s’emetria en fer-se una transicié entre els estats més alt i
més baix de l'interval 1 a 5 eV esmentat. (Dades: carrega de lelectré

1.6022-10719C, massa de I'electr6 9.11-1073 K gr, h = 6.6-1073%.J - sec.)

Solucié: Des de la féormula de ’energia de la particula en una caixa trobem que

n = V¥R L? - Recodem que 1eV = 1.6022 - 1071°C - V = 1.6022 - 107° J. Per
tant, una energia e eV resulta ser 1.6022 - 1077 - e Jouls en sistema MKS. Calculem
el nombre quantic corresponent a una energia e, eV, és a dir, 1.6022 - 107 . ¢ J:

[8-9.11-107%(20- 1071%)% (1.6022 - 10~ ¢,,)] /*

6.6 - 1034

n =

Si particularitzem per a e, = 11 e, =5 eV trobem n = 3.27 i n = 7.32, respectiva-
ment. Per tant, com n ha de ser enter, els nivells que trobem entre 1 i 5 eV d’energia
sén n = 4,5,6,7. Cal calcular doncs la transicié des del nivell n = 7 al n = 4. L’ener-
gia del foté que s’emet en efectuar aquesta transicid, hv = hcv, ha de ser igual a la

diferéncia d’energia entre els nivells de partida i arribada E7 — E4 = g n’;QLQ (7% — 47).
Aleshores, el senyal apareixera a un nombre d’ones o:

h
8mclL?

(77 —4*) =2.51-10" em™*

v =

23. Calculeu el nombre quantic d’'una bola de 10 gr que es mou a una veloci-
tat de 10 m/s, confinada en una caixa monodimensional de longitud 1 m.

Solucié: L’energia d’aquesta bola seria E = p*/2m = mv?/2 = 1072 - 10%/2 = 0.5.J.
Per tant el corresponent nombre quantic sera:

V8mE, L? . V8-10-2-0.5-12
h - 6.6 - 10—34

=3.10%

24. Quina és la precisi6 maxima amb la qual podem determinar el moment
lineal d’un electré confinat a una caixa monodimensional de longitud
L =101 m?
Ajuda: Principi de Heisenberg: ApAx > h/2, amb Az = /(22) — (2)2.
Estimeu la precisiéo com el doble de la desviaciéo quadratica.
Dades: h=6.626 10734 J s.

Solucié: Estimem la precisié I(z) d’una magnitud aleatoria z com aproximadament
el doble de la seua desviacié quadratica Az = 1/(z22) — (2)2. Des del principi de
Heisenberg tenim que Ap > % i per tant I(p) > &. Per tant, la minima imprecisié

(i.e. maxima precisi6) en la determinacié del moment és I,,(p) = , on Az

_h
Axpg
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representa la maxima desviacié quadratica possible de la posicié. Sense tenir necessitat
de calcular, sabem que l’error en la determinacié de la posicié ha de ser menor que la
longitud L de la caixa (quan no sabem on esta la particula almenys sabem que esta
dins la caixa). Per tant podem dir que Azy = L/2. En conseqiiencia I, (p) = 2% =
2.1-107** Kgm/s.

25. Considereu una particula en una caixa monodimensional, en ’estat quan-
tic n-esim. Calculeu 'expressié que proporciona la probabilitat de tro-
bar la particula en la primera quarta part de la caixa (0 < x < L/4).
Particularitzeu-ho per an =1,2,3,4,5,6,7,8. Determineu el valor par-
ticular n per al qual aquesta probabilitat és maxima. Determineu el limit
classic n — oo d’aquesta probabilitat i discutiu breument si el resultat
és classicament esperable.

Solucié: La funcié d’ona de Pestat n és W, (z) = 1/ 2 sin 222, Aleshores,

L/4 L/4
2 sin 21
P= / U, (2)°de = % / sin? ?dw - i (1 - %)
0 0

que particularitzat per a n = 1,2,3,4,5,6,7 déna lloc a: 0.0908451, 0.25, 0.303052,
0.25, 0.218169, 0.25, 0.272736, 0.25. Com observem, trobem un maxim relatiu an = 3
i un altre a n = 7 i trobem un minim relatiu a n = 5. No cal fer més calculs per
adonar-se que el maxim relatiu a n = 3 és el maxim absolut, ja que, a mesura que
n creix, la probabilitat oscil-la arrimant-se cada vegada més al valor 0.25. El limit

sin T

2_ es fa infinit
nm

classic, corresponent a n — oo, és 0.25 perque el denominador de
mentre que el numerador esta acotat, cosa que fa zero aquesta fraccié. Per una altra
banda, el resultat assolit és classicament esperable atés que la probabilitat classica de

trobar la particula en qualsevol lloc de la caixa és la mateixa.

26. Ellimit (n — o0) de la funcio de la particula a una caixa, ¥ = \/%sin(”—grx),

és una constant ¥ = C. Calculeu C i indiqueu el significat fisic de |C|?.

Solucié: Determinem C des de la condicié de normalitzacio:

L
1
ClPdr =1 C=——
0/||a: - =

|C|? és la densitat de probabilitat de trobar la particula en una determinada posicié.

27. La funci6é ¥(z) d’un cert estat d’una particula en una caixa monodimen-
sional de longitud L és ¥(z) = N sin®(%%). Indiqueu els possibles valors
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K272 )

d’energia observables en aquest estat (en unitats d’energia Fy = 57

i la seua respectiva probabilitat d’observacio.
Ajuda: sin® A = - (sin5A — 5sin3A4 + 10sin A)

Solucié: Com sin® A = 11—6 (sin5A — 5sin3A + 10sin A), els possibles valors sén n = 1,

n=231in=>51iles probabilitats sén proporcionals a 10%, 52 i 1%.

28. Un sistema esta descrit per la funcio ¥ = N e~ { t¢ energia E = 0.

Quina és la forma del potencial V' (z)?

Solucié: Insertant la funcié i 'energia en ’equacié d’autovalors de I’Hamiltonia tenim:

2 42 —axt 2
_:_m%_k(]\[e_axél)‘/:() — V:%(4a2x6—3aw2)

22
29. U = e~ 7 és lautoestat d’un sistema amb energia 1/2 u.e. (h =m = 1):

(a) Trobeu el potencial V(x) a que esta sotmés el sistema.
(b) Indiqueu si aquest sistema pot presentar algun estat estacionari de
2

menor energia que aquest estat W = e 7. Justifiqueu la resposta.
Solucié:

(a) De manera analoga al problema anterior:

1d2€—m2/2 _12/2 1 _12/2 (L'Q
Ty g e V=g

22

(b) La resposta és negativa ja que 'estat ¥ = e~ 2 no presenta nodes i, per tant,
ha de ser el fonamental.

30. (juny 98) Un sistema esta descrit per la funci6 ® = Nsin6 e g
té energia £ = 0. Quina és la forma del potencial V(r,0) si V? =

2 109 |, 1029
oz Trar T 2ag2

Solucié: L’equacié d’autovalors en a.u. per a 'autovalor £ = 0 és —%VZCD + Ve =0
que reescrivim V?® — 2V® = 0. En coordenades esferiques tenim doncs,

2 3 —r2 : —r? 2 . —r2
0°(Nsinf e ") 4 19(Nsinfe™) _i_l@ (Nsinf e™ ") V(N sing e_T2)

or? r or 72 002

Efectuant les derivades trobem
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(N sin6 eiTQ) (4r° —2) — 2 — 3| = 2V (N sin 0 €7T2)

Don V =2(r*—-1) — 5%

272"

31. Un sistema esta descrit per la funcié ¥ = N e~ i 4 energia F = 0.
Determineu la forma del potencial V' (x).

Soluci6: Per comoditat treballarem en a.u. L’equacié d’autovalors per a ’autovalor
E =0¢és:

1de]

2
5 a2 +e " V(E)=0 — V=2d2"—a

32. El primer postulat de la mecanica quantica afirma que l'estat W(r,t)
d’un sistema ha de ser solucié de I’equacié de Schrodinger: HY = ih%—%’,
on H és 'Hamiltonid del sistema.

(a) Comproveu que l'estat no estacionari ¥ = %\Pl set/? 4 %\I/zpz e't/8

(que esta escrit en unitats atomiques: i = m, = e = 1) és soluci6
de I’esmentada equacio de Schrédinger.

(b) Calculeu I'energia mitjana d’aquest estat.

Ajuda: I'energia dels estats estacionaris de I’hidrogen és F = — # a.1u.

D=

Solucio:

a) Ho comprovem calculant cada membre de l’equacié de Schrodinger i mostrant
g
que donen el mateix resultat:

L 0 1 it)2 1 it)8 1 L\ 4t/2 1 1T\ /8
B [ —w,, — v - oY Wy, (Y
Zat<\/§ o€ +\/§ 2= € V2 1(2)6 +\/§ 2pz<8)e
1,1 ; 1,1 ;
= E(—i)‘ylse t/2+ E(_g)‘yszet/s
1 it)e 1 it/8> Lo it/ Lo it/8
H| —=Vise + —WUy, € = —[HWsle + —[HWY2,, e
(\/5 ' V2 > \/5[ 1o \/5[ 2]
1 1 it)2 1 1 it/8
== N qj s —\—= \II
\/5( 2) 1s€ + \/5( 8) 2p, €
(b) L’energia mitjana (E) =Y. |c;|*E; d’aquest estat és:
1 1 1 1 5
E = —|—— — | — = = — —aJd.
(B) =3(=5) +3(=3) = —ggau
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33. Fiqueu un contraexemple que invalide la segiient afirmacio:
”Si la magnitud fisica F és compatible amb la magnitud fisica G i la
magnitud fisica G ho és amb la magnitud fisica H, aleshores la magnitud
fisica F sera compatible amb la magnitud fisica H.”

Solucié: La component z del moment angular L, és compatible amb el quadrat del
modul Ez, el quadrat del modul L2 és compatible amb la component x del moment
angular L. No obstant aixo, la component z del moment angular L. noés compatible

amb la component L, del moment angular.

34. Siguen ¢ i ¢ les funcions d’una particula en una caixa monodimensio-
nal de longitud unitat amb n = 1 i n = 2, respectivament. Si hi ha un
electré en cadascun d’aquests orbitals, les parts espacials del triplet 1 _
i singulet ¥ sén:

- = \/75(451@ — $201); Yy = g

Imagineu que la particula 1 esta dins d’un interval dz al voltant de
x = 0.25 i la particula 2 dins d’un interval dx al voltant de = = 0.255.
Mostreu que ¥_(zr; = 0.25;x5 = 0.255) és molt petita, mentre que
Yy (r1 = 0.25;x9 = 0.255) és gran. Justifiqueu el diferent resultat que
s’assoleix basant-se en el principi de Pauli.

Y (P12 + P21)

Solucié: La funcié d’ona d’una particula en una caixa monodimensional de longitud
unitat és ¢ () = v2sinnrx. Aleshores,

Vi (x1,T2) = \/§(sin w1 sin 2wxe + sin w21 sin 7o)

Substituint valors tenim que t_(0.25,0.255) = —0.0161 i ¥4(0.25,0.255) = 2.0151.
Quan els electrons formen un singulet tenen diferent coordenada d’espin. Per tant, el
principi de Pauli no impedeix que la resta de coordenades espacials siguen iguals. El
cas del triplet és el contrari i el principi de Pauli impedeix que les coordenades espacials
puguen ser identiques. A aquesta aparent repulsié entre particules s’anomena repulsié
de Fermi i a la zona al voltant d’una particula on cap altra pot accedir-hi, forat de

Fermi.

35. Per al cas d’una particula confinada a una caixa bidimensional de lon-
gituds (L., Ly ), calculeu la probabilitat de trobar ’esmentada particula
dins un interval {0 < z < %= ; % <y < %} quan el seu estat esta

definit pels nombres quantics (n, = 1; n, = 2)
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Solucié: La funcié d’ona és ¢ = —=2— sin = sin 2ﬂ Calculem la probabilitat:
\/LazLy L

Lz/3 Ly/2
p—_*2 sm27r—xdx/ sin 2—d — 0.0489
LmLy 0 Lz; Ly/4 Ly

1—cos 2z

on hem usat la relacié trogonometria sin? z = 5

per a poder efectuar les inte-

grals.

36. Demostreu que (¥, |§|W,) = d,+1 (regla de seleccié vibracional).

Solucié: En termes d’operadors de creacié/aniquilacié, b = \% (—d%n% ), b= % (& +

€), la coordenada ¢ resulta £ = \%(b'Ir + b). Recordem que blv) = vlv — 1) i

bT vy = /(v + 1)|v + 1). Aleshores,

(W €[0,) = (o] (b + b))

G
[(Wo|T W, ) + (T |6 T, )]
VO F T W) + VO (W W)

NG VO F 100041 + V8]

X 51},@/:]:1

-Sl-8l- =

La integral és zero, excepte si els nombres quantics dels estats implicats difereixen en

una unitat.

37. Per simple inspeccid, indiqueu perque (2 + & — 252)6_52/ 2 no pot ser una
funcié propia de ’'oscil-lador harmonic.
Solucié:

Com el potencial V = %f 2 és invariant sota la inversié de la coordenada, també 1’'Ha-

miltonia H ho és. Aleshores, les funcions propies han de presentar simetria de paritat
(és a dir, han de ser parelles o senars). Com (2 + ¢ — 2£?) mescla monomis parells
i senars, el conjunt no presenta simetria de paritat i per tant no pot ser una de les
funcions propies de l'oscil-lador harmonic.

38. (set. 98) L’operador de creaci6 b* = %(m — i) permet trobar qualsevol

estat de 1’oscil- lador harmonic a partir del coneixement de ’estat fona-
mental, g = 7" T e=*°/2, Determineu W,

Solucié: Recordem que b™|v) = /(v + 1)|v + 1). Aleshores,

bToT|0) = V1-212) =v22) — |2)= —=(b7)*|0)

S
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Efectuem el calcul:

1 1 d d 1 2
2 :—b+b+ = R - . 4, % /2
2)= 50 = s (= g e
2
1 d a2y de /2
—)(ze )

2\/571.1/4

39. Calculeu els autovalors d'H = 2m d - 41 k:a:' +bx. Ajuda: Escriviu pri-
mer I’Hamiltonia en forma adimensional trelent hw factor comu. Feu des-
prés el canvi & = (%)1/ 22. Finalment, porteu ’'Hamiltonia resultant a

la forma purament quadratica (recordeu que (ay+b)%2—b? = a?y?+2aby).

Solucié: Escrivim I’Hamiltonia en forma adimensional:

1 h? d?

Lk o b
H=tw | + 5537

+a$

Recordem que w = /k/m. Aleshores podem escriure que:

Ly 1 d  lme, b,
hw ~ 2mwdx? 2 h hw
ara fem el canvi & (%)1/2
i’]—z— 1 d2 _|_l€2_|_ b (i)l/Qg__ld_2+1§2+ﬁ§
hw '~ 2de? hw *mw 2der 2
2
on 3= (F”fw )2,

Per portar ’Hamiltonia resultant a la forma purament quadratica sumem i restem (32
i reordenem:

1 - 1 d? 1d% 1 s B2
sy 2 - - _ =
wl=ae t g [s +286+ 8% - p%) = 2 dé3 +5E+8)°" -5
Ara fem el canvi y = £ + 3 i obtenim:
1 - 1d> 1, p? H B 1d® 1, -
— S S e Y ST e =
ho ' 2@ T2V T2 T hw T2 T Toagpe T2¥ T

El resultat és doncs un Hamiltonia ﬁy identic al de l'oscil-lador harmonic en unitats

efectives que presenta autovalors coneguts: (v + 1/2). Com H = hw (ﬁy - 5—;),
aleshores els valors propis de H seran:
BZ

gy = hw(v+1/2 — 7)
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40. La fregiiencia de vibracié de 'HBr és v = 4.99 - 10 s~!. Calculeu la
freqiiencia de vibracié del HBr, sota la hipotesi que la forca d’enllac és
identica en ambdues molecules. (Massa atomica del Br 79.9 uma.)

Solucié: Sabem que w = 27v = 4/ % La hipotesi de igual forca d’enllag implica

igualtat en les constants de forga, i.e., implica que k1 = ks. Aleshores,

w1 V1 mo

w2 V2 mi

Particularitzant, escrivim que:

v(*HBr) = 4.99-10" \/g =2.88-10" 57"

M-m

M+m%m31M>>m.

on hem fet s de 'aproximacié p =

41. Hi ha algun valor de § per al qual ¥(z) = (%)i(élﬁx‘g — 3x)e‘ﬂx2 és
una autofuncié de I’'Hamiltonia de l'oscil-lador harmonic? Descriviu (i
apliqueu) un procediment que permeta esbrinar si hi ha algun 3 per al
qual ¥(z) siga autofuncié de I'esmentat Hamiltonia. En cas afirmatiu,
substituiu § en 'anterior funcié ¥(z) i determineu quin seria el seu nom-
bre quantic.

Solucié: Plantegem l'equacié d’autovalors i cerquem el valor de 8 que fa possible
I'equacio.

L —W] (’6—3)%(45:1:3 ~3z)e " = E(ﬁ—3)%(4ﬁx3 ~ 3z)e
97 97

Una vegada efectuades les derivacions passem tot a un mateix membre igualant a

Ba?

zero. Extraem factor comu e™ i les diverses potencies de x:

3T 3mm 9 o Imm 97 Imm

-2 Kﬁ?’E B 7ﬁ4h2) - (_45413 Bk N 3455/‘32) 2 (25% B 856h2> x5]

Igualant a zero cada un dels tres paréntesis obtenim:
. N . __ 7h38
(a) des del primer parentesis £ = <

(b) des del tercer 3 = YEm

(c) portant aquest valor de ( al resultat d’energia obtingut des del primer paréntesis

o acudint al segon parentesis trobem F = %,/ %h.

Si tenim en compte que |/~ = w i escrivint % =3+ %, concloem que E = (3 + %)hw

i que el nombre quantic de la funcié és v = 3.
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42. Calculeu la integral (v|2ipz|v), on |v) representa un estat de 'oscil-lador
harmonic. (Recordeu que, en a.u., i = 1)

Solucié: Com ’enunciat no indica el valor de la freqiiéncia caracteristica w = /£
m

d’aquest oscil-lador no podem escriure la seua funcié d’ona particular i, per tant, allo
que podem fer és escriure coordenada i moment en termes coordenades adimensionals
(§) i procedir al calcul en aquestes coordenades.

Com suggereix ’enunciat, treballarem en unitats atomiques on p = —i%. La relacié

entre coordenades és la segilient: = = a&, on a = (%)1/ 2. Per la seua banda p =
d . _id

—lgy = — ¢ dE Aleshores,

i d d
2ipr = 2 (—2)ad—££ = 2d—££

Tot seguit escrivim coordenades i derivades en termes de creadors/aniquiladors,

d, 1. .4 Fy 2 (pH\2 gt +
2566 =250 D)+ 67) = 1P — (57)° —b¥b 4 1]

Amb aquest resultat i sabent que [b,b"] = 1 tenim:

(v|2ipzlvy =

(v]
= (v] (bb" —b7b) [v)
= (v[[b,b"]Jv)
= (v|v) =1

on hem tingut en compte que (v|(b7)?*|v) = (v[b*|v) = 0 perqué en crear/aniquilar
fem créixer/minvem el nombre quantic v de |v), i aleshores ens trobem amb integrals
(v|v £+ 2) que s6n zero per ortogonalitat de funcions propies associades a valors propis
diferents.

Un darrer comentari és que el resultat obtingut és independent de la freqiiencia ca-
d 1d

racterisitica w, cosa que deriva del fet que r = a{ a la vegada que - = ~ JE

43. El punt de retorn d’un sistema és aquella valua de la coordenada per
a la qual I’energia cinetica és zero i, aleshores, ’energia total és igual a
Ienergia potencial. Classicament no es pot traspassar aquest punt (una
pedra llancada cap amunt amb una energia F no pot anar més enlla
d’una algada h = E/mg). Perd quanticament si que es pot. (a) Calcu-
leu I'expressié del punt classic de retorn per a un oscil-lador harmonic
a un estat ®,. (b) Calculeu la probabilitat de trobar 'oscil-lador més

enlla del punt de retorn £&7p quan aquest oscil-lador es troba a l’estat
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fonamental &5 = r1/4e—€/2
Dades: Es defineix la funcié error Erf(z) = % Iy e~ dz. A la taula
segiient hi ha alguns valors d’aquesta funcié que podeu utilitzar. Podeu

aproximar altres valors mitjancant interpolacio lineal.

x [0 1/2 1 3/2 2
Erf | 0 05205 0.8427 0.9661 0.9953

Solucié: En el punt de retorn la valua de ’energia potencial classica Vrp coincideix
amb Denergia total. Per tant, en l'estat |v), d’energia E = (v + 1/2), ’energia poten-
cial classica del punt de retorn, Vrp = %f% p, igualada a aquesta energia, déna lloc a

Erp = \/2(v+1/2). En el cas de I'estat fonamental, v = 0, la coordenada del punt
de retorn és érp = 1.

La probabilitat de trobar 1’oscil-lador més enlla del punt de retorn £rp quan aquest
oscil-lador es troba a l’estat fonamental vindra donada per:

P= 2/ by d¢ = 2/ 72 e — 1~ Brf(1) = 0.1573
Erp 1

on hem inclos el factor 2 perque cal sumar les probabilitats en la part positiva i també
en la part negativa de I’eix de coordenades. Cal acabar remarcant que trobem que hi
ha més del 15% de probabilitat de trobar el sistema més enlla del punt de retorn.

44. Sabem que [l/ﬁ,f}x] = 01 que [Z\z,ﬁz} = 0. Vol dir aix0 que podra
haver coneixement simultani de dues components del moment angular?
Expliqueu breument la resposta.

Solucié: No, per a tenir coneixement simultani de les dues components L, i L, del
moment angular cal | que els operadors associats commuten, pero [LZ, L 2] =1hL, #0.

La commutacié de L2 amb L.iLyno garanteix la commutacié de L. amb L,.

45. Demostreu que la funcié @, (7) = 2% +y? —222 és propia de I2i L, amb
valors propis £(¢ + 1)h? 1 mh, respectivament. Quins sén els valors de ¢
i m? Prenent la funcié anterior ®y,,(7) com a punt de partida trobeu,

amb l'operador L+, una altra funcié propia de L2 L, amb igual £ i una
unitat major de m.

Solucié: Com L2 = L2 + Li + L2, calculem primer I’accié dels operadors associats a
les coordenades sobre ®;.,, = x? + y® — 22? i sumem després:
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L, = —ih(y2 — 25-); Lo®pm =6ihyz;  L2®pm = —6R%(z% — y°)
Ly, =—ih(z2 — x%); Ly®pm = —6ihaz; [:i@g,m = 6h%(z* — 2°)
L.=—ih(z2 — ya%); L.®gm = 0; L2®;,, =0
Per tant m = 0 i,
L2®;,, = (L2 + L2 + £2) @y, = 617 (22 + 3y — 22%) = 61°Dy
—ll+1)=6 —L=2

Ara calculem la funcié @y 41 = IAJJF(I)g,m = (ﬁw + if)y)<1>gym:

Ly®pm = (Lo +iLy)®pm =6ihyz+i(—6ihrz) =6h(zz+iyz)
Comprovem que la funcié (zz + i yz) és propia de L:
0

L.(xz+iyz) = —ih(z— —

3y Y9 (xz+iyz) =ih(yz —x(iz)) = h(xz + i yz)

Comprovem doncs que el nombre quantic m d’aquesta nova funcié és m = 1. Analo-
gament comprovem que L2(zz + iyz) = 6 h?(zz + iyz).

46. Per a una particula a un anell ¥ = \/_ cos 3¢. Escriviu I’'Hamiltonia, eva-

lueu 7:(\11, identifiqueu energia i nimero quantic. Es el moment angular

una constant de moviment? Justifiqueu la resposta. Nota: L, = —iha%
., . Lz » I:z R2 d2 ) :
Soluci6: Tenim que F = 5%, aleshores H = 57 = — 5T agZ Calculem I’energia en

aquest estat:

R* d* 1 9n* 1
— 30 = —— 3
2[d¢2\/_cos 1) 57 ﬁcos 0]

Per tant £ = . Com sabem que E %, aleshores m? = 9.

Comprovem ara si el moment angular una constant de moviment, és a dir, si ¥ =
1 , <. 2 .2 d .
/> Cos 3¢ és propia de L, = —zh%.

cos 3¢ # k——= cos 3¢

d¢f f

La resposta és que no. Podem interpretar el resultat si reescrivim,

1
2y/7

1 , i
U =—cos3¢p= (e'3? 4 e 13%)

NLs
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47.

que pot ser interpretada com la superposicié al 50% de dos estats propis de f/z, un
efectuant rotacio en sentit horari i ’altre en sentit antihorari, tots dos amb la mateixa

velocitat angular.

Considereu una particula confinada en una caixa esferica de radi rg, i.e.
dins de la caixa (r < rg) el potencial és zero (V (r) = 0) i fora de la caixa
(r > 7o) el potencial és infinit (V (r) = oo). Calculeu els autovalors E,, i
autovectors R, (1) en el cas que el moment angular siga zero. Considereu
unitats atomiques (h =m =e = 1).

Ajuda: El canvi R, (r) = Y (r)/r déna lloc a una equacié diferencial per
a Y(r) que és més facil de resoldre. Conegut Y (r) la determinacié de
R, (r) és immediata.

Solucié: Des de:

_lié(,ﬁg)z_ Y
272 Or or’r r
trobem que:
110, , 11, d’Y
EBY=—-"—(Yr-Y ———Y Y —-Y' — = 2FY
2r8r( " )= ( + ) — dr?

La solucié d’aquesta equaci6 diferencial és immediata Y = sin kr.

A més a més, com Y = —2EY trobem que E = k?/2.

sin kr .,

Apliquem ara les condicions frontera a la funcié completa R(r) =

R(ro) = sinkro _ 0 — kro=nw
To
Per tant trobem que:
2 2
n°mw N T
Enzﬁ Rn(T):7sm[n7rE]

on N és la constant de normalitzacié que calculem igualant la segiient integral a la
unitat:

™ 2w
N/ — sin TLT('L]TQCZT‘/ sin9d0/ dp = 47TN/ (———cos[27rn—])d
0 0

To To
. 1 ro .
= 47N? ( 5 " 39 sin[27n))
= 27r7“0N2 =1
— N = 1

@ Josep Planelles - ISBN: 978-84-693- 4124-7 100 Problemes de Quimica Quantica - UJI



48. Demostreu que si [LM) és propia de L, aleshores:
(LM |Ly|LM) = (LM|L,|LM) = 0

Exemplifiqueu-ho en el cas de la funcié |LM) = x + iy.

Solucié: Recordem que ﬁi =L, =+ iﬁy. Aleshores,

A

L, =

~

(L +L-)i Ly = §(L- - Ly).

N =

Recordem també que IZHL, M) = Ai|L, M + 1), on A+ és una constant. Aleshores,

(L, M|Ls|L,M) = (L, M|(Ly+ L-)|L, M)
(A (L,M|L,M + 1) + A\_(L, M|L, M — 1))

(A -04+A_-0)=0

N N = DN

Analogament es pot comprovar que (L, M|Ly|L, M) = 0.

Ho exemplifiquem ara en el cas de la funcié |LM) = x + iy:

. 0 0
Lo(z +1iy) = —ih(yg — za—y)(az +1iy) = —ih(—iz) = —hz

Ara calculem (L, M|L.|L, M). Abans de procedir al calcul recordarem que els proble-
mes de rotaci6 en coordenades esferiques sén funcié tnicament dels angles 6 i ¢, com
a conseqiiéncia de la constancia de la variable radial . Farem el pas de cartesianes
a esferiques: (x tiy) = ret® 2z = rcosf i recordarem que lelement de volum és
dv = sin #dfd¢. Amb tot aixo:

T 27 ) )
(L,M|L,|L,M) = —hr3// e "% cos fe’ ? sin 0dOdep
0 0

T 27
= —hr3/ cos@sin@d@/ do
0 0

= —mr’.0-2r=0
49. Demostreu que malgrat que les funcions d’espin « i # no sén funcions

propies de S, (ni de S’y ), s que s6n propies de S’% (ide SS) Discutiu el
significat fisic d’aquest resultat.
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Solucié: En primer lloc farem la demostracié sense fer s de les matematiques. Des-
prés farem la comprovacio algebraica.

En el cas del nombre quantic d’espin s = 1/2 resulta que el quadrat del moment angu-
lar és f’—th i la seua component al llarg d’una direccié qualsevol pot tenir inicament dos
valors: %h i —%h. A T'estat amb component positiu ’anomenem «, al de component
negatiu 3 i a la direccié al llarg de la qual hem mesurat el component del moment
angular 'anomenem z. Imaginem que el resultat de la mesura concreta realitzada ha
sigut la positiva, %h Qualsevol mesura posterior al llarg d’aquest mateix eix sera
sempre la positiva. Ara bé, si mesurem el component de moment angular en una
altra direccid, per exemple la direccié x, podem trobar la solucié positiva o la nega-
tiva (necessariament el resultat sera una o l’altra). Com els operadors associats amb
els components del moment angular no commuten, vol dir que la mesura pertorbara
I’estat, inicialment «, i el transformara en un altre ¢1 = 110 + 2120 si el resultat és
positiu, i ¢2 = T21x + x220 si el resultat és negatiu, amb x;; coeficients numerics.

Si en lloc de mesurar S, mesurem 5‘%, Unicament podem trobar el resultat ih? En
altres paraules, indepeindentment que l'estat siga ¢1 0 ¢2, la mesura de Sﬁ sera ihQ,
perque la mesura de S, és :i:%h. Aixo vol dir que ¢;1 i ¢2 estan degenerats respecte

S2 i que qualsevol combinacié lineal seua, com per exemple les funcions « i 3, també
seran propies de SZ. El raonament és el mateix per a SS.

En resum, hem demostrat que a i 8 sén propies de S2, 557 52 i S2. Procedim ara a
la comprovacié algebraica.

Escrivim S’m en termes de creadors i aniquiladorsl S’i = S’m + iS’y: Sm = l(g+ + S_)
Per tant,

P PN
ﬁ:jﬁ+£+&&+&&)

Comprovem immediatament que Sy = %B i 5}5 = %a. Pero, Sga = ia i també
S'gﬁ = %ﬁ. Analogament es comprova que 5'504 = ia i 5’56 = %ﬁ. Amb la qual cosa
hem vist que les funcions « i 8, que sén propies de 52 i Sf, també ho sén de 5”2 i 5‘5,

pero no de S’m ni de S’y.

50. (set. 96) Demostreu que la funcié d,, = zy és propia de L2 pero no ho
és de L.

Solucié: Comprovem primer que du, = zy és propia de L2. Com L2 = L2 + L32/ + 12,
calculem ’accié dels operadors associats a les coordenades sobre d, = zy. Com un
resultat subsidiari comprovarem si d, = xy és propia o no de L.

'Sabem que §+a =0, §+B = «, S_a= 3, g_ﬁ = 0 i, per tant, gia = giﬁ =0.
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ol.

52.

Ly = —ib(yZ — 22);  Lewy =ihaz; Lizy = hPyx
Ly=—il(zg —2£); Lyzy=—ihyz Lyzy = h*zy

L.=—ih(z —yL); L.wvy=(—ih)(® —y?); Lizy=4h’zy

Per tant no és propia de L.. Comprovem si ho és de 12

ﬁdmy = (L2 + I:i + L2)zy = hPay(1+ 1+ 4) = 6h’zy = 2(2+ 1)h’zy

La resposta és positiva i el nombre quantic resulta ser £ = 2.

Demostreu que si hi ha un electré en cadascun dels orbitals 2p4 1, 2pg i
2p_1, la densitat de carrega resultant presenta una distribucié esferica.

Solucié: Els orbitals 2p, = Ra.1(r)Y1.m(0,¢), m = 0,41, Y1.0(0, ¢) = (3/47)" /% cos ¥,
Yi 41 = F4/ % sinf eT*®. Aleshores si hi ha un electré en cada orbital, la probabilitat
total sera suma de probabilitats de cada electré:

3 3 . 3 .
12041 + 12p0” + 12p—1]7 = R2a1(r)® |—cos’f + —sin®f + —sin’ 0
4m 8T 8

= Ra1 (fr)24i [cos® 0 + sin® 0]
T

)

_ 3 2
- 471'7?,2,1(7’)

que no depen més que del radi i té per tant simetria esferica.

Una manera més simple de resoldre el problema és dir que la funcié d’ona amb un
electré en cada orbital 2p41, 2po i 2p—1 és idéntica a la funcié d’ona amb un electrd
en cada orbital 2p;, 2p, i 2p., perque he fet un canvi ortogonal de la base d’un espai
lineal. Per tant,

2p2* + [2py | + 12p=1° = f(r)(@® + v + 2%) = f(r)
Indiqueu i justifiqueu breument quines, d’entre les segiients afirmacions,
s6n veritat i quines sén falses. (En cas que una afirmacio siga falsa, la

millor justificacié és un contraexemple.)

(a) El nombre quantic n de la particula confinada dins d’una caixa
unidimensional de longitud L val 1,2,3,... (no s’admet, pero, la
valua n = 0). Per al cas de la particula confinada dins d’una caixa
tridimensional hi ha tres nombres quantics (p, q, s). Contrariament
al que passa amb el nombre quantic n, en la terna (p, q, s) poden
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haver fins a dos zeros. Aixi doncs, sén possibles els estats definits
pels nombres quantics (1,0,0), (1,1,0), etc. No és admissible, pero,
la terna (0,0,0).

(b) En el cas de l'oscil-lador harmonic, com en altres problemes uni-
dimensionals, el nombre de nodes de les funcions propies creix a
mesura que creix ’energia total dels estats. Els estats més excitats
presenten més nodes que els menys excitats, les seues funcions d’ona
canvien de signe més vegades i, en conseqiiencia, el valor mitja de
les seues energies cinetiques és menor que les dels estats més baixos,
encara que les energies totals (suma d’energies cinetica i potencial)
siguen majors.

(c) L’operador L4 = L, + iL, és hermitic.
(d) Els nombres quantics (n,,m;) dels orbitals 2p,, 2p, i 2p, sén, res-
pectivament, (2,1,1), (2,1,0), (2,1,—1).
Solucié:

(a) Fals. la funcié d’ona és ¥ = N sin 22% sin 475 sin *2¥. Si un dels nombres

quantics és zero la funcié és zero, la qual cosa és inacceptable (equival a afirmar
que no hi ha particula).

(b) Fals. A major nombre de nodes, major és la curvatura de la funcié6 d’ona
i, conseqiientment, major és 'energia cinetica (que és precisament, a part de
constants multiplicatives, la segona derivada de la funcié, és a dir, la curvatura
d’aquesta funcié).

(¢) Fals. (Ly)*" =L, —ilL, # L.

(d) Fals. Els orbitlas reals 2p, i 2p, no sén propis de operador L.. Aleshores no
podem associar-los amb cap valua del nombre quantic m.

53. Calculeu les segiients integrals (en a.u.):

/ \Ilgpmf/z\lfzpmdv / \Ifgpmi/x\IIQPOdU

/ Wy, Wop, dv / Wy, L2Wy, dv

Solucié: L’isotropia de ’espai permet escriure que:

<\I’2pm|iZ|\I’2pm> = <\D2pz|f/w|\112pz> = (2, 1»0|i/x|2: 1,0)

Podem escriure I'operador L, en termes de creadors/aniquiladors, L, = %(i—/+ +L.).
Com Ly |n, L, M) = Ay|n,L, M + 1) tenim que (n, L, M|L+|n, L, M) = 0. Per tant
concloem que:

@ Josep Planelles - ISBN: 978-84-693- 4124-7 104 Problemes de Quimica Quantica - UJI



<\I,2pw ‘ﬁz“ll2pz> =0
Per a calcular la segona de les integrals farem ts del caracter hermitic de Lo
/ Wap, Lo Wap,dv = / (LaW2p, ) Wap,dv

L’isotropia de l'espai permet dir que, de la mateixa manera que ﬁz\ngz = 0, també
L;V,,, = 0. Aleshores concloem que aquesta segona integral també val zero.

La tercera de les integrals [ W3a_, Wap,dv és zero per motius d’ortogonalitat de fun-
cions propies lligades a valors propis diferents: la integral de la part radial implica
funcions amb nombres quantics n = 2 i n = 3, per tant és zero. Pero és que també la
intergracié del angles implica funcions amb nombres quantics diferents (¢ =2i ¢ =1)
i també és zero. Aleshores la integral completa és zero per més d’un motiu.

Abans de calcular la darrera de les integrals tinguem present que:

L2y, = 0(0+ 1)h> Ty,

on ¢ =1 per a la funcié ¥, . Per tant:

/wgpzﬁ\pgpzdv = 2h° / |Wap, [2dv = 2R>

54. Calculeu les segiients integrals (en a.u.):
/ W3, L. Vap,dv / W, LWy, dv

Soluci6: La primera de les integrals inclou el terme L.Wy,,. Com el valor propi m de
la funcié ¥a,, és m = 0, aleshores L,W¥,,, = 0 i, per tant

/ W34, Lo Vopydv =0

L’isotropia de l'espai permet reescriure la segona de les integrals en termes de la
coordenada z:

/ oy, LoWo, dv = / Wop. L. Ws,_ dv = / Wopo LzWap,dv =0

55. Una particula que es mou dins d'un anell, en absencia de camps externs

(H = é—%), es troba a un estat definit per ¢(#) = N cos 20. Es estacionari
aquest estat? Raoneu la resposta.
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Solucié:

L’estat és estacionari perque és propi de ’H, com es pot comprovar per substitucio
directa en l'equacié d’autovalors Ho(0) = E¢(0). Per aixo la seua energia esta per-
fectament determinada. Aquest estat pero no té definit el moment angular, ates que

#(0) no és propia de L. De fet, si reescrivim ¢(0) en la forma ¢(0) = %(6219 + e %0)
N +2i0
2

de seguida comprovem que ¢(f) és suma de dues funcions ¢+ (0) = que son

propies de L, amb valors propis m = +2 i representen rotacions a la mateixa velocitat,
pero en sentit horari i antihorari, respectivament.

56. Un objecte puntual de massa m i carrega electrica e que rota lliurement
H
(rotor rigid) produeix un dipol magnetic @ = 5 L associat al seu

—_—
moment angular L, (recordeu I'experiment de Stern i Gerlach). La seua

L 2 , .
energia és Fy = g—l on I és el moment d’inercia.

Si afegim un camp magnetic extern perpendicular a 1’eix =, B = BZ? +
By7, es produeix una interaccié Ej,; = —ﬁﬁz—(,ume—k,uyBy—husz).
Al cas considerat B, = 0. Per tant, 'energia total val £ = Ey + E;p; =
a{LQ +bL, +cL, (a,b,c sén constants) i "'Hamiltonia és H = al?+ bl +
cLy.

(a) Fisicament sabem que per I'accié dels camps externs es reorienten
els dipols, pero no canvien el valor del seu modul. Comproveu que,

en efecte, {ﬂ,ﬁ} = 0.

(b) Imagineu que abans de 'aplicacié del camp extern, ’estat del rotor
presenta ¢ = 1. Considereu el cas ¢ = 0. Quines son les energies
que podriem mesurar del sistema en presencia d’aquest camp?

(c) Identic al punt anterior pero ara ¢ # 01 b = 0.

Dades: Jy|JM >=/J(J+1)— MM £1)|JM £1 > a.u.

Solucio:
(a) [ﬂ,ﬁ] = [aﬁ +bL. +cf1y,z§} =a [E\Q,Zﬂ +b [IA/Z,ZE] +c [I:y,ﬁ} =0

(b) Abans d’aplicar el camp H = aﬁ, on a = 1/21. D’acord amb I'enunciat ¢ = 1.
Per tant, les funcions possibles sé6n {|1,1),]1,0), |1, —1)}, les tres amb la mateixa
energia, que en a.u. val £ = 2a.

Una vegada aplicat el camp H = al? + bL.. Les funcions originals també
sén propies d’aquest segon Hamiltonia pero ja no sén degenerades. Les noves
energies sén {2a + b, 2a,2a — b} a.u., respectivament.

(¢c) En aquest cas, abans d’aplicar el camp també H = ai\?, on a = 1/2I i les
funcions sén {|1,1),|1,0),|1,—1)}, les tres amb la mateixa energia F = 2a. Una
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vegada aplicat el camp H = al? —|—cIA/y i és immediat comprovar que les funcions
originals no en sén propies. Perdo també sabem, ateés que [i\? ,Ly] = 0, que les
noves funcions propies també seran propies de I’Hamiltonia incial H = aL? amb
el mateix valor propi £ = 1. En altres paraules, les noves funcions propies seran
una combinacié lineal de les tres funcions propies originals. Per trobar-les cons-
truirem la representacié matricial del nou operador en la base original i proce-
direm a diagonalitzar aquesta matriu. Els elements matricials sén les intergrals
del nou Hamiltonia entre dues funcions originals. Abans de calcular aquestes
integrals reescrivim I’'Hamiltonia implicat en termes de creadors/aniquiladors:

o~ ~ ~

H=al?+ —(Ly —L_)

Per ser les tres funcions propies degenerades, Ho = aL? iinicament té contribucié
en elemets diagonals i la contribucié és idéntica (2a) tots els elements diagonals.

La contribucié del terme Hy = %(£+ - IA/_) als elements de matriu sén:

(1,1[H2|1,1) =0 (1,0[H2|1,0) =0 (1,—-1|Hz2|1,-1) =0

N e
1,0[Ha|l, —1) = — 25
(1,0[Ho| ) 7

ic

Amb tot acd la matriu (1,4|H|1,j) resulta:

2a de 0

V2 .
I
0 — f/—% 2a
El determinant que cal igualar a zero per a calcular les energies i autovectors és
doncs,
20-F 7 0
Det —\Z/—% 2a - E % =0
0 — \Z/—% 2a — F

El polinomi que obtenim, 8a® — 2ac® — 12a*FE + ¢*E + 6ae® — E® = 0 presenta
solucions en ¥ =2a+c¢, E=2ai E = 2a —c.

Si comparem els resultats dels apartats segon ({2a+0b, 2a,2a —b})i tercer ({2a+
¢,2a,2a — c}) observem que sén identics si identifiquem b i ¢. Perd en un cas
ha sigut immediat obtenir els autovalors mentre que en ’altre cas ha sigut més
laboriés. No obstant aix0, si comparem els Hamiltonians implicats, al? + bL,

ial? + cf/y, i tenim en compte el caracter arbitrari de 'etiquetatge dels eixos,
la igualtat dels resultats era completament previsible.

57. Calculeu les segiients integrals (en a.u.):
/\Ifgpgcﬁz\pzpydv /\Ifgpwﬁ_i_\pzpydv /\Ifgpzﬁx\lfgpydv
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/ Wy L, Vo, dv / Wy Loy, dv

Ajuda: Jo|J,M >=\/J(J+1)—M(M £1)|J,M £ 1> au.

Solucid:

(a) Recordem que:

1 7
\I’2pm = _E[\Ibm - \Ij2p_1] \Ij2py - ﬁ[‘lhm + ‘11210—1]
Aleshores,
/qj?pxﬁzq/ZpydU = _%/[@2101 - \I]2p_1]*f/zmj2p1 + Wap_, |dv

/\I’2p1lp2p_1dv_/\I'Qp_1‘1’2p1dv

= —5[1-140-0]=0

(b) Recordem que, de la mateixa manera que L,W¥s,. = 0, també L, Uy, = 0 i
LyW¥s,, =01 que aquestes tres funcions sén un conjunt ortonormal.

/ Wop, Ly Wy dv = / Wap, (Ly 4 iLy)Wap, dv
= / Wap, Lo Wap, dv + i / Wap, Ly Wap, dv

= / (LaWa2p, )Wap, dv + i / Wap, LyWay, dv
= 04i0=0

A A

(c) Recordem que L, = % (L4 + L), Uap, = %[\Ifgpl + Wy, ,]ique Ly, F1) =
V21,0)

1

. 1 . .
/W2szwqj2pydv = /\I’2po§[L+ +L—]\/§[\Ij2p1 + \I/2p_1]dv
1 ~
m {/ \I’2poL+[\I’2p1 + \IJ2p—1]dv+

/‘I’2poi—[\p2p1 + \I/2p1]dv}

')
— 5 {/\I’zpo\lfgpodv—l-/\Ifzpo\lfgpod’v}

= 1
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(d) Per calcular [ Wap, IA/y\Ifgpm dv podem seguir un procediment analeg a ’anterior.
Nosaltres seguirem perd un cami més curt: aprofitarem el resultat anterior.
Amb aquesta finalitat farem un reetiquetat y — x — z — y de manera que:

<‘Ij2pz|Ly|\I’2pm> = <‘I’2py’Lx“Ij2pz> = <‘I'2pz‘Lw|\I’2py>* =—1

(¢) Finalment, com L;Ws,, = L.Ws, =0, la integral [ Wy, L, Ws, dv val zero.

58. Per comparar poliens lineals i anulars podem utilitzar, en primera apro-
ximacio, els models de caixa i anell. Podem considerar que la longitud de
la caixa és igual a la longitud del polié lineal, mentre que ’anell on roden
els electrons esta inscrit dins del poligon molecular. En aquest problema
assumirem, per a simplificar, una relacié constant entre la longitud de la
caixa (L) ila de I'anell (2w R) que representen un polie lineal i un anular
del mateix nombre de carbonis: L = \/4/3 (27 R).

Considerem la serie de poliens Cy, Cg, Cg i Cig (amb 4, 6,8, 10 atoms de
carboni). Calculeu la relacié entre I'energia del polié lineal representat
per una caixa i el del mateix nombre de carbonis, representat per un
anell. Compareu els vostres resultats amb ’antiga regla d’aromaticitat
(4n + 2) i antiaromaticitat (4n). Aquestes regles afirmen que els poliens

anulars amb un nombre de carbonis igual a (4n+2), n =1,2,3..., s6n
més estables que els lineals. El contrari passa si el nombre de carbonis
és 4n.

Solucié: Escrivim les férmules de I’energia d’un anell E4 de radi R i d’una caixa F¢

de longitud L = \/4/3 (27 R):

2M2 22M2 M2
EA:h _ h°mw 4

2I  2mm2R2 2
o RPrPn®  3R%n*n® 3n®
T omL? T 32mm2R2 32

. . 2, 2
Podem expressar les energies en unitats A de manera que EF4 = MT i Fo = 33% Ara
considerem la serie Cy, Cg, Cs, 1 Cig:

(a) Cy comprovem que resulta més estable el polie lineal:

anell E = %(2-0+2-12):1

. 3 2 2y _ 30
caiza E = E(2-1 +2-2):§:0.9375

(b) Cs comprovem que resulta més estable el polie ciclic:

1
anell FE = 5(2-0+2-12+2-(—1)2):2

caiza E = 3%(2-124-2-22-}—2-32):2.625
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(c) Cs comprovem que resulta més estable el polie lineal:

anell E = %(2-0—1—2-124—2-(—1)2—1—2-22):6

caiza E = 3% (2[1% + 2° + 3% + 4%]) = 5.625

(d) Cio comprovem que resulta més estable el polie ciclic:

anell E= = (20+ 1>+ (-1)*+2°+(-2)%]) =10

N =

caiza E = (21% + 2% + 3% + 4° + 5%]) = 10.31

£ e

Aquests resultats sén concordants amb ’antiga regla d’aromaticitat (4n+2) i antiaro-
maticitat (4n) que afirmen que els poliens anulars amb un nombre de carbonis igual a
(4n+2),n=1,2,3..., s6n més estables que els lineals, mentre que el contrari passa
si el nombre de carbonis és 4n.

59. Sabem que [ﬁz,f)x} # 0. Imagineu un estat |[fm) tal que, en unitats

atomiques, L|fm) = m|ém) i ﬁ\fm) =/{(¢+ 1)|¢m). El component L,
quedaria desconeguda. Fisicament podriem pensar que si fem una serie
extensa de mesures d’L, i calculem la mitjana, aquesta hauria de ser
zero, ates que qualsevol rotacié positiva o negativa al voltant de 'eix X
sembla igualment possible. Demostreu-ho matematicament.

Solucié: Des de Ly, m) = A+l,m+1) i Portogonalitat (¢, m|¢,m=+1) = 0 tenim que:

R 1 . .
(La) = {&ml5 (Ey + Lo)lem) =0

60. Calculeu les tres integrals segiients:

(@]S.[8) (2po| L |2p1) (3d.2[3pz).

Solucié: Recordem que Ji|JM) = \/J(J +1) — M(M £ 1) |JM =+ 1), per tant,

gﬂﬁ) = o)
S¢B) = 0
S_lay = |B)
S8y = 0
Lil1,-1) = +/2]10)
L_11,1) = +/2[10)
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Calculem les integrals:

(@S:|8) = %<a|(§+ +8)|8) = %(0404) - %
(2pol Lo|2p1) = %<2p0|@+ +L-)[2p1) = %\/5<2p0|2p0> = g
0

<3dz2 |3pz> =

La tercera integral és zero per ortogonalitat de funcions propies d’operadors hermitics
amb diferent autovalor.

61. Amb quina coordenada (x, y o z) és compatible L,?
Solucié: Recordem que L, = —ih(:z:a% —Yz-)-

Que dos operadors siguen compatibles implica que commuten. Es immediat que
[L.,x] #0, [L.,y] #01i [L.,z] = 0. Per tant, L. és compatible amb z.

62. Calculeu <q10|ﬁz\\1’0> a una caixa quadrada bidimensional. Ajuda: tre-
balleu en coordenades cartesianes.

Solucié: En la caixa quadrada bidimensional ¥ = £ sin 22 sin 7.

L L
EZ\IIO = —Zihz[msinfcos%y—ysm—cos%}
\Iloﬁz\llo = —4722h [msnz%sm%cosfy—ys1n2%sm7;—xcos7;—x}
= —27”% a:smgﬁ—xsm%—y— 11127r—ysm27r—3j
L3 L L YT L

Per altra banda, fOL sin 272dz = 0, amb la qual cosa, fOL fOL UoL.Wodrdy =0

63. Calculeu les integrals (U, |&|Wy12), (3p|2p.).

Solucié:
(W |€|Woy) =
- L, | (VU4 2| 0t1) + Vo + 3[Tpss))
(VU +2(W0 [ Wor1) + Vo + 3 (Vo[ Tuys))
— (\/F 0++Vv+3:0)=

S

|—(b +b57)|Wyyi)

&IHEI

Sl-
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La segona integral, (3p.|2p.) = 0 per ortogonalitat de la part radial de les funcions
(nombres quantics n =3 in = 2).

64. Calculeu els adjunts de Ly i L.

Solucié: Ly és hermitic, per tant coincideix amb el seu adjunt. Calculem (f/+)+:

A A A A A A

(L)Y =Ly +iL)* =L, —iL, =L_
65. Considereu la funcié d’espin (o) = 1/v2(a + 3).

(a) Comproveu que (o) és funcié propia de S2 i S, perd no de S..
(b) Calculeu (S(0)|52[5(0)), (5(0)]5:/5(0)) i (5(0)]5:[5(0)).

Solucié: Com no s’especifiquen unitats en I'enunciat, triem treballar en unitats ato-
miques i aixi ens estalviem anar escrivint la constant h. Recordem que « representa

la funcié normalitzada |s = 1,m, = 1) i 8 a la funcié |3, —1) i que aquestes dues
funcions sén ortogonals (a|B) = 0. A partir d’aquest resultat és immediat comprovar
que X(o) = (a + () esta normalitzada:

(S(0)[2(0)) = 5 ({ala) + (B16) + (al8) + (Bla) = 5(1+1+0+0) =1

Tot seguit incloem una seérie de dades que coneixem i que ens poden ser ttils en la
resoluciéAdel Probliema: S2a = %(% + Da = %a, S206 = %ﬁ, S.a = %a, SZBA: —%ﬁ,
Se = 3(S4+4+5-), Sx|s,ms) = /s(s + 1) — ms(ms £1) |s, ms£1), per tant, Sy = 0,
S'_ﬁ =0, S_a= G, g+/8 = a. Amb tot agd procedim a resoldre el problema:

(a)

F (0t 8)= Z=(ja+ 18 = =@+ 0)
S Js(a+9) = (8 +8)a+B) = 5 s+
S:Zsla+8)= So(Ga— 38 = 5= P)
(b) Utilitzem els resultats obtinguts en I'apartat anterior per a calcular les integrals:
(B@IFIS(0)) = (2(6)]52(0)) = > (S(0)|S(0)) = -
(2(0)]8:[5(0) = (5(0)|55(0)) = 3 (S5(0)|2(0)) =

(a—ﬂ)>=i(1—o+0—1):0

N | —

(S(0)]8:15(0)) = <\/—(a+ﬁ)! 7
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66. Classicament una particula no pot sobrepassar aquell punt on l’ener-

gia total iguala ’energia potencial (punt de retorn). Per a I’hidrogen,
2
\Ijls = % 31/2€_T/a7 a = %7 ElS - _7;};132

a
retorn ré}{s) i la probabilitat que r(is) > rgf).

+. Calculeu el punt (radi) de

Solucié:
(a) Igualem el valor de ’energia potencial V = —% en el punt de retorn (r =
4 2
rrp) amb l'energia total de I'estat estacionari considerat, Fis = — 55 = — 5.

Obtenim que rrp = 2a, i.e., el punt de retorn esta al doble del radi de Bohr a,
que és on la distribucié radial de ¥, presenta el maxim.

(b) Cal calcular, en aquest segon apartat, la probabilitat de trobar ’electré més
enlla d’un radi rrp = 2a:

oo T 27 oo
11 _ 4 _ 1
pP= / / / ——e 212 6in Odrdfde = — / rle 2y = —i’
2¢ Jo Jo Ta a® Jaq €

67. Demostreu que, sense considerar 1’espin, el grau de degeneracié d’'un de-

terminat nivell energetic n d’un atom hidrogenoide és igual a n?.

Solucié:

Compatible amb n hi ha els valors £ = 0,1,2,...(n — 1) i per a cada ¢ hi ha 2¢+ 1
valors de my. La degeneracié d del nivell n sera doncs,

n—1 n—1 n—1

d:Z(%-i-l):225+21:2wn+n:n2—n+n:n2

2

68. (a) Els orbitals de I'hidrogen W, ; ,,,(7, 0, ¢) sén funcié de tres coordena-
des espacials i estan etiquetats per tres nimeros quantics. Indiqueu
els possibles valors d’aquests. Quin sén els niimeros quantics dels
orbitals 2p, i 2p,?

(b) L’estat fonamental de I’hidrogen presenta degeneracié 2. Indiqueu
els nimeros quantics que etiqueten aquests dos estats degenerats.

Solucié:

(a) n=1,2,3...;4=0,1,2,...,(n—1);m=—¢,—(£{-1),...,—1,0,1,...,({—1), L.
Els nombres quantics de 2p, = 2pg sénn = 2,£ =1, m = 0. En el cas de 2p,. els
nombres quantics sén n = 2,¢ = 1. La funcié 2p, no és propia de L. i, per tant,
no té un valor m definit. De fet, 2p, és una combinacié lineal de les funcions 2p;
i2p_1 que si que tenen definits els tres nombres quantics (n = 2,¢ = 1,m = +£1).

(b) Cal insistir en que els orbitals 1; sén funcions de les tres coordenades espacials
i sémn propies de 'Hamiltonia de I’atom d’hidrogen, perd no sén les funcions
d’ona. Falta la coordenada d’espin de ’electré. La funcié vi(x,y, z2)X(0) que
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també inclou ’espin s’anomena espinorbital i esta caracteritzada per quatre
nombres quantics, n, £, m i ms. L’estat fonamental correspon a n = 1 i per
tant, £ = m = 0. La degeneraci6 deriva dels dos possibles valors del nombre
quantic d’espin ms = :I:%.

69. Representeu per 1s, 2s, 3s els corresponents orbitals normalitzats de
I’hidrogen. Quin és el valor mitja de ’energia (a.u.) d’un estat de I'atom
d’hidrogen descrit per la funcié ¥ = %(15 + 25 + 3s)?

Solucié: La primera part de ’exercici es deixa per al lector que ha de trobar en la
literatura les férmules dels tres orbitals (que tnicament sén funcions del radi) i els
ha de representar, per exemple amb Mathematica o amb un full de calcul. Observara
que 1s no talla mai I’eix d’abscisses, 2s el talla una vegada i 3s dues vegades. Vegeu
la corresponent figura en el capitol 2 del llibre de teoria.

La funcié d’estat ¥ = \%(18 + 2s + 3s) esta normalitzada, com es pot comprovar

per inspeccié (tinguem present que els orbitals sén ortonormals). Els coeficients dels

tres orbitals en aquest estat sén iguals entre si i iguals a = \/Lg Les energies orbitals

en unitats atomiques sén E, = —1-% a.u. L’energia mitjana (a.u.) en aquest estat

2 n2
normalitzat resulta:

2 11,1 1 1
<E>:Z|Cz| Ei=—§§(1—2+2—2+3—2 = —0.227

70. Normalitzeu les funcions no ortogonals y; = e~ " i xo = re”". A partir

d’aquestes construiu una altra funcié ® que siga ortogonal a ;.
AjUda:fOOO x"e” Ydx = an”—Jrl

Solucié: Normalitzem les funcions, és a dir, trobem N; i N2 de manera que x1 = Nie "

i x2 = Nare™ " tinguen norma unitat.

o] ™ 2m o]
_ _ 2!
1:N12/ / / e QTrgsinGdrdegb:ZlﬁNf/ r’e *dr =Am Ni o5 = N}
0 0 0 0

e’} ™ 27 e’}

—or . _or 4!
1:N22/ e 27’4dr/ / 51n0d9d¢:47rN22/ rte 2d7’:47TN22—5:37['N22
0 o Jo 0 2
Per tant les constants de normalitzacié sén N1 = \/LE i Ny = \/;37 Calculem ara el

producte escalar d’aquestes dues funcions normalitzades,

V3

3 2
e dr = —

oo i 21 A 0o
X1lx2) = NlNg/ / / e "re” "1’ sin Odrdfdo = —/ r
Oxaxa) o Jo Jo V3my/7 Jo 2

Finalment, a partir d’aquestes funcions normalitzades (x1, x2) podem obtenir la funcié
no normalitzada ® = x2 — (x1|x2)Xx1 que és ortogonal a x1:

D =x2 — (x1lx2)x1 = 1 re_r—éie_T— 1 (’T‘—§)6_r
= X2 XlXQXl_\/3_7T 5 ﬁ —\/3—7_( 9

@ Josep Planelles - ISBN: 978-84-693- 4124-7 114 Problemes de Quimica Quantica - UJI



71. Un estat de I'hidrogen esta representat per la funcié no normalitzada
U = 0.1(1s) +0.2(2p1) + 0.3(3dz2). Calculeu el valor mitja (a.u.) de
I'operador L, en aquest estat.

Solucié: Normalitzem primer la funcié ¥ = N ). c¢;¢; expandida en la base ortonor-
mal ¢;:

* 1
1 :NQZ:%:QCJ-(@\%) ZNQZ; ol = N-= Vel

En el cas particular que ens ocupa, N = \/0.12+01.22+0‘32 = 2.6726.

Aleshores calculem el valor mitja de f)z, pero primer calcularem 1’accié d’aquest ope-
rador sobre la funcié:

A

L.v = N o.1£z(1s)+o.2£z(2p1)+0.3£2(3d2)}
= NI[0.1-0(1s)+0.2-1(2p1) +0.3-2(3d)]

Ara calculem la mitjana:

(U|L.|¥) = N?[0.1(1s)+0.2(2p1) + 0.3 (3d2)] [0.2(2p1) + 0.3 - 2 (3d2)]
= 2.6726%(0.2° +2-0.3%) = 1.57141

72. La funcié ®51; de 'atom d’hidrogen és:
1

. __Tr_
®o11 = sral " sin 0 €'? ¢ 2a0
0

on ag és el radi de Bohr. Calculeu el valor ry que fa maxima la distribu-
ci6 de probabilitat radial.

Solucié: La distribucié de probabilitat radial és:

s 27
P(r)dr = / / | 211> sin OdOdpdr
0 0

El maxim de P(r) es troba al mateix lloc que el de F'(r) = rte”"/? funcié que hem
obtingut a partir de la part de ®211 que depén de r, després d’elevar-la al quadrat i
multiplicar-la per 2. El maxim de F(r) el trobarem per derivacié i igualaci6 a zero
d’aquesta funcio:

et

—)=0 — ro=4a

F(r) = eiT/a(4r3 -
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73. Indiqueu i justifiqueu breument quines, d’entre les segiients afirmacions,
sén veritat i quines sén falses. (En cas que una afirmaci6 siga falsa, la
millor justificacié és un contraexemple.)

(a) ® és zero en la posicié del nucli per a tots els estats estacionaris de
I’atom d’hidrogen.

(b) A l'atom d’hidrogen el valor permés més baix del nimero quantic
n és zero.

(c) La probabilitat de trobar I’electré en la posicié del nucli és zero per
a tots els estat estacionaris de ’atom d’hidrogen.

(d) Els orbitals descrits per la terna (n = 2; [ = 1; m = 0,£1) s’ano-
menen orbitals 2p, i la seua forma es correspon amb dues esferes
tangents alineades al llarg dels eixos x, y, z, segons el cas.

Solucié:

(a) Fals. La funci6 dels estats amb ¢ = 0 (estats s) presenta un valor finit en la
posicié del nucli. De fet, si mirem les representacions grafiques observem que
en aquest punt és on la funcié R, o(r) presenta el valor més gran.

(b) Fals. El valor més petit és n = 1. Recordem que E,, = —%n—lz, sin = 0 féra

possible, el corresponent estat tindria una energia negativa infinita, cosa que vol
dir que seria impossible ionitzar I’atom (requeriria una energia infinita).

(c) Correcte. La féormula de la probabilitat és

P(r,0,$)drd0dd = |®, ¢.m|*r* sin Odrdfde
En la posicié del nucli 7 = 0, per tant, P(r,0,¢) = |®n .m|?r*sinf és també
zero (per ser |®, ¢ m|*sinf una funcié acotada (finita) i venir multiplicat per
r2, que és zero en la posicié nuclear).

(d) Fals. Unicament l'orbital 2py presenta una forma com dues esferes tangents
alineades al llarg de 1’eix z. Els dos orbitals 2p+; presenten la (mateixa) forma
tipus torus (com un donut amb un forat puntual enmig).

74. Comproveu que dgy = %sin2 0 sin 2¢ és funcié propia de L2 pero no de

L.. Ajuda. z = rsinfcos ¢, y = rsin 0 sin ¢.

Solucié: Tenim que 12 = L2+ ﬁz + L?. Calcularem primer Paccié dels operadors L,

L, i L, sobre d;, = xy i sumarem després:

Ly = —ib(yi — 24);  Lawy =ihzw; Lizy = xyh®
Ly=—ih(z2 —22); Lyoy=—ihzy; Lyzy = ayh?

L.=—ih(zZ —yL); L.zy=—ih(a’—y°); Lizy=4ayh’
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Per tant comprovem que d;, = zy no és propia de L. (qui sén propis de L. sén els
orbitals complexos i no els orbitals reals).

L2y = (L24+ L2+ L) xy =6R> 2y =2(2+ 1) A’ zy
Comprovem que dz, = xy és funcié propia de L? amb valor propi £ = 2.

75. Des d’un punt de vista matematic formal ’equacié d’atraccié de masses
de Newton, F' = G%, i la d’atraccié de carregues de signe contrari de
Coulomb, FF = K %, son identiques: ates que G, M, m, K, (Q, g sén cons-
tants, totes dues poden representar-se per una unica equacio, F' = 7%,
on A és una constant que tindra una valua o un altra segons estudiem
interaccié electrica o gravitatoria. Imagineu que la forca que manté unit
I’atom d’hidrogen és unicament gravitatoria en lloc d’inicament elec-
trica’

(i) Quina seria I'energia fonamental Ey?
(ii) Quin seria el radi de la primera orbita de Bhor?

Dades per a I'hidrogen (sistema MKS): E, = Ke? 1 ap = h?

" 2ag n2’ mKe?”’
e = 1.602-1071°C, M = 1.6726 - 1072"Kg, m = 9.1096 - 10731 Kg,
G =6,673-100"Nm?/Kg?, K =9-10°Nm?/C?, h = 1.05459-10734J s

Solucié: La diferéncia entre un potencial i un altre és que alli on en ’hidrogen tenim
Ke*,onK=09- 109Nrr12/C'2 ie=1.602-10"C, en atom gravitatori tenim GMm,
on G = 6,673 - 107 ""Nm?/Kg* M = 1.6726 - 107*"Kg i m = 9.1096 - 10 3 Kg.
Aleshores acudirem a les férmules de ’energia i el radi de ’hidrogen i alla on trobem
K ¢? ho canviarem per GMm.

R? R?

(a) radi de la primera orbita: ag = >. El radi gravitatori ap = =

5 Kme mGMm
2 29
(b) Energia: Fo = —I;;;. L’energia gravitatoria Foy = —G2Agom = —GQJQ\meB =
—4.23-107°7J.
Com podem veure, els radis sén astronomics i les energies absolutament ridicules i
rebutjables.
76. L’energia de I’atom d’hidrogen en a.u. és E, = —%% Un atom d’hi-

n
drogen esta a un estat normalitzat ¥ = ®(z,y, 2)3(0), on ®(x,y, z) és
la funcié espacial:

1 :
(I)(LU, Y, Z) = \/g[q)?’dzz + Z((I)sz - q)Qp—l)]
2De fet totes dues hi sén presents a I’atom perd l’electrica és molts ordres de magnitud
més gran que la gravitatoria, motiu pel qual es rebutja sistematicament aquesta darrera,
enfront de la primera, en els calculs atomics i moleculars.
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i ¥(0) la funcié d’espin:

%(0) = —(a—=0)

1
V2
Calculeu el valor mitja de lenergia, (F), del moment angular, @5), de

—~

la component z del moment angular, (L), de Pespin total, (S2) i de la
component z del moment d’espin (5;).

Solucié: Si tenim una funcié normalitzada ¢ expressada en una base ortonormal
propia {x:} d’un determinat operador A, ® = ) . c;x:, aleshores el valor expectaci6
d’aquest operador és simplement:

(A) = cieitalAlxg) =) cieiAilalxg) =D lal* As

Utilitzem aquesta férmula per calcular els diferents valors que demana l’enunciat.
Cal recordar doncs els autovalors d’energia (E, = —%#) aixi com els autovalors del
moment angular, etc. Constatem que tant la part orbital com la part d’espin estan
separadament normalitzades. Aleshores, procedim al calcul:

(a) (B)=—23[t +3+1]=-0.102 au

(b) (L2) =122+ 1) +11+1)+1(1+1)] = L2 au,
(c) (L) =30+0-1=-1%au

(@) (5 =3B3G+D+3G+1]=au

(e) (S=)=3[3 —351=0

77. Imagineu que heu calculat o = (W34, [r?|W3q,) i 3 = (W34, |r?|W34,). Qui
penseu que sera major « o 37 Per que?

Solucié: Els orbitals els podem escriure en la forma. ®(r,0,¢) = Ry o(r)Ye,m(0, ).
En particular, Porbital Wsq, = R32(r)Y2,0(0,¢) i Vorbital Wsq, = R32(r)Y2,2(0, ¢).
Calculem els valors expectacié que indica I’enunciat:

(W34, 7% [W34y) = (R32(r)|r?|R3,2(r))(Y2,0(0, 8)|Y2,0(0, 9)) = (Rs2(r)|r’|Rs,2(r))
(Wsa, 1% [W34,) = (R32(r)|r?|Rs2(r))(Y2,2(0, 8)|Y2,2(0, ¢)) = (Rs2(r)|r’|Rs,2(r))

La resposta al problema és doncs que o = (3.

78. Sabem que Wy, = Ae~"/2% cos . Determineu A.

o0 — |
Recordeu que [~ z"e™*dr = iy
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Solucid:

oo g 27
1 = A2/ e~/ 0, 2dr/ cosesinede/ do
0 0 0

Per tant, A = Sﬁ%a.
0

79. Entre les segiients configuracions, quina/quines és/sén incorrecta/incorrectes
i per que: 2p_q, 4s, 3fs.

Solucié: Els nombres quantics d’un orbital sén n = 1,2,3..., £ =0,1,2,...(n — 1),
m = —{,...o0...L. L’orbital 3f2 no pot existir perque hauria de tenir n = 3, £ = 3 i
m = 2 i cal que £ < n. Els altres dos sén correctes.

1

80. Sabem que Wy, = ?re_’“/zao sin #sin ¢ i que L,= —iha%. Calculeu
7Ta0

el valor mitja (Wy,, \ﬁz|\112py>. Nota: Podeu fer s de metodes algebraics
o analitics, segons us estimeu més.

Solucié: Tot i tenir la férmula de 'orbital, cosa que ens permet fer el calcul directe,
escriurem aquest orbital en termes d’orbitals complexos W2, , i evitarem aixi haver
de fer el calcul de les intergrals. Tenim que Wz, = \/Lﬁ(\llzpl + Wy, ). Aleshores,

(Wop, |LalWap,) = 5 {(Wap | Lo Wap,) + (Wap_, | Lo W2y )

N —

F(Wapy LW ) + (Wap_ | Lo Way,) |

_ %{h—h+0+0}:0
81. Proposem la funcio

1 s :
U \/;cosﬁ si|z| <L (6.1)
0 si|z| > L

per a descriure I’estat fonamegltal de l'oscil-lador harmonic. Trobem que:
2 .

(U|(— 2m dx2 + 5ka?)| W) = Sh "y + kL? 47;4_224 Es demana ’energia que

proporciona el metode variacional si L és el parametre que s’ha d’opti-

mitzar. Compareu el resultat amb ’energia exacta %hw.

Soluci6: L’energia de I'estat fonamental de 1’oscil-lador harmonic en termes del para-

hQ L22 + kL? 47;4_224 Cal trobar el

metre variacional L que indica I'enunciat és (L) =
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valor de L que fa minima aquesta expressié. Aleshores derivarem £(L) respecte de L
i igualarem a zero:
d¢(L)  2n°m? 4? — 24

3rth? 1
- okl 2 T2 ) L
dL oy Ly 0 = 472 — 24 mk

Si recordem que w = y/k/m i substituim L pel valor optim trobat tenim que:

w2 An? — 24 3t A7? — 24 7?
E hCU{ 3 (37)1/2—'—(471_2_24)1/2( By )g} = 0.5678 hw

El resultat exacte, com sabem, és FF = %hw. Com podem veure, 'optimitzacié del
parametre variacional permet aproximar-nos a la solucié exacta. A més a més com-
provem que ’aproximacié & és major o igual a ’energia exacta E.

82. El model de caixa monodimensional de longitud L = mr permet fer una
descripcié qualitativa de ’estructura m-electronica de poliens conjugats
amb m atoms de carboni amb una distancia r entre carbonis veins. Un
model més realista consisteix a fer que el potencial de la caixa no siga
constant (V' = 0) siné que varie periodicament amb minims sobre les
posicions nuclears (V = V; cos —51:) Més realista encara és el metode

Hiickel. Considereu el radical al-lil (CHy — CH = CHj). Calculeu la

relacio A = 52 gl entre les energies dels nivells d’energia més baixos

que obteniu amb els metodes que s’indiquen:
(a) amb el metode Hiickel
(b) amb un model de caixa de longitud L = 3r

(c) amb el model anterior corregit a primer ordre de pertorbacié amb
un potencial V = 4 cos 2= T w.e. (lu.e. = Ep de I'apartat anterior).

(d) Calculeu els elements (@Z\ V|¥;), 4,5 =0,1,2. A partir del resultat
indiqueu (raoneu) si un segon ordre de pertorbacié canviaria els
resultats substancialment.

Solucié:

(a) El determinant de la matriu Hiickel del radical al-lil, amb = (o — F) /3, que
cal igualar a zero és:

x 1 0
1 z 1|=0 — 2°-2z2=0 — z2=0,+V2
0 1 =«

Per tant, Eo = a+ 6v2, E1 = a i B3 = a — 3v/2. Amb la qual cosa,

A_EQ—El _a—ﬁﬁ—a_l
Ei—FEy a—a-pV2
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b) En el model de caixa E = Eyn?, on Ey = h2”2 in=1,2,3.... Per tant, els
2mL

estats implicats sén Ey, E1 =4 FEp i Es = 9 Ey. Aleshores,

 E,—E 9-4
T Ei—-E, 4-1

A = 1.67

(c) Per al calcul de l’energia de pertorbacié cal determinar les integrals V;; =

(1i|V|1h;), on V = 4 cos 2y iap =/ 2sin 22 on L = 3r.

N 2 3r i 2 Con
Vij = (i|V|Yy) = §4/0 sin n37;:1: cos :x sin né:xdx

Aquesta integral té solucié analitica, pero la resolucié a ma és prou laboriosa.
Basicament cal expressar el producte sinasinb = 2[cos(a — b) — cos(a + b)), de
manera que convertim la integral en una suma d’integrals on hi ha productes
cos A cos B que tornem a escriure com una suma: cos A cos B = $[cos(A + B) +
cos(A — B)], amb la qual cosa ja tenim quatre integrals immediates.

En particular, les integrals que fan falta per al calcul del primer ordre de per-
torbacié sén:

3r )
Vi = (| Vi) = E4/ sin” n;m: cos 27 4oy
0

3r T r
que son zero per a n; = 1,2, mentre que Vi3 = —2. Per tant, el valor de A a
. L _(9=2)—4
primer ordre de pertorbacié és A = = =— = 1.
(d) També les integrals V;; amb n;,n; = 1,2,3 resulten ser zero. Les tniques
integrals que no sén zero sén aquelles per a les que :I:nifgnj = 2. Per exemple,
2 sr 27x brx 4
—A4 sin — cos — sin —dx = —= = =2
3r /0 3r r 3r 2

Cal esperar doncs poca influéncia en el valor de A des del segon ordre de per-
torbacié.

83. Siga una particula en una caixa monodimensional sotmesa a un poten-
cial V(r) = —Asin =% si 0 < x < a i infinit fora d’aquest interval. Fent
us de la teoria de pertorbacions de primer ordre sobre un problema no
pertorbat (particula a una caixa monodimensional amb V = 0) calculeu

I’energia aproximada de 1’estat n-esim.

Solucié: les integrals que fan falta per al calcul del primer ordre de pertorbacié sén:

[e] B 2 o
B = Vi = (i|V]thi) = —Ag/ sin® 7% sin T gy = 8oL cos(2mn)
a

0 a a (4n2 — 1)m

Com en el problema anterior, el calcul d’aquesta integral requereix d’una poca tri-
gonometria. Podeu calcular-la directament amb un programa de calcul simbolic com
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ara Mathematica o Maple.

Trobem doncs que aquest potencial produeix una pertorbacié de primer ordre que,
per a nombres quantics molt grans (n — c0), es fa constant: —%. En altres paraules,
els estats excitats no veuen els detalls del potencial pertorbant i, per a ells, aquest
potencial produeix la mateixa pertorbacié que un potencial constant V' = —h, on
h = %. En efecte,

(il (—h) i) = —hg/ gin2 ML g~ h— _%
0

™

84. S’ha resolt un problema mecanoquantic de tres formes diferents amb els
resultats (diferents) que s’especifiquen a continuacio:

(a) Resolucié exacta de ’equacié de Schrodinger: Ey = —2.5 a.u.
(b) Amb un metode aproximat de pertorbacions: Fy = —2.4 a.u.
(¢) Amb un metode aproximat de variacions: Ey = —2.6 a.u.

En llegir els resultats un estudiant assegura que almenys a un dels calculs
s’ha fet un error. Podrieu dir quina inconsisténcia condueix 'estudiant
a concloure que s’ha fet almenys una errada als calculs?

Solucié: Un calcul variacional mai pot donar lloc a una energia menor que ’energia
exacta. Per aixo el primer i tercer resultats son incompatibles.

85. Normalment pensem en una caixa monodimensional horitzontal. Imagineu-
la vertical. Aleshores apareix ’energia potencial gravitatoria V = mgh,
on g = 9.8 m/s?. Considereu una caixa de longitud L = 10A= 10~%m.
Seria correcte fer us de la teoria de pertorbacions per a calcular (amb
fiabilitat) els nivells d’energia d’'un electré a I’esmentada caixa vertical?
Raoneu la resposta.

Ajuda: 0 = /2 sin 27y B0 = 2ot B — (w7 0?)

Dades: h=6.62610"3* J s; m, = 9.109 103! Kg.

Solucié: Calcularem ’energia pertorbacional a primer ordre Eﬁl) i la compararem
amb l’energia sense pertorbar E,SO) . Cal que la primera siga molt més petita que la
segona, perque puga considerar-se (i calcular-se) com una pertorbacid.

E(o) o h2n2 o (6.6-10_34)2n2 . 2.1 —20 2
" 8mL?2  8-9.109-10-31(1079)2 = 0.02-10 n
. 2 L L
BY = @Vl = fmg [ asint e = mg g
314 1077 —39
= 9.109107°'9.8 =4.5-10
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La comparacié de eV i B permet pensar que és adient fer I’estimacié de la con-
tribucié gravitatoria pertorbacionalment.

Per al calcul de la integral implicada en E | primer escrivim sin® a = (1 —cos2a)/2
que converteix la integral en la suma de dos integrals, la primera és immediata i la
segona pot integrar-se per parts.

86. Considereu una molecula diatomica A — B. Anomenem ry a la seua
distancia d’equilibri internuclear i * = r — rg al desplacament respecte
d’aquesta distancia d’equilibri (el qual presenta el minim d’energia po-
tencial). Assumim lorigen d’energia potencial a desplacament zero (és
a dir: V(0) = 0). L’energia potencial V(x) associada a la vibracié pot
expandir-se en serie Taylor segons:

V(r—ry)=V(z)=V(0)+V'(0)z+ %V”(O) e

Com que resulta que V(0) = V/(0) = 0, si tallem la série després del
tercer terme ens queda V(z) = 4V”(0)2? = 1kz?. En altres parau-
les, la vibracié molecular esta descrita, en primera aproximacié, per un
oscil-lador harmonic i, aleshores, els nivells d’energia sén E, = (U+%)hw,

on: v =20,1,2,..., w = \/%, k és la constant de forca (V"(0)) i p la

massa reduida molecular.

Si volem ser més precisos en el calcul dels nivells d’energia cal incloure
més termes en la serie Taylor. Considerem els termes cibic i quartic de
Pesmentada serie, H's+H'y = az®+p8z*, ona = V" (0), B = VIV (0),
com Hamiltonians de pertorbaci6. (a) Mostreu la bondat de considerar
el potencial harmonic, en demostrar que H’s presenta una energia de
pertorbaci6 de primer ordre B = (v|H's|v) nulla. (b) Calculeu I'ener-
gia de pertorbaci6é de primer ordre B = (v|H'4|v) associada al terme
quartic.

Ajuda: Utilitzeu els operadors de creacié i aniquilacié. Recordeu que

blv) = Vo lv—1)1ibHw) = Vot I|v+1).

Solucié: Recordem que b" = (& — ), b= 5 (E+ f), € = (5) 2z, [b,b7] = 1.
Per tant, § = 9= (b" +b), £ = 20T +0)? i ¢* = ;b7 +b)".
(a) Calculem (b" +b)® = (b7)> +b(bT)? +bT0> +b> + (b1)?b+bbT b+ bbb +b2bT.

Observem que cap terme de la suma inclou el mateix nombre de creadors que
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d’aniquiladors. Aleshores, el resultat de 'aplicacié de qualsevol dels termes
de la suma anterior sobre |v) li canvia necessariament el valor v. Per tant,

w|(bT +b)3|v) =01 ESY = (v|H's|v) = 0.
(b) Els termes que tenen el mateix nombre de creadors i aniquilador en la quarta
poténcia (b 4 b)* sén:
(b6 + bbb b + b7 + b2 (b)) + b(bT)*b + bbTbbT

Ara calculem:

®T) ) = )bVl —1) = Vol - 1)) v - 2)
= Volw—-1)2"|v-1)

— w1l
btobTolv) = v*|v)
bEOPhTv) = w(v+ 1))
() = (D) +2))
(b)) = w(v+ 1))
otobtlo)y = (v+1)%w)
Per tant,
(w|e*v) = —{v v—1) 4+ +ow+1)+ (v+1)(v+2)

+o(w4+1) + (v +1)? }:Z(zv +2v+1)

i, aleshores,

3
S0P ot )Y

A efecte d’unitats, cal tenir present que f_oo \IIU (z)¥y(x)dz = 1. Si, dins de la

EM =

intergral fem un canvi de coordenades ¢ = a'/2x, el valor de la integral no canvia
i tenim que [ W, ()W, (§)dr = 1. Si tenim [ = [7 T, (2)x* U, (z)dz i efec-
tuem el canvi de coordenades en tot excepte en z* trobem [ W, (£)z* ¥, (£)dx.

Si ara ﬁquem en lloc de z* el seu valor §4/a2 trobem finalment que I =

= 2o W (§)EM, (§)da.

87. Una molecula diatomica en rotacié pot ser modelada la per un rotor rigid:

E = L?/2I. L’Hamiltonid corresponent H = 1IL2 presenta els har-
monics esferics |Yy,,) com autofuncions associades als autovalors E; =
(£ +1)/2I a.u.
Considereu que el rotor no és rigid del tot siné que, en girar, s’estira
lleugerament amb una energia potencial elastica V = %k(r —7¢)%. Men-
tre gira hi ha, doncs, una forca centrifuga mv?/r que compensa la forca
elastica centripeta k(r — r¢). La igualacié d’aquestes forces:

N

muvs __ 2. m2riw? _ L2
k(r —re)="r=mwor="=""r =
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permet reescriure 1’energia potencial en la forma:

V= 11«[

DO

B
~

@

_1_r* _1
kmr3} T2 km2r6 T

Feu la hipotesi que la constant elastica k és molt gran, de manera que
r & 1. i que podem considerar I com una constant. Calculeu, sota aques-
tes hipotesis, els autovalors i autovectors del rotor elastic.

Solucié: Escrivim 'Hamiltonia del rotor elastic: H = g_; + % on, d’acord amb
Penunciat, I és constant. Aleshores, com |Yz ) és funcié propia de L2, també ho és

de L4 i, per tant de H. L’equacié d’autovalors és:

. L2 LA 00+ DK 20 +1)2h

21 2w?I3 21 2w?I3

88. Fent us de la funcié ¥(z) = e~”  obteniu una aproximacié al valor de
I’energia de l'estat fonamental de 1'oscil-lador quartic descrit per ’'Ha-

. . ~ 2 2
miltonia: H = zhm -z T 1kx

Solucié: L’aproximacié variacional consisteix en el calcul de (¥ (z)|H|¥(z)) en termes
del parametre a i la determinacié posterior del valor d’aquest parametre a que fa
minim el valor expectacié calculat (per derivacié o igualacié a zero).

Definim az® = ¢2/2. Amb aquest canvi de variable hem convertit ¥(z) en Destat
fonamental d’un oscil-lador harmonic de massa i constant de forga unitat, estat que
agafarem normalitzat per tal de simplificar el calcul variacional. El canvi de variables
comporta que x = rf dw = (gi)dg 2ajg, etc.

El valor expectacié que hem de calcular és la suma de dos membres:
h? d? 2ah? d?

(Uo(8)| - %w"%@)) =5 <‘1’0(§)’ & [Wo())

1 4

@(‘1’0(5”5 |Wo(€))

k

(Wo(©)] 3k [Wo(E)) = 3

En termes de creadors/aniquiladors, §4 I (b+ b+) i dd§2 = %(62 + (b+)2 —bTh— bb"').
De tots els termes de la suma de productes de creadors i aniquiladors que origina ¢?,
Unicament aquells que tenen igual nombre de creadors que d’aniquiladors donen con-
tribucions no nul-les en un valor expectacié. A més a més, com es tracta de I’estat fona-
mental, qualsevol terme Xb o b* X, on X representa la resta de creadors/aniquiladors,
sera zero, ates que bWy = 01 (Vo (&)|bT X [T (€)) = (bW ()| X|¥o(£)). Amb tot aixd
tenim que:

(Wo ()€ Wo(E)) = 241

(Lo ()0 (b7)* + 00T bbT)|Wo(€)) = ==

»-blr—‘
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2
Analogament, dels quatre termes que deriven de 5215_2 dnicament bb™ és no nul:

(Wo(€)] — bbH|Wo(€)) = — =

l\J|H

(o(E) 5 0 (6)) =

Amb tot aixo tenim que:

2eh°, 1, 1, 1 2+1, _ ah®> 3k

Ea) = — )4k — =
(a) om TPt ) = o, T e

Per derivacié de l'energia E(a) respecte a i igualacié a zero trobem el valor optim

3km)1/3.

d’aquest parametre: a = (g3

89. Fent 1s de la teoria de pertorbacions de primer i segon ordre, calculeu
'energia E, de 'osci-lador harmonic pertorbat amb H’' = B23. Ajuda:
Us sera més facil si empreu metodes algebraics.

Soluci6: Recordem que b* = —=(€ — ), b= (€ + ), € = (me) 22 [b,bT] = 1.
Per tant, £ = 9=(b" +b), £ = 2 (b7 +b)* = Z(b* +b)°.

Com hem vist en un problema anterior, (b™ + b)* = (b))% + b(b")* + bT0% + b* +
(b+)2b + bbb+ bbb 4+ b%bT, cosa que evidencia que cap terme de la suma inclou el

mateix nombre de creadors que d’aniquiladors. Aleshores, el resultat de 'aplicacié de
qualsevol dels termes de la suma anterior sobre |n) li canvia necessariament el valor

n. Per tant, (n|(b" +b)*n) =01 ESY = (n|H/|n) = 0.

Respecte a termes no nuls que contribueixen a
E® _ Z ( nlﬁfL‘S\m ) Z [{n]€°|m) | nli !m

tenim que:
(a) (bT)? acobla l'estat |n) amb |n — 3).
(b) b(b™)?, (b7)%bi bTbbT acoblen 'estat |n) amb |n — 1)
(c) btb*, bbTb i b*bT acoblen l'estat [n) amb |n + 1)
(d) b® acobla I’estat [n) amb |n + 3)

.. . . 2)
Les tniques contribucions a E,(L ) sén:

Kn](bT)3[n—3)[2 _ n(n—1)(n—2)
(a’) En—E,_3 - 3hw

b(bT) 24+ (b)) 2b+bTbbT |n—1)|2 n3
(b) [{n]b(d™) (EnlEn—l [n—1)]| :9m

(c) [(n|bT b2 +bbTb4+b2bT In+1)|2 9(n+1)3
¢ Epn—FEpi1 = 9" he

(n[b?n+3)|? _ (n41)(n+2)(n+3)
(d) EnfEnJrg - —3hw
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90.

91.

3 2
Com &3 = \/Lg(b+ +b)3, la suma de totes les contribucions a > % resulta:

ﬁ( ( 1?2( 2) +3T+3( ti) +( +1)(_+32)( +3)> — %(nQ—l—n—{—ll/?)O)

Amb la qual cosa, B = _ 3087 (-2)3(n? 4+ n + 11/30).

8hw \mw

(a) Amb 3 electrons podem obtenir dos acoblaments d’espin %, descrits
per les funcions ¢; = 2aaf—afBa—Baa i ¢ = afa— Baa. Normalitzeu
aquestes funcions.

(b) L’orbital molecular ¢ = %wl + %¢2 esta normalitzat, com també ho
estan els orbitals atomics 11 1 1p2. Calculeu el solapament S1o = (1 |1)2).

Solucié: Tenint en compte que les funcions « i 3 estan normlitzades escrivim ¢ =
N1 (2aaf — afa — faa), p2 = Na(afa — faa) i calculem Ni i Na. Per exemple, per
al cas de ¢o tenim:

N3 {((aBa — Baa)|(aBa — Baa))
= N ((aBalafa) — (afalfaa) — (Baalafa) + (Baalfac)
N3 ({

= ((a|a)(B|B) a|e) — (| B) (Ble) (ar]er) — (Bla) (] B) (el ) + (B]B){cx|er){e|))
= N’(1-1-1—-0-0-1—0-0-1+1-1-1)=2N;

1 =

des d’on obtenim que N» = 1/4/2. Analogament, N1 = 1//6.

El segon apartat s’aborda demanera similar:

—_
I
—~

816) = {(3un + )l (gn + S9)

= i(”@bll?ﬁl) + 136<¢2|1/)2> +2 %%(%l%)
= [l g1t oS
Considereu la funcié ® = 1s(1)3d2(2)a(1)a(2) corresponent a un es-

tat excitat de 'atom d’heli. (a) A quin terme pertany aquesta funci6?
(b) Es satisfactoria aquesta funcié des del punt de vista de les simetries
que deriven del principi de Pauli? En cas negatiu, modifiqueu-la fins a
obtenir-ne una altra amb la simetria adient.

Solucié: Els nombres quantics de moment angular orbitals sén ¢ = 0 [1s(1)], £ = 2
[3d2(2)], per tant el moment angular total és L = 0 ® 2 = 2. Respecte de 'espin, la
funcié a(1)a(2) és la component My = 1 del triplet (S = 1, 25 + 1 = 3). Per tant
aquesta funcié pertany al terme °D.
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Ara bé, la funcié no és antisimetrica. De fet, no presenta simetria d’intercanvi de
particules:

P(1,2)® = 15(2) 3da(1)a(2)a(1) = 3d2(1) 15(2) a(1)a(2) # A 15(1) 3da(2)a(1)a(2)

Podem aconseguir una funcié simetrica amb 1'operador 1+7P(1,2) i antisimetrica amb
Poperador 1 — P(1,2). Obtindrem la funcié antisimetrica primer i després comprova-
rem que ho és:

1 —P(1,2)]15(1) 3d2(2)a(D)a(2) = 1s(1)3d2(2)a(1)a(2) — 3da(1) 1s(2) a(1)a(2)
= [1s(1)3d2(2) — 3d2(1) 15(2)]a(1)a(2)

La funcié obtinguda és antisimetrica. Només cal adonar-se que l'intercanvi de parti-

cules deixa inalterada la part d’espin i canvia de signe la part espacial.

92. Calculeu els termes de la configuracié 1s22s%2p* del N.

Solucié: Només hi ha una capa oberta en aquesta configuracié, la 2p*. Per simetria
forat-particula, ’acoblament de moments angulars en aquesta subcapa és la mateixa
que la de la subcapa 2p?. Calculem I’acoblament d’aquesta segona per ser més imme-
diat (sols implica dos electrons). Tenim ¢ = 1 per a la part espacial i s = 1/2 per a la
d’espin. Efectuem els productes:

1®1=2+[1]+0

que indica que tenim L = 0,2 amb simetria respecte l'intercvanvi de particulesi L = 1
amb antisimetria respecte aquest intercanvi. Analogament ’espin:

1/2®1/2 =1+ [0]

que indica que tenim S = 1 (triplet) amb simetria respecte 'intercanvi de particules
i S =0 (singulet) amb antisimetria respecte aquest intercanvi.

El principi de Pauli obliga a tenir funcions antisimetriques, aleshores combinarem
funcions espacials i d’espin amb diferent simetria respecte 'intercanvi de particules
(diferent simetria permutacional): amb S = 1 tindrem L = 1 i amb S = 0 tindrem
L =2,0. Amb la nomenclatura habitual, 271X, tenim doncs:

Sp 'p s

Tot i que no ho demana el problema, comptarem el nombre de microestats per com-
provar que no ens hem equivocat. Recodem que el nombre de microestats vénen
donats per la férmula:

O- (forats + electrons)!
~ forats! electrons!
Per tant, en la subcapa 2p?, al igual que en la 2p*, tenim Q = %!2! = 15. Comptem

ara els microestats dels termes que hem determinat:

3P: tenim L=11iS =1, per tant 2L +1 =3 i 2S5 + 1 = 3. El nombre de micorestat

serd doncs Qsp = 3 -3 = 9. Analogament, per a 'D, tindrem Qip, = 1-5 =5
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i, per a 'S, Qig = 1-1 = 1. La suma ens déna el nombre total de microestats
Q=Qp+Qip+Qg=9+5+1=15 que coincideix amb el resultat anterior.

93. (a) Calculeu els termes de la configuracié 1522522p%3p5g.
(b) Quants estats pertanyen al terme definit per L =215 =17

(c) Quants estats pertanyen a les configuracions 1522522p? i 1522522p3p
del carboni?

Solucié:

(a) Configuracié 1522s%2p°3p5g: presenta dues subcapes obertes 3p (£ = 1) i 5g
l=4):14=50433,1/2®1/2 =1&0. Per tant tenim els termes:
'H 'G 'F °H 3G °F.
(b) Estats del terme definit per L =215 =1: (2L+1)(25+1)=5"- 15.
!

(c) Configuracié 2p*: Q = 6— = 15. Configuracié 2p3p: Q = G—W = 36.

412

94. Calculeu quants microestats presenten les configuracions electroniques
segilents: 1522522p3, 1522522p?3s 1 1522522p23p.

Solucié: Unicament les semicapes obertes contribueixen al nombre de microestats §2.
Recordem que:
(forats + electrons)!

forats! electrons!

Q=

(a) configuracié 15°2s*2p®. El nombre total de microestats és el producte del nom-
bre de microestats de cada subcapa: Q = Q1,02:Q2,. Comprovem que les

capes tancades no contribueixen al nombre de microestats: 21, = 2,2—('), =1,
Qs = 2,2—5, = 1. La semicapa oberta 2p pot ser emplenada per fins a 6 electrons.
Com té 3 electrons, també té 3 forats, per tant: Qg, = 3?—;, = 20. En total
Q=1-1-20=20.

(b) Conﬁguracio 15%25?2p®3s. Hi ha dues semicapes obertes: Qa, = % = 15,
Q3s = 1777 = 2. El nombre de microestat és doncs 2 = 15 - 2 = 30.

(c) Conﬁgura(:lo 15%2522p*3p: Qap, = ! =15, Q3 = , =6,Q2=15-6=90.

95. Calculeu els termes, i el nombre d’estats de cada terme, que s’originen
de la configuraci6 electronica 1s22s522p3d.

Solucié: L’acoblament orbital entre els moments angulars orbitals £ =1 del 2pi £ = 2
del 3dés 1®2=3d26& 1. Fixem-nos que en aquest cas el nombre quantic principal n
de l’electré és diferent en una i altra subcapa i per tant sera possible fer combinacions
simétriques i antisimetriques per a cada valor del nombre L total (i.e., el principi de
Pauli no suposa una restriccié addicional). En quant a 'espin 1/2®1/2 = 1®0. Fem
doncs totes les combinacions possibles:

'p 'p 'r 3p 3D 3F
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el nombre de microestats (2L +1)(25 + 1) del diferents termes sén: 1-3=3,1-5 =5,

1.7=7,3-3=9,3-5=15,3-7=21. Hi haun total de 2 = 34+5+74+9+154+21 = 60.

Calculem ara directament el nombre de la configuracié: 2 = 5?—;&—% =6-10 = 60,

que obviament concideix.

96. Calculeu els termes, aixi com el nombre de microestats que hi ha a cada
terme, que s’originen de les configuracions electroniques 2s2p, 3d?, 2p3p
i 3s3p3d.

Solucié:

(a) 2s2p: 0®1=1,1/2®1/2 =1@ 0. Els termes sén doncs *P i >P amb 31 9
microestats, respectivament. Total 12 microestats. Si calculem directament el

nombre de la configuracio:Q2 = % 5?—1, =2-6=12.

(b) 3d?: Els dos electrons estan en la mateixa subcapa, aleshores: 202 = 4+[3]+2+
[1]4-0, 1/2®1/2 = 1®[0] i els termes que podem formar sén: G, 3F,*D, 3P, 'S.
el nombre de microestats (2L+1)(25+1) del diferents termes sén: 9, 21, 5, 91 1.

Total 45. Si calculem directament el nombre de la configuracié:(2 = 81!—02!! = 45.

(c) 2p3p: 1®1 = 281680, 1/2®1/2 = 1®0. Els termes sén doncs 'S, S, ' P, *P,' D,
3D, amb 1, 3, 3, 9, 5 i 15 microestats, respectivament. Total 36 microestats. Si

calculem directament el nombre de la configuracié: 2 = 5?—1, 5?—1, =6-6=36.

(d) 3s3p3d: 0®(1®2) =0 ((3d2¢1) =30201,1/20(1/201/2) =1/20(160) =
3/2@1/2@®1/2. Els termes sén doncs *P, *D, *F, 2P, ?D, *F,?P,?D, ?F. Els
microestats sén 12, 20, 28, 6, 10, 14, 6, 10, 14. Total 120. Calculem directament
els microestats de la configuracié: Q = -2, - 108 — 9.6.10 = 120. El resultat

6!
1111 5111 9!
és, com ha de ser, el mateix.

97. Determineu els termes espectroscopics associats a la configuracié pf2.
Calculeu el nombre total de microestats. Calculeu el nombre de micro-
estats de cada terme.

14!

Solucié: El nombre de microestats de la configuracié és 2 = %W = 546. Consi-

derem els acoblaments per subcapes:
(a) configuraci6 p: tenim L=11 5 =1/2

(b) configuracié f%: tenim 3®3 =6+ [5] +4+[3] +2+[1]+0i1/2®1/2 =1+]0].
Per tant, tenim . =0,2,4,6 amb S=0i L =1,3,5amb S =1

Ara cal fer els acoblament entre les subcapes:

(a) (L=1,8 =1/2) amb (L = 0,2,4,6, S = 0). Considerem primer ’espin:
0®1/2 = 1/2. Per tant tnicament formarem doblets. Respecte de la part
espacial, 1 ®0=1,12=30291,14=50403,1R6=7H6d5. Si
col-leccionem els resultats tenim:*

’p 2p %D %P 2H %G *F ?%J %I ®H

3La nomenclatura per a L = 0,1,2,3,4,5,6,7ésSPDF G H1J. Es a dir, a partir de
la F, ordre alfabetic.
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el nombre de microestats per terme, (2L + 1)(2S + 1), és: 6, 14, 10, 6, 22, 18,
14, 30, 26, 22. En total 168.

(by (L =1, S =1/2) amb (L = 1,3,5, S = 1). Considerem primer ’espin:
1®1/2=3/2® 1/2. Per tant formarem doblets i quaduplets. Respecte de la
part espacial, 1®1=201300,1R3=40302,1R5=6H5d4. En resum
tenim:

2D 2p 28 2@ 2F 2D 21 %2H 2@ “D P *s 4G *F “*D 41 *H ‘G

el nombre de microestats per terme el calculem procedient analogament i el
resultat és 378. El nombre total de microstats és doncs 546 que coincideix amb
el calcul del nombre de microestats de la configuracio.

98. Determineu els termes espectroscopics associats a les configuracions 3p4p?
i 3p4p*. Calculeu el nombre total de microestats. Calculeu el nombre de
microestats de cada terme. (Es recomana que comproveu que la suma de
microestats dels termes coincideix amb el nombre total de microestats
associats a la configuraci6 electronica.)

Solucié: La simetria forat-particula ens permet assegurar que les dues configuracions
presenten els mateixos termes espectroscopics associats. Per aquest motiu calcula-

rem unicament els termes de la primera de les configuracions 3p4p®. El nombre de

. s 2 ! ! .
microestats de la configuracié és 2 = L?—é, = 90. Considerem els acoblaments per

5114
subcapes:

(a) configuracié p: tenim L =115 =1/2

(b) configuraci6 p*: tenim 1®1=2@®[1]®0i1/2®1/2=1&[0]. Per tant, tenim
L=0,2ambS§=0iL=1ambS=1

Ara cal fer els acoblaments entre les subcapes:

(a) (L=1,8 =1/2) amb (L = 0,2, S = 0). Considerem primer I'espin: 0 ®
1/2 = 1/2. Per tant inicament formarem doblets. Respecte de la part espacial,
120=1,1®2=3®2¢1. Obtenim els termes: ?P 2F 2D 2P. El nombre
de microestats per terme, (2L + 1)(2S + 1), és: 6, 14, 10, 6. En total 36.

(b) (L =1,8 = 1/2) amb (L = 1, S = 1). Considerem primer 'espin: 1 ®
1/2 =3/2 @ 1/2. Per tant formarem doblets i quaduplets. Respecte de la part
espacial,l ® 1 = 2@ 1@ 0. Obtenim els termes: 2D 2P 2§ D *p %S. El
nombre de microestats per terme, (2L + 1)(25 + 1), és: 10, 6, 2, 20, 12, 4. En
total 54, que sumats als 36 anteriors fan els 90 que haviem calculat incialment.

99. Indiqueu i justifiqueu breument si la segiient afirmacié és veritat o falsa:
La funcié de qualsevol conjunt de fermions és un determinant de Slater.

Solucié: L’afirmacié és falsa. Unicament és certa en el cas particular de fermions
independents. En general, allo que podem afirmar sempre és que la funcié d’un
conjunt de fermions pot ser expressada com una combinacié lineal de determinants
de Slater.
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100. Indiqueu i justifiqueu breument quines, d’entre les segiients afirmacions,
sén veritat i quines sén falses. (En cas que una afirmaci6 siga falsa, la
millor justificaci6 és un contraexemple.)

(a) Les configuracions electroniques del Ni i Cu s6n, respectivament,
1522522p53523p%4523d® i 1522522p% 3523p%453d'°. (Ho podeu com-
provar en la taula periodica.) Podem concloure d’aquests fets que
en el cas del Ni I'orbital 4s és més estable que el 3d (per aixo 4s s’o-
cupa totalment mentre 3d encara presenta dues posicions lliures), i
succeeix a l'inrevés en el cas del Cu (on s’omplin completament els
orbitals 3d mentre 'orbital 4s esta mig buit).

(b) Siacoblem els espins de cinc electrons de totes les maneres possibles
podem obtenir cinc doblets, tres quadruplets i un sextuplet.

Solucié:

(a) Fals. Sempre l'orbital 3d és més estable que el 4s. La preseéncia del terme
de repulsié interelectronica fa que ’energia del sistema polielectronic no siga
suma de les energies orbitals. No podem raonar, doncs, considerant tinicament
aquestes energies orbitals.

(b) Fals. Hi ha (veure el branching diagram) 5 doblets, 4 quadruplets i un sextuplet.

101. Tenim les funcions d’espin {aa, af, Sa, 53} (i) Comproveu que no sén
propies d’espin. (ii) Trobeu-ne un conjunt ortonormal propi (ortonormalitz
les).

Solucié: Les quatre funcions d’espin {aa, a8, Ba, 83} sén propies de S.. Les funcions
aa i B sén també propies de 52 S., mentre que af i Ba no ho sé6n. Comprovem,
per exemple, que a3 no és propia de S2. Amb aquesta finalitat escrivim S2 en termes
de creadors i aniquiladors S‘i. Treballarem un a.u.

—~ ~

52 =82 1+824+82=5_5,+82+8.

on S_ = S_(1)+ 5_(2) i andlogament els altres operadors.
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102.

Calculem I’acci6 sobre af:

~

Siaf = (S+(1)+ 5+(2)a(1)8(2) = B(2)S+(1)a(1) + a(1)54(2)5(2)
= 0+ a(l)a(2)
S-Siaf = (S-(1)+5-(2)51a8 = (S-(1) + 5-(2))a(1)a(2)
= a(2)S-(1)a(1) + a(1)S-(2)a(2)
= B(1)a(2) +a(1)5(2)

S.af = (S:(1)+8:(2)a(1)8(2) = B(2)S-(1)a(l) + a(1)5:(2)B(2)

1 1
= §a(1)5(2) - §a(1)5(2) =0

~ N

S2a8 = S.S.a8=25.0=0

— S2a(1)B(2) = BL)a(2)+a(1)8(2) # ra(1)5(2)

52
A=A "

Per aconseguir funcions propies usarem operadors de projeccié P, = []
i#k

Particularitzem aquest operador en el nostre cas:

PS=1)=5 P(S =0) =52,

Aleshores tenim:
P(S = Da(1)B(2) = 3 (a(1)B(2) + 5(1)a(2)
P(S = 0)a(1)5(2) = 5(a()5(2) — A(1)a(2)

Ens queda normalitzar aquestes funcions: \%(a(l)ﬁ@) + B(1)(2)). El conjunt orto-
normal propi compren el triplet:

i el singulet:
1

V2
Si acoblem els espins de sis electrons de totes les maneres possibles, quins
multiplets i quants multiplets de cada tipus podem obtenir? (Ajudeu-vos

del Branching diagram). Si fem que els sis electrons ocupen tres orbitals,
quins multiplets sén ara possibles? Per que?

(a(1)B(2) — B(1)(2))
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Solucié: Si construim el diagrama que indica ’enunciat o simplement efectuem 1’aco-
blament sense restriccions:

(1/2° = (1/201/2)®(1/201/2)©(1/201/2) = (190)© [(1®0)® (16 0)]
= 1e0)®2¢01006101a0]

B330201)0 201000010 R20100)d(20100)® (1)
2010001010 0)

= 302(B)®1(9)d0(5)

trobem 1 heptuplet 5 quintuplets 9 triplets i 5 singulets.

Si obliguem a que els sis electrons ocupen 3 orbitals, vol dir que en cada orbital
els electrons han de tenir espin oposat formant un singulet. L’acoblament de tres

singulets dona lloc a un singulet: 0 ® 0 ® 0 = 0.

103. Proposem la funci6

1s(1)B(1) 1s(2)6(2) 1s(3)5(3)
U=N| 2s5(1)B(1) 2s(2)5(2) 2s(3)5(3)
3s5(1)5(1)  3s(2)8(2) 3s(3)6(3)

com a funcié d’ona corresponent a un estat excitat de ’atom de liti.
En aquesta la féormula, ns(i)3(i) representa 1’espin-orbital ocupat per
Pelectrd i. Aquest espin-orbital és producte de 'orbital ns (autofuncié
de ’'Hamiltonia del Li*?) i la funcié d’espin mgs = —1/2. (a) Compleix
aquesta funcié el principi de Pauli? (b) Quins sén els seus moments an-
gulars L2, L,,5%1 5,7

Solucio:
(a) Si perqueé canviar coordenades equival a canviar columnes en el determinant,
cosa que implica un canvi de signe d’aquest.

(b) Els nombres quantics de moment angular de 1s, 2s i 3s sén £; = o = {3 = 0.
Per tant, L = L. = 0. Els tres electrons tenen espin 8 (ms = —1/2). Per tant
S? =3/2(3/24+ 1)h*i S, = —3/2h.

104. Si lespin de 'electré féra 3/2, quants electrons de valéncia presentaria
I’atom de liti?

Soluci6: sil’espin de ’electro féra 3/2, vol dir que tindria quatre possibles components
al llarg de leix z: —3/2,—1/2,1/2,3/2. Per tant, cada orbital tindria associades
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quatre funcions d’espin (tindria quadruple ocupacid, en lloc de doble ocupacié). Com
el liti té tres electrons, tots tres estarien assignats al primer orbital i tots tres serien

doncs orbitals de valéncia (electrons de la darrera capa).

105. Si acoblem set electrons de totes les maneres possibles, pero amb la res-
triccié que dos d’aquests estiguen sempre aparellats, indiqueu quins tipus
i quants multiplets de cada tipus obtindrem.

Solucié: Els dos orbitals que estan al mateix orbital han de formar un singulet:
»(1)p(2)(af — Ba). L’acoblament d’un singulet amb un altre espin s déna el ma-
teix espin: 0 ® s = s. Per tant, a tots els efectes, ’enunciat equival a tenir 5 electrons
a acoblar sense restriccié: (1/2)°.

Podem calcular ’acoblament construint el branching diagram o fent el producte (1/2)°

1/2®1/2®1/2® 1/2® 1/2. El resultat és immediat: un sextuplet, quatre quadru-
plets i cinc doblets. La comprovacié de les dimensions seria: 2° = 32 per una banda
i64+4-445-2=06+4 16+ 10 = 32, per una altra que, com cal, donen el mateix
resultat.

106. Calculeu

(a) el nombre de microestats (inicament quants, no quins) en les con-
figuracions 2p33d?, 2p?3p, 3p3, dels termes atomics 2P, 385, °D i
moleculars 'Y, 31T i 2A.

(b) La configuracié electronica fonamental del Ni és 4523d°. Quina és
la configuracié electronica fonamental del NiT2? Per que?

Solucio:

(a) Configuracié 2p®3d®: Q = 3?—:!?!;!—02!! = 900. Configuracié 2p*3p: Q = %!2!5?—!1! =

90. Configuracié 3p®: Q = % = 20.

En quant a termes >*T' X el nombre de microestats és Q = (25 + 1)(2L + 1).
Terme *P: Q@ =2-(2-1+1) =6. Terme *S: @ =3-(2-0+1) = 3. Terme °D:
Q=5-(2-2+1)=25.

Termes moleculars: €2 és el producte de la degeneracié d’espin per la degeneracié
espacial. Terme '¥: Q@ = 1.1 = 1. Terme °II: Q = 3-2 = 6. Terme *A:
N=2-2=4.

(b) La configuracié electronica fonamental del Nit? és 3d® perque els electrons del
Ni que s’ionitzen sén els més energetics (els dos electrons 4s).
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107.

108.
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El tractament MO-LCAO d’una molecula A-B-C-D déna lloc als se-
gilients orbitals:

aj a as G4
Uy = b1 ;Wo = G ;W3 = b Wy = b4

—C C2 C3 —C4

d1 —dQ d3 _d4

on a;, b;, ¢;, d; > 0. Ordeneu els MOs de major a menor energia.

Solucié: Es tracta d’una molecula lineal i ens diu ’enunciat que a;, b;, ¢;, d; > O.
Per tant, ¥s no presenta nodes, W4 presenta un node, ¥; presenta dos nodes i ¥y

presenta tres nodes. En conseqiiéncia, Fs < Fy < By < Fs.

La substitucié electrofilica HoC = (C3Hy + E — C4H3FE presenta dos
productes possibles a i b (HEC = C3Hy i HyC = C3HE, respectiva-
ment).

E
JE (a)
e JE (b)
E
Amb ’ajut del metode Hiickel, indiqueu quin producte (a o b) és majo-
ritari en aquesta reaccio.

Solucié: En el cas de la primera de les reaccions que déna lloc al producte (a), 'in-
termediat presenta una estructura 7 en la qual tres atoms formen un triangle on es
deslocalitzen dos electrons 7. En el cas de la segona de les reaccions, 'intermediat
presenta una estructura 7 en la qual tres atoms en linia deslocalitzen dos electrons .
Els corresponents determinants Hiickel a igualar a zero son:

x 1 1

1 =z 1| =2>-32+2=0 —
1 1 =z

r=1,z=1 z=-2
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z 1 0

1 2z 1|=2>-22=0 — 2=0,2=v2, z=-V2

0 1 =«
Recordem que ¥ = ao— x i que les integrals o i 3 s6n negatives. Tenim dos electrons
7, per tant, I’energia w del primer intermediat, E'rx = 2a + 43, és més estable que la
del segon, Er = 2ac+2v/23, de manera que el producte majoritari sera Petiquetat ”a”,
és a dir aquell en el qual la subsitucié es fa en el carboni que no forma part de ’anell.

109. Amb l'ajut del metode Hiickel determineu quina és la geometria més
estable del Hy (triangular o lineal). També del Hj i del Hj .

Solucié: Els determinants Hiickel per al H. ;r triangular i lineal son les mateixes que les
del problema anterior. Per tant, les energies orbitals del H5™ triangular estan lligades
ambx =1 =1, x = —2 i les del H; lineal amb z = 0, z = +v/2. Les energies
orbitaliques sén doncs per al H. ; triangular:

EoZO&—l-\/iﬁ, €1 = «, 82204—\/55
i per al H3+ lineal

co=a+23, e1=a—p0, e2=a—0

Aleshores, tenint en compte la doble ocupaci6 orbitalica, les energies de les diferents
molecules les resumim en la taula segiient. La geometria més estable és la que implica
una menor energia. Cal recordar que les integrals v i 8 sén negatives.

Elineal Eiriangle | Geometria més estable
Hi (2 electrons) | 2a+2v/26 | 2a + 483 Triangle
Hs (3 electrons) | 3a +2v28 | 3a+ 30 Triangle
Hj (4 electrons) | 4o+ 2v283 | 4a+ 23 lineal

110. (a) Escriviu la funcié d’ona MO (coordenades espacial i d’espin) cor-
responent a l’estat fonamental de la molecula d’hidrogen.
(b) Escriviu la funcié d’ona VB corresponent a aquest mateix estat.

(c) Si el terme de repulsié electronica féra zero, quina de les dues fun-
cions anteriors proporcionaria una millor descripcié de ’estat con-
siderat? Per que?

(d) Escriviu una funcié que contemple millor la correlacié electronica.
Que siga capac de descriure aquest estat per a qualsevol distancia
internuclear d’una manera més satisfactoria que els models MO i
VB considerats.

Solucié:

(a) La funcié d’ona MO de l'estat fonamental de la molecula d’hidrogen correspon
a la configuracio 03:

W(r,72) = Ug(ﬁ)ag(rz)%[a(ol)ﬁ(crz) — B(o1)a(02)
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_ 1
on, oy = \/M(SA + sB).

(b) La funcié d’ona VB corresponent a aquest mateix estat és:

VP (ri,r2) = N{[sa(r1)sp(rz) + sp(ri)sa(r2)] x
x  [a(o1)B(02) — Blo1)a(o2)]}

Aquesta funcié assigna un electré a cada nucli, per aixo s’anomena funcié d’ona
covalent W.,,. Pot obtenir-se a partir de la funcié MO, eliminant-hi les anome-
nades formes ioniques,

Wion(ri,r2) = N{[sa(r1)sa(rz) +sp(r1)ss(rz2)] x
x [a(o1)B(02) — B(o1)a(o2)]}

(c) Si els electrons foren particules independents, la funcié MO seria la funcié d’ona
exacta de I'estat fonamental del sistema polielectronic, ja que és la funcié propia
amb menor energia de ’'Hamiltonia molecular (després d’eliminar el terme de
repulsié electronica).

(d) Hom podria obtenir una millor funcié per a l’estat fonamental de I’Hs amb
I’ajut d’un parametre variacional addicional. Escrivim:

\I/ == \I’co'u + A‘Ijion

El parametre variacional A sera diferent per a cada valor de la distancia inter-
nuclear. En particular, el principi variacional ha de conduir a A(R — oo) = 0.
A la mateixa solucié podriem confluir des d’una perspectiva MO, si escrivim:

U =Wy + puWa

on Wq; es correspon amb la configuracié O'g, Wy, amb la configuracié o2, i p és
el parametre variacional.

111. Indiqueu i justifiqueu breument si la segiient afirmacié és veritat o falsa:

La funcié d’ona d’orbitals moleculars (MO) de la molécula Hs déna la
mateixa participacio a les formes ioniques (que assignen els dos electrons
a un mateix orbital atomic AQO) que a les covalents (que assignen un elec-
tr6 a cada AO). Com que la molecula Hy és diatomica homopolar, cal
que la contribucié ionica siga zero. Per aquest motiu, la funcié d’ona
d’enllagos de valéncia (la qual fa participar inicament la part covalent)
és la correcta per a descriure la molecula Hy en la seua distancia inter-
molecular d’equilibri.

Solucié: Fals. Cap de les dues funcions, MO i VB és la correcta. Totes dues poden
millorar-se variacionalment. Es fals afirmar que pel fet de ser la molecula Hs diato-
mica homopolar cal que la contribucié ionica siga zero. En la distancia internuclear
d’equilibri, de fet, no és zero.
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112. Considereu 'estructura m-electronica de la molecula C(CHj)s. Calcu-
leu:
a) els 4 orbitals moleculars m: ¢1, @2, P3, P4, 1 les seues corresponents
energies orbitals (en unitats « i 8) 1,¢€9,¢€3,¢4 .
b) Les energies de les configuracions |¢2¢ads >, |¢103¢03 > i |p1d2d3ds >.
c) Per a la configuracié fonamental, calculeu I’energia de ressonancia
(també en unitats 3).

Solucié: Etiquetem amb C2 I'atom de carboni central i Cq, Cs i Cy els corresponents
carbonis periferics. El determinant Hiickel associat amb aquesta estructura és:

z 1 0 O

1 =z 1 1 - 3 2 2/.2 .
01 2 0 =z(z” —2z)—z"=2"("-3)=0
0 1 0 =«

—  x =0, x:O,:L’:\/g,x:—\/g

Les energies orbitaliques sén aleshores:
so:a—l—\/gﬁ, g1 =q, &2 =aq, 52:a—\/§ﬁ

Calculem els orbitals associats amb les diferents energies. Per al cas o = a + /38,

x = —+/3, i cal resoldre el sistema:
-3 1 0 0 1 0
1 -3 1 1 al |0
0 1 -3 0 bl |0
0 1 0 —V3] |e¢ 0

Fixem-nos que nosaltres no sabem que el primer coeficient val la unitat, pot valdre
qualsevol valor. No obstant aixo si que sabem que estem en un sistema homogeni
d’equacions i, per tant, almenys una de les equacions sera combinacié lineal de les
altres, de manera que trobarem les solucions dels coeficients en termes d’(almenys)
un coeficient indeterminat. Aquest coeficient indeterminat vindra fixat per la nor-
malitzacié. Nosaltres aci hem seguit un altre cami, hem assignat arbitrariament el
valor unitat al primer coeficient i, per tant, trobarem un orbital no necessariament
normalitzat. En una darrera etapa el normalitzarem. La gracia de metode és que
simplifica el calcul. Finalment cal advertir que si per qualsevol motiu (generalment
de simetria) el primer coeficient ha de ser zero, aquesta estrategia de calcul déna lloc
a una inconsisténcia i cal aleshores triar un altre coeficient per a igualar-lo a la unitat
i aplicar el procediment. Del sistema d’equacions anterior trobem a = /3, b=c¢ = 1,
cosa que ens propociona un orbital

1
1 V3

Ve | 1
1

que no presenta cap node i per tant és el fonamental.
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Per al cas €1 = g2 = «, cal resoldre el sistema:

01 0 0][1 0
1 0 1 1| |a| |0
0 1 0 0| |b] |0
01 0 0] |c 0

En aquest cas, la degeneracié fa que unicament dues de les quatre equacions siguem
linealment independents i trobem ¢ = 0i b = —1 — ¢. Hem de trobar dos vectors
associats amb aquest autovalor. El primer del vectors el triem fent que ¢ = 1:

1
1o
V6 |2

1

El segon cal que siga ortogonal, el trobem fent que ara siga b = 1:

Si-

Tots dos orbitals presenten un node.

Finalment, al cas e3 = a — v/33, = /3, cal resoldre el sistema:

vV3 1 0 071 0
1 V3 1 1] |a|l |0
0 1 3 o] |b| |O
0 1 0 V3| |c 0
Del sistema d’equacions anterior trobem a = —\/g, b = ¢ =1, cosa que ens propociona

un orbital
1

1 |-v3

Ve | 1
1

que presenta tres nodes i és 'orbital més excitat.

113. En quina molecula 'aproximacié de Born i Oppenheimer donara lloc a
millor resultats, en I’Hs o en el Bry? Raoneu la resposta.

Solucié: En el cas del Bra, per tenir una ratio my/me, on my és la massa del nucli
i me la de ’electrd, més gran.

114. Escriviu les configuracions electroniques d’orbitals moleculars de I'estat
fonamental de les molecules de By 1 F5.

Solucio:
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(a) Ba: 0®(1s)?0*(1s)? 0%(25)% 0*(25)* (7l,)?
(b) Fy: 0®(1s)? 0% (15)* 0°(25)? 6 (25)? (02)? (7r§2y)4 (7rg’zy)4

115. Un orbital hibrid és un orbital atomic o molecular? Raoneu la resposta.

Solucié: Es un orbital atomic, ates que no té contribuciéns més que dels orbitals
atomics d’un dnic atom.
116. (a) Construiu la funcié d’ona d’orbitals moleculars de 1’Ho,
(b) la funcié d’ona d’enllagos de valencia de I’Hy

(c) la funcié d’ona d’enllagos de valéncia de I’hidrur de liti (LiH).
Solucio:

1
V2(+S) (sat+sp)

(a) ®rmo =o0j J5(af — fa) on oy =

Per tant,
dro = ﬁ [5a(1)$5(2) + $a(2)s6(1) + sa(1)sa(2) + s5(1)s5(2)] X
1
xﬁ(a(l)ﬁ@) - B(1)a(2))
(b) .
Dyp = N[s4(1)s5(2) + 54(2)s5(1)] ﬁ(a(l)ﬁ@) — B(1)(2))
(c)
Oy = NA{lspi(D)1sri(2) [250:(3)1su(4) + 2s5i(4)1sm(3)] x

x5 [0(1)B(2) ~ B1)a(2)] [a(3)5(4) — B3)a4)]}

on A és l'operador d’antisimetritzacio.

117. Per tal d’aplicar el metode Hiickel a molecules amb heteroatoms, com
ara el radical HoC' - CH - NH, cal canviar el valor de les integrals que
impliquen els centres on hi ha els heteroatoms. Considereu que per al
radical esmentat és una bona aproximacio assumir que: Bon ~ Boc =
ique ay =ac+ 0.

a) Calculeu l'energia m-electronica de 'estat fonamental.

b) Calculeu l'energia de ressonancia per comparacié del resultat an-
terior i el que deriva de la forma ressonant localitzada més estable:
HyC — HC = NH.

c) Comproveu que la forma HyC — HC = NH és més estable que la
H,C =HC - NH.
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Nota: Feu ts de metodes numerics per calcular els zeros del polinomi de
tercer grau.

Solucié:

(a) D’acord amb les aproximacions a les integrals indicades en ’enunciat, la matriu
Hiickel associada amb el radical H,C - CH - NH és:

a ( 0
g oo p
0 B a+p
Després d’igualar a zero el determinant associat a la matriu anterior, dividir per
(G la igualtat, i fer el canvi x = QEE obtenim:
z 1 0
1 =z 1 =2’ +2°—20-1=0
0 1 z+1

Les solucions d’aquesta equacid, calculades numeéricament (e.g. amb Mathema-
tica fent Nsolve[z® + z* — 22z — 1 == 0,z]), s6n z = —1.8019, z = —0.4450 i
x = 1.2470, que donen lloc a les energies orbitals:

co = a+1.80198, e =a+ 0.445083, &2 = a — 1.24708

Tenim tres electrons i doble ocupacié orbitalica, per tant,

Eo = 280 +e1 = 3o+ 4055

(b) En la forma ressonant més estable hi ha un electré localitzat en un carboni
(e = a) i dos electrons en un nivol # C' = N. La matriu Hiickel associada amb

C = N és:

a p

B a+p
El determinant associat, igualat a zero, des d’on obtenir les energies orbitals,
resulta:

x 1 2 B o B
[1 w+1}—x +r—-1=0 — x=-1618, z=0.618

Les energies associades sén ¢ = a4+ 1.6186 i ¢ = a — 0.6183. En conjunt, per a
la forma ressonant més estable tenim les energies orbitals

o =a+ 16188, 1 =a, &2 =a—0.6180

Tenim tres electrons i doble ocupacié orbitalica, per tant,

Ey =2e9 +¢1 = 3a+ 3.2360

L’energia de ressonancia és la diferencia entre el resultat Hiickel deslocalitzat i
el de la forma ressonant més estable:

Aress = (3o + 4.053) — (3a + 3.2368) = 0.81483
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(c) L’altra forma ressonant té un electrd localitzat en un nitrogen (¢ = a4 ) i dos
deslocalitzats en el nivol # C' = C. En aquest cas, cal ressoldre:

{x 1}:&—1:0 — z=41
1 =z

Per tant, Fg = 2¢0 + €1 = 3a + 33, que és menys estable que 3a + 3.2360.

118. Calculeu les energies (en funcié d’a i 3) dels tres MOs (Hiickel) no nor-
malitzats segiients,

v 1 C2 C3 C4 Cs Cq

U, | 1 2 2 1 1 1

Uy, | =10 0 -1 11 1

U, | 1 1 {—-1|-1]1/]-1

tsal lecul )
corresponents a la molecula: 23
> 2—3<

Solucié: Cal construir el determinant Hiickel en termes de x = %, multiplicar-lo pel

vector dels coeficients orbitalics, igualar a zero i obtenir z i, des de el valor x obtingut,
I’energia en termes de o i 8. D’acord amb la numeracié de ’enunciat tenim:

z 1 0 0 0 0] [a 0
1 2z 1 0 1 0f|c 0
01 z 1 0 1| |es| |0
00 1 « 0 0f e |O
01 0 0 = 0| |es 0
0 0 1 0 0 z| |e] [O]

Substituint trobem,

(a) W,: el producte de la primera fila per el vector que representa ¥, déna lloc a
r+2=0,pertant r = —2ie, = a+ 20.

(b) Wy: el producte de la primera fila per el vector que representa ¥, déna lloc a
—x =0, per tant t =01 ¢, = a.

(c) We: el producte de la primera fila per el vector que representa ¥. déna lloc a
r+1=0,pertant x = —1lie, = a+ 0.

119. Calculeu, per al cas del ciclobutadie (C4Hy), (a) les energies orbitals
Hiickel, (b) 'orbital molecular normalitzat de menor energia, (c) l'e-
nergia de ressonancia de l'estat fonamental molecular. Es aquest un
compost aromatic?

Solucié:
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(a) El determinant Hiickel és

x 1 1 0

1 = 0 1| o2, o _ _ _ _
10 = 1 =z(z"—4)=0 — =0, z=0, z==2
0 1 1 =

Les energies orbitals resulten:
co=a+28, e1=qa, ea=a, es=a—20

(b) T'orbital molecular normalitzat de menor energia esta associat amb x = —2. Per
tant cal resoldre:

—2 1 1 o0][1 0
1 =2 0 1] |a| |0
1 0 -2 1] |b] " |o
0 1 1 =2||c 0

d’on trobem que a = b = c =1 i per tant, I'orbital normalitzat és:

1
¢0=§

== =

que no presenta cap node.

L’energia de 'estat fonamental és Fg = 2¢¢ 4+ 2¢1 = 4o + 4.

(c) Per calcular 'energia de ressonancia cal calcular I’energia de la forma ressonant
més estable que, en aquest cas, és com dos etilens independents. El problema
de l'etile (C' = C') déna lloc a un orbital enllagant sense nodes i energia a + 3
i un orbital antienllacant amb un node i energia @ — 3. Hi ha doble ocupacid
orbital. Aleshores, I'energia de l’estat fonamental de la forma ressonant és
Ejessonat — 4o 4+ 403 i I'energia de ressonancia en aquest cas resulta ser zero:

Aress = EO - E(T)’essonat — (40[ + 45) — (4a —|— 46) = 0

El compost no és aromatic perque no presenta estabilitzacié extra per ressonan-

cia (Aress = 0).

120. (a) Calculeu 'orbital molecular normalitzat Hiickel del benze (CgHg)
associat a ’energia ¢ = a — 2.
(b) Considereu el radical-molecula ciclica C3 H3. Calculeu l'orbital mo-
lecular normalitzat Hiickel associat a ’energia € = a 4 23.

o

(c¢) Calculeu la longitud d’ona A(A) de la radiacié electromagnetica que
provocaria la transicié entre les configuracions fonamental |¢p3¢;) i

lexcitada |¢2¢2) del C3Hg si |B] = 2.4eV i 1leV = 1.9107 9.
Solucio:
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(a) Sie = a — 283, aleshores x = 2. Per tant, cal resoldre, després de substituir z
per 2, el sistema:

[z 1 0 0 0 17 [1] [0]
1 =z 1 0 0 Of |a 0
0 1 = 1 0 O} |b] |0
0 01 = 1 0f]c| |O
0 0 0 1 =z 1| |d 0

1 0 0 0 1 =z| [e] 10

Procedint ordenadament trobem que l'orbital, després de normalitzar, és

1
-1
1|
Ve |1
1
—_1—
(b) En aquest cas tenim x = —2 i cal resoldre el sistema:
x 1 1| |1 0
z 1| |a|l = |0
1 1 x| |b 0

Rl
YERR

(c) Tenim que: 2 = AE =64 =6-2.4-1.6-107'° J. Aleshores, A\ = 853.6 A

121. La transicié m-electronica (m — 7*) menys energetica de 'espectre del
butadie apareix a una longitud d’ona A = 217 nm. Calculeu la integral
de ([ que apareix en la descripcié Hiickel d’aquesta molecula. Dades:
h=6.621073% J.s; c =2.998 10® m/s.

Solucid: Les energies orbitals del butadie les trobem a partir del sistema:

=2 —32°+1=0 — x==+161803, z = +0.618034

O O 8
O~ 8 B
— 8 = O
8 R OO

Els orbitals (doblement) ocupats tenen energies €9 = a + 1.6180358 i e1 = a +
0.618034(3. EIl primer orbital vacant té una energia e2 = o — 0.618034(. La transicié
des del segon al tercer orbital comporta un canvi energetic A = g2 — g1 = 1.2360.
Aquesta energia és igual a la del fot6 absorbit F = % = %

dues energies trobem que 3 =7.4-107'°J =4.6¢€V.

J. Igualant les
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122. Considereu el radical al-lil C3Hsg /\

(a) Calculeu-ne els autovalors i autovectors.

(b) Fent ts de pertorbacions fins a primer ordre, estimeu ’estabilitat
m que li proporciona a l’estat fonamental molecular el procés de

ciclacio:
(c¢) Estimeu-ho incloent fins al segon ordre de pertorbacié.
Solucio:

(a) El determinant Hiickel per a aquest problema és:

xr 1 0
1 z 1| =2*-22=0 — z=0, z=+V2
0 1 =«

Les energies orbitals resulten:
co=a+V28, e1=a, e=a—V23

Els orbitals associats sén

1 1 1
1 1 1
= |v2l; —=|[0|; = |[—-V2
2 \{_ V2 -1 2 1/_

(b) La matriu de pertorbacié en base atomica és

0 0 g3
0 0 0
30 0

Podem obtenir aquest mateix operador de pertorbacié en la base d’orbitals
moleculars:

172 V2/2 1/2 0 0 3 /2 1/V2 1/2
1/V2 0 —1/v2|-10 0 0f-|v2/2 0 —/2/2
172 —=v2/2 1)2 B 0 0 /2 —1/v/2  1/2

El resultat és:

/2 0 pB/2
H=|0 —-p 0
B/2 0 pB/2
Els elements diagonals d’aquesta matriu sén directament les pertorbacions de
primer ordre 5(()1) = sgl) = /2, 551) = —f3. Per tant, fins a primer ordre de
pertorbacio, les energies dels orbitals ocupats en ’estat fonamental molecular
sén:
€0 = 6(()0) + 5(()1) =a+ (V2+1/2)8
g1 = eﬁo’ +€§1) =a—0

L’estabilitat m que li proporciona a ’estat fonamental molecular el procés de
ciclaci6 fins a primer ordre és: A =2-(5/2)—1-8=0.
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. , H!.|?
(c) les energies de segon ordre vénen donades per 51(-2) =—> %.
g7 S5 T

Si mirem H’ observem que els elements H5, = Hbj; = 0, cosa que implica que

6&2) = 0. En la mateixa matriu observem que Hj; = Hi3 = [3/2. Per tant,
ORI
0 W28 82
L’estabilitat m que li proporciona a l’estat fonamental molecular el procés de
ciclacié fins a segon ordre és: A = ﬁi B (el doble de 5(()2) per estar aquest

orbital doblement ocupat).

123. Calculeu l'orbital molecular 7 del CgHg associat amb ’energia a + 2.

Solucié: Sie = a+ 20, aleshores © = —2. Per tant cal resoldre, després de substituir
x per —2, el sistema:

—_ o O O =8
oo o 8
SO, K8 RO
oL 8 ~ OO
_8 = O OO
8 R OO O -
O QUL O e =
SO OO oo

Procedint ordenadament trobem que 'orbital, després de normalitzar, és

(@)}
e e T

124. Calculeu

(a) els termes de la configuracié electronica fonamental de 1'oxigen

e 303773773, aixi com el nombre de microestats de la configuracio i
de cadascun dels termes que heu calculat.
(b) els termes de la configuracié electronica excitada . .. 3027@7@’, aixi

com el nombre de microestats de la configuracio i de cadascun dels
termes que heu calculat.

(c) Indiqueu el caracter enllagant/antienllacant dels MOs oy, 0y, 4 i
. Justifiqueu la resposta en relacié amb els nodes que presenten.

Solucio:
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(a) La capa oberta és 7r£2,. Calculem separadament els acoblaments orbitals i d’espin:

Mgy =S B[S, ]D Ay, 1/2®1/2 =1 [0]. Per tant, tenim els termes 'S
(1 microestat), 2, (3 microestats) i ‘A, (2 microestats). En total trobem 6
1

microestats, cosa que concorda amb 2 = % = 6.

(b) la configuracié 7 75 déna lloc als mateixos termes que la m, 7, degut a la
simetria forat-particula. Aleshores calculem els termes de la m, m4: 7y ® 7™, =
Y @Y, @Au, 1/2®1/2 = 1@ 0. En aquest cas no hem aplicat restriccions
derivades del principi de Pauli com abans perque els electrons en m, i m4 estan
en diferent subcapa. El termes que obtenim combinant sén:

Srely, e AP s @’ @ Al

que suposa un nombre de microestats 1+14+24+3-14+3-14+3-2 = 16 que,

N . . . . | |
obviament, coincideix amb = ﬁﬁ = 16.

(c) Els orbitals gerade (o4, mg) no canvien de signe respecte el centre d’inversié
mentre que els ungerade (0., m,) si que canvien. L’orbital o4 no presenta cap
node i és enllagcant mentre que o, presenta un node i és antienllacant. De
manera semblant, trobem que 7w, presenta dos nodes (el planol molecular i un
planol perpendicular que divideix I’enllag 7w en dues parts iguals) mentre que
presenta un unic node, el planol molecular. Aleshores, m, és enllacant mentre
que 74 és antienllagant

125. Imagineu un sistema descrit per un Hamiltonid . Considereu funcid
LCAO aproximada de ’estat fonalmental d’aquest operador ¥ = a¢, +

by, on {pa, By} estan normalitzats, (da|H|dba) = —2 anu., (¢p|H|dp) =
—2 a.u., (¢a|H|¢p) = —1 aw. i (ga|dp) = 7. Trobeu els coeficients
variacionals a i b i I’energia associada.

Solucié: La solucié variacional del problema passa per trobar les solucions del deter-

minant:
(Hao — E)  (Hap — SupE)

=0
(Hab — SabE) (be - E)

Si, com és el cas d’aquest problema, Hy,q = Hpp, Hap = Hpa, trobem les segiients
solucions per a l’energia:
Hoyo+Hpp —24(-1)
E:l: = = 1
1+ Sa,b 1+ 1

Tenim doncs B4 = —12/51 E_ = —4/3. La substitucié de cadascuna de les solucions
en ’equacié d’autovalors ens proporciona les funcions d’ona associades, que, després
de la normalitzacid, resulten ser:

1
Yt = m(% + ¢s)

és a dir, ¥y = \@(d)a + )i = \/g(@z — ¢)

126. Considereu 'orbital molecular %(O, 1,1,0,—1,—1) del CgHg. Calculeu-
ne ’energia en termes dels parametres o i (.
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Solucid: Cal resoldre el sistema:

[z 1 0 0 0 1] [0 0
1 = 1 0 0 O 1 0
01 =z 1 0 0]1]1 0
0O 01 = 1 0[2]60 0
0O 0 01 =z 1 -1 0
1 0 0 0 1 =z -1 0
Procedint ordenadament trobem les equacions:
1-1 = 0
z+1 = 0
142z = 0
1-1 = 0
—x—1 = 0
—1—xz = 0
que ens proporcionen la solucié x = —1, que correspon a l’energia ¢ = o + (3.

@ Josep Planelles - ISBN: 978-84-693- 4124-7

149

Problemes de Quimica Quantica - UJI



Algunes dades d’interes

O
o Integral: [ 2"e *dx = aﬁl
0

oo
o Integral: [ e “dr= /7
— 00

e Limit: lim SBZ — 1
x—0
e Relacions trigonometriques:
cos(a+b) = cosacosbFsinasinb; cos(a+b)+cos(a—b) =2cosacosb

sin(a + b) = sinacosb+sinbcosa; sin(a+ b) + sin(a —b) = 2sinacosb

e Element diferencial en coordenades esferiques: dv = 12 sin 8drdfdeo

Calcul de la integral de I, = [ r"e "dr amb a > 0

Procedim a integrar per parts,

b b
/ udv = [uv]® —/ vdu

Anomenem: u = " i dv = e . Per tant, du = nr" ' i v = —%e“"
Aleshores
o o
00 n 1 —arioo n n—1_—ar
I, = [uwv]§° — vdu = [r"(—=)e” P + — r" e dr
0 a aJo
Es immediat que,
,r,’I’L
lim — =0
r—0 ed”
L’altre limit,
.ot
lim —
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és indeterminat. Per determinar-lo, derivem numerador i denominador de
forma independent n vegades:

rht nrn—1 ) n!

lim — = lim =...= lim =0
r—oo ear r—oo qed’ r—oo qnedr

Aleshores,

In: —in-—1
a

Reiterant la integracié obtenim:

Calcul de la integral de J, = [“r"¢~*"dr amb a > 0

a

Analogament, amb u = "1 i dv = re~®", i calcul similar de limits,

n—1
2a
Ho pot fer la integral immediata J; i comprovar que J; = % Més compli-
cada és Jp, que podem determinar indirectament calculant primer el seu qua-
drat J& = fooo fooo e_a(‘”2+y2)da:dy = fooo 07r/2 e~ rdrd = 1o+ Amb aquest
resultat i reiterant la recurrencia obtenim:

Jn - Jn—2

o0 2 1 2 n'
_ n+1 _—ar _ :
Jon4+1 = /0 r e " dr = Sy

(o e]
9 2 1-3-5...(2n—1) T
J2n—_/0 r“"e” " dr = STESp —
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