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La fisica classica distingeix entre llum (fenomen ondulatori) i materia (fenomen corpuscular), men-
tre que la teoria quantica té en la dualitat ona-corpuscle els seus origens. De manera molt general,
podem referir-nos a una ona com un camp que oscil-la en el temps @ ’espai. En el cas d’ones elec-
tromagnetiques (llum) el camp oscil-lant és electromagnetic i, en funcié de la freqiiencia d’oscil-lacid,
la llum presenta un o altre color. La llum presenta també una altra propietat a banda del color, la
polaritzacié. Aquesta magnitud ens indica la direccié d’oscil-lacié de la component electrica del camp
(la component magneética oscil-la perpendicularment a la component electrica). Un raig tipic de llum
ordinaria és una mescla d’ones amb distintes polaritzacions. Hi ha pero certes substancies, como
ara els cristalls de calcita o els filtres polaritzadors, complements habituals de cameres fotografiques
reflex, que Unicament deixen passar al seu través la part del raig que oscil-la en una determinada
direccid, proporcionant aixi llum polaritzada.

El caracter vectorial del camp electric fa que pugam descriure la polaritzacio lineal, de la que just
hem parlat, com un a superposicié de llum polaritzada circular a esquerres i a dretes. O, a l'inrevés,
que la llum polaritzada circular resulta d’una superposicié de polaritzacié vertical i horitzontal, amb
el pertinent desfase. Qualsevol polaritzacié pot ser descrita com una combinacié de dues polaritza-
cions linealment independents (vertical/horitzontal, circular a esquerres/dretes, etc.).

Figure 1: La polaritzacié circular vista com suma de polaritzacions lineals.

La polaritzacié circular implica una rotacié i per tant un moment angular. Efectivament, Beth!
va mostrar experimentalment que en fer passar llum polaritzada circularment a través d’un cristall
que parcialment ’absorbeix i que estava penjat d’un fil, aquest comencava a rodar, és a dir, adquiria
un moment angular (vegeu Fig. 2). Podem dir que polaritzaci6 és una forma complicada d’indicar

IR.A Beth, Phys. Rev. 50 (1936) 115.




que la llum pot fer rodar els objectes que il-lumina.
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Figure 2: Experiment de Beth.

En una descripcié microscopica de la llum, en la que aquesta esta formada per una col-leccid
de particules identiques anomenades fotons, mesures adequades mostren que cada quantum de llum
posseeix un moment angular L = £, cosa que indica que el foté presenta una rotacié>. Anomenem
helicitat a aquest moment angular, que pot ser positiu o negatiu, o simplement I’anomenem espin del
foté3. Aleshores, I’espin ens indica la polaritzacié de la llum.

La magnitud de la helicitat o espin de foté no hauria de ser cap sorpresa, ates que podem trobar
classicament que la relacié entre 'energia E' i el moment angular L que transporta una ona electro-
magnetica polaritzada circularment estan relacionades amb la seua freqiiencia w segons L = E/w.
Per demostrar aquesta relacié seguim Feynman i considerem que un feix de llum polaritzada circular
incideix sobre un atom que, de manera simplificada, el representem per un electré en una orbita al
voltant del nucli de radi » . En resposta al camp electric 1'electré fa un cercle a la velocitat angular
w. El camp electric exerceix una forga sobre 'electré F' = eF i un moment M = er x F.

Figure 3: Electro sota la infuencia d’una llum amb polaritzacié circular.

2Fixem-nos que malgrat que macroscopicament qualsevol parella de polaritzacions independents constitueixen una
base, la polaritzacié circular és una propietat intrinseca de les particules de llum o fotons.

3Hom podria pensar que si 'espin del foté pot adquirir valors m, = =£1, hauria de ser possible també tenir fotons
amb mg = 0, cosa que no s’observa experimentalment. El motiu deriva del fet que els fotons van a la velocitat ¢ de la
llum. Aleshores, I'eix de rotacié ha de ser paral-lel a la direccié del moviment i la velocitat de rotacié perpendicular
(no importa la direccié) si no volem superar c. Si el foté tingués massa, és a dir, si viatgés a una velocitat inferior a
¢, si que podria presentar un espin ms = 0.



Aquest moment de la for¢a provoca una variacié de moment angular M = dL/dt i un treball
W = Mdf. Al llarg d’un periode s’efectua un treball W = 27 M a la vegada que s’incrementa el
moment angular amb AL = MT = M2r/w. Aleshores concloem que AL/W = w. Com l'energia
i el moment que guanya l'atom els perd la radiacié, podem concloure que la radiacié polaritzada
circularment que presenta una energia per unitat de volum F transporta també un moment angular
per unitat de volum L = E/w, on w és la freqiiencia de la radiacié (que és també la freqiiencia en
que gira el camp electric, perpendicularment a la direccié de propagacié.

Figure 4: Llum amb polaritzacié circular.

Les particules materials també presenten espin,* que és una forma de dir que les ones de materia,
de manera similar a les ones electromagnetiques, poden ser polaritzades. L’espin descriu la manera
en que les particules roden i, subsidiariament, demostra que aquestes no poden ser simples esferes
puntuals.

Els experiments mostren que electrons, protons i neutrons tenen espin 1/2 i per tant dues possibles
orientacions: up i down. Moments angular fraccionaris no sén freqiients en la vida ordinaria. Aixi
espin 1/2 significa que tnicament una rotacié de 47 radians (i no una de 27 radians) és equivalent a
una rotaci6 nul-la.

Sovint podem llegir en la literatura que aquest és un fenomen purament quantic i que no podem
visualitzar en el mon macroscopic on un a rotacié 2w sempre suposa una identitat. Herman Weyl va
ficar un exemple macroscopic on aquesta necessitat de rotar 4w per a retornar al punt inicial es fa
necessaria. Tot seguit fem una descripcié personalitzada del seu exemple.

Imaginem dos conus truncats en contacte en el vertex i al llarg d’una generatriu. Si fem rodar
simultaniament els dos conus mantenint contacte, retrobem la posicié inicial despres que cadascun
rode un angle 2. Aquesta observacié I'hem feta des d'un sistema de referéncia extern als conus.
Tot seguit ens ubiquem sobre un dels conus, com indica la figura 5, Observariem que l’altre conus
realitza una rotaci6 al voltant del seu eix d’angle 47 per retornar al punt inicial. Obviament, els

4Ates que en el cas de particules materials v < ¢, no trobem restriccions en la orientacié de Ieix de rotacié i per
tant per un S donat sén possibles tots els mg compatibles.



Figure 5: Els dos conus de Weyl.

electrons no sén conus truncats. Els conus simplement ens diuen que no és necessariament desca-
bellat dir que una rotacié 27 no ens torna al punt inicial mentre que una altra d’angle 47 si que ho fa.

L’espin esta intimament relacionat amb 'estadistica. Diem que els bosons presenten espin enter
mentre que els fermions el presenten semienter. En un col-lectivitat de fermions identics, como ara
electrons, no poden haver-ne dos en el mateix estat quantic (principi d’exclusié de Pauli), mentre
que no hi ha aquest principi d’exclusié en col-lectius de bosons, como ara els fotons. En contrast
amb el comportament aillacionista dels fermions, als bosons els agrada estar junts. No tenen cap
principi d’exclusié. Aquest comportament cooperatiu dels bosons els permet actuar orquestradament
i produir efectes macroscopics. Per exemple, milions de fotons poden unir-se coherentment i donar
lloc a una ona electromagnetica macroscopica. El principi de Pauli impedeix que els electrons puguen
fer alguna cosa semblant. Es per aixo que, malgrat que els electrons tenen una ona associada, mai
veurem ones macroscopiques d’electrons.

El diferent comportament estadistic d’un i altre tipus de particula fa que donen lloc a fenomenolo-
gies completament diferents. Aixi, la materia és impenetrable, la podem tocar, mentre que la llum
és intangible i, com un fantasma, la podem travessar o pot passar a través de la materia solida, como
ara un vidre, com els fantasmes travessen les parets.®

Per una altra banda, sabem que la materia és basicament espai buit (per exemple diem que un
atom d’hidrogen té un radi de 5-107?m i estd constituit per un proté de radi 10~°m i un electré de
radi 3 - 107*°m, és a dir, ’atom d’hidrogen té un radi al voltant d’un milié de vegades major que el
radi de les seues dos particules constituents). Aleshores, cém podem explicar la impenetrabilitat de
la materia si simultaniament diem que la materia és basicament espai buit?

Podem donar ara una resposta: el principi d’exclusié és al motiu que fa que dos trossos de materia
no puguen interpenetrar-se. Per exemple, podem dir que les campanes sonen gracies al principi de
Pauli. Les campanes no sonarien quan les colpeja el martell si aquest les penetrés. En qualsevol
exemple de dos trossos de materia que s’interpenetren un en l'altre, els electrons dels dos atoms

5Podriem fer ciencia ficcié i dir que la mort suposa un canvi d’espin de les particules de les que estem formats,
electrons, protons i neutrons, des de S = 1/2 fin un valor enter. Aleshores, ens convertiriem en espectres que poden
travessar parets i també travessar altres espectres.



haurien d’estar en el mateix lloc, tindrien el mateix estat i aixo esta prohibit pel principi de Pauli. El
mateix principi justifica perque la materia no pot ser comprimida indefinidament, perque les estrelles
de neutrons no col-lapsen sota la seua propia gravetat. A un cert punt, la pressio efectiva de Pauli
fa acte de presencia i ho impedeix.

Per la seua banda la llum, és a dir els bosons, poden interpenetrar-se sense més problemes. Aixi
es justifica la segona llei de I'Optica geometrica que estableix que dos rajos de llum que es tallen no
es pertorben I'un a l'altre, propagant-se de manera independent. I és que entre els bosons no hi ha
principi d’exclusié.

Hem discutit que l'estadistica ve marcada pel caracter enter o semienter de 1’espin. Tanmateix,
la definicié de fermi6 i bosé no deriva de rotacions, si no de bescanvi de particules identiques. En
efecte, si tenim un sistema de dues particules ideéntiques, la funcié d’ona 'escrivim W(zy,xs), on
x; representa totes les coordenades de la particula i incloent el seu espin x; = (x4, ¥, 2i,0;). La
funcié d’ona W(zy,xs) en si mateix no és un observable. L’observable és |¥(zy,xs)* que repre-
senta la densitat de probabilitat que una de les particules estiga en x; mentre I'altra esta en xs.
Si les particules sén identiques, el principi de Heisemberg les fa indistingibles. Aleshores haura de
succeir que |U(xy, 22)]? = |¥(x9, z1)|?. Si eliminem les segones potencies obtenim dues possibles solu-
cions. Una solucié que correspon a bosons, W (z1,xs) = W(xy,z1) i 'altra que defineix els fermions
U (1, m9) = —V (29, x1). Aquesta darrera equacié fa evident el principi de Pauli per a fermions: si
Ty = o, aleshores, W(xy,x1) = =V (xq,21), i.e. ¥(x1,27) =0.

Hem de concloure que espin (rotacid) i bescanvi (permutacié) estan relacionats. Dirac va idear
una imatge mecanica per visualitzar aquesta relacié. S’anomena el truc del cinturd i essencialment
és com segueix. Imaginem que dos fermions identics estan units per una cinta, com indica la figura 6.
Fixem-nos en la cinta que els uneix. Si efectuem una rotacié 27 en un extrem de la cinta produim en
ella una enroscadura (cal que feu l'experiencia per comprovar-ho!). Si efectuem una segona rotacié
de 2w, fent un total de 47 radians, obtenim dues enroscadures. Tornem a l’inici. Si efectuem un
bescanvi de particules produim una enroscadura en la cinta. Si efectuem un segon bescanvi, sota la
condicié que en els dos bescanvis la primera particula passe sempre per dalt de la segona, obtenim
igualment dues enroscadures. Si fem pero que en cada bescanvi passe una particula per dalt obtenim
la situacié original.
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Figure 6: El cintur6 de Dirac: Un bescanvi o una rotacié de 27 radians en un extrem de la cinta.

Pero allo que és important és el bescanvi i no la manera en que aquest s’efectua. Dues enroscadures
i una cinta plana haurien de ser equivalents. Dirac (supose) que raona de la segiient manera. Alld
que és observable sén les dues particules, no la cinta que les uneix. Aleshores, qualsevol moviment
de la cinta que no altere les posicions de les particules seria invisible i per tant inexistent. Si fem que



Figure 7: El cinturé de Dirac: Segon bescanvi o segon rotacié 27 en un extrem de la cinta.

la cinta amb les dues enroscadures no estiga tensada podem fer-la passar per damunt de la particula
2 restablint la situacio inicial, sense que les particules hagin alterat la seua posicié, com podeu veure
en aquesta animacié de Greg Egan que podeu trobar en la web.
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En altres paraules, la cinta descriu el comportament de la fase de les funcions amb espin 1/2, tant
respecte de rotacions (espin) com de permutacions (bescanvi de particules idéntiques) i la manera
en que un i altre estan relacionats. Cal fixar-se que el model mecanic de Dirac requereix un espai
(almenys) tridimensional. De fet 1’espin sols existeix en tres o més dimensions espacials. Els objectes
bidimensionals sén anomenats anyons perque no tenen espin. Cal dir que el mon 2D no és una
pura curiositat academica perque en molts experiments de la fisica d’estat solid el sistema és quasi
bidimensional. La discussié pero d’aquest topic va més enlla dels objectius del present seminari

Que podem dir dels fotons, és a dir dels bosons amb S = 17 Sens dubte que sota rotacions es
comporten de manera diferent als electrons i que haura de succeir que rotacio i bescanvi siguen també
processos relacionats.

Fixem-nos, per acabar, que la rotacié d’un cos macroscopic suposa un bescanvi continu de la
posicié de les sues part constituents. Aleshores, caldria no sorprendre’ns perque rotacié i bescanvi
son les dues cares d'una mateixa moneda, de manera que si I’estadistica ver marcada per la permutacié
(bescanvi), aquesta ha de poder ser etiquetada per la rotaci6 (espin).
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