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En la majoria de les fonts bibliografiques I'operador d’espin i les seues funcions propies « i 8 apareixen en forma
simbolica, cosa que contrasta amb el moment angular orbital i les seues autofuncions que se presenten en la
seua representacié coordenada que les fa més accessibles a la vegada que proporciona formalismes no heuristics
de manipulacié. En aquestes notes revisarem de forma breu com s’origina 1'operador d’espin amb la finalitat
d’obtenir una realitzacié concreta i intuitiva per a la seua manipulacio.

Comencem recordant que en teoria relativista ’energia cinetica d’una particula és E = mc?. Addicionalment,
aquesta particula podra tenir un potencial V() en ocupar una determinada posicié en un camp potencial V.
El moment lineal és p = mv. Escrivim:
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Aleshores E = \/p2c? + mic*. Dirac va plantejar escriure que E = apc + Smoc?. Aquesta igualtat és falsa

si a i B sén ndmeros, perd no ho és si sén matrius. La menor dimensié de les matrius que permeten aquesta
linearitzacio en la férmula de ’energia és 4x4. En particular, si escrivim
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podem comprovar que [apc + Bmoc?])? = p?c? + m3ct. En efecte, tenim que:

[ape 4+ Bmoc®)? = (ap)?c® + B2mic* + (apB + Bap)moc®.
Com ap = a.ps, + Py + ap, tenim que:

apB + Bap = (azﬁ + Baz)px + (ayﬂ + ﬂay)py + (azg + ﬂQZ)pZ (3)
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amb la qual cosa el tercer terme és zero. Tanmateix, és immediat comprovar que 82 = Ijy4.

Finalment tenim el terme:

aipi + (axay + ayaz)pzpy + (azaz + azaa:)pmpz + -+ 0@}?3 (5)

o (0 o\ (0 oz _ (o2 0 . 2 (0 1\ (0 1} (1 O
O‘w_(am 0)\e. 0)7\0 02) " %7 1 0)\1 o) \0 1 ()
en conseqiiencia ai = Iyxa.

Considerem ara els termes creuats:
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Per una altra banda,
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amb la qual cosa azay + aya, = 0, de manera que ((sz)2 = p?Iia.
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Per tant podem escriure que E = @pc + fmoc? + V() i aleshores escriure I'equacié d’autovalors de Dirac en la
forma:

[ape + fmoc®> +V(r) ¥ =E¥  on U= f2(r) . (9)
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La forma en blocs de les matrius « i 8 suggereix escriure ¥ = < ), on Y4 iYp sén vectors columna de dos

components. Aleshores rescrivim ’equacié d’autovalors:
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efectuant el producte matricial trobem que:

{ coppp + V(r)a = (E —moc?)ha = Eiu i
coppa —moc?Yp + V(r)p = Byg — g = (2moc® + E — V) teopia

Considerem ara el terme:
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Amb aquesta aproximacié severa tenim que:
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Es immediat comprovar que (0p)? = p? Ioxo i I'equacié d’autovalors queda:

D V(YA = Bia on v = (gg))) - (f g>) n (g(or)) . (14)

Podem escriure ara de manera simbolica ¥4 = f(r)a+ g(r)S on a = (é) ig= (?)
Veiem doncs que 'equacié d’autovalors obtinguda equival a 'equacié no relativista de Schrodinger.

Si no fem una aproximacio tan severa del terme aproximat en I’eq. 12 i considerem
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apareix en ’equacié d’autovalors el terme adicional —%(O’ﬁ x VV) que anomenem d’espin-orbita perque si
2c
Vr)= —%, aleshores VV' = 3 i com p'x 7 = —L aquest terme pren la forma Hsoc = £LS, on hem anomenat

S = %U. Aquest operador d’espin actua sobre ’espinor 14 de manera matricial. Per exemple,

Saa=gown=3 (1 o) (1) =3 (H0))-

L’operador S2 %O’%O’ = i(am + 05 + 02). Es immediat comprovar que 02 = 05 = 02 = Ipxo. Aleshores S? és

diagonal: $2 =



Els operadors escalars, com ara Hy = % + V(r), f/Q, ﬁz, etc. so6n operadors diagonals: ﬁOIQXQ, f/Qngg, etc.

Calculem ara un operador mixt, com ara 215 = 2(L S, + L Sy + L. 3

s a . . 0 L, —iL,
2LS = Loy + Lyoy + L.o, = (f/x 0 > <zfly 0 ) ( )

amb f/i = I:w + zﬁy
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Analogament operador J% = (L + )% = L% + 52 + 2LS queda:
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Fixem-nos que els espinors 0 ) \y sén propis dels operadors Hy, L°, L,, S*, S,. També ho sén de
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pero no ho sén de J2. Els autovectors de J2 han de ser de la forma . En efecte:
bYr(v+1)
[ aYeu {ILL+1)+ 3+ Mla+b\/LL+1)— (M+1)M }Yru AYpu
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(18)
Els quoficients a i b han de ser tals que 7 = %.
A manera d’exercici comporvarem que la base de funcions de Bloch per a forats de valéncia:
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és propia de J2. Abans pero farem dos aclariments importants respecte de notmalitzacions i fases. La primera
és que pr = (x + iy) no estd normalitzat. Cal afegir una constant 1/y/2. Aleshores escrivim Yip, = z,
Y, = —%(x +1iy), Y14 = %(z — 4y). Fixem-nos en la fase que hem introduit en la definicié de Yi;.

Aquesta és consistent amb el criteri de Condon-Shortley Y111 = F4/ 8% sin fet??,

Amb aquestes consideracions! podem rescriure la base de valencia:

%(Ynﬁ +V2Y100), %(Yl,—la +V2Y108), Y1,-158}

sobre la qual ja podem aplicar els operadors Ez’ ﬁz, Ly.
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Procedim doncs a obtenir tota la base a partir de |3/2,3/2) amb el concurs de J_ i a comprovar que és propia

de J2: .
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1Sense introduir aquesta fase en Y1 semblaria que |3/2,1/2) no seria propia der J2 i no podria obternirse des de |3/2, 3/2) amb
el concurs de J_.
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J [f%(\/ﬁﬁoa +Yup) = (El‘ io_) (f%) (\/Eﬁm) = (-2%) (\/iyi)y r\lﬁym) - *% (%3;110> 21
normalitzacié » (\?;) (22)

J_ [T(Yl _1a+V2Yi0B)] = (il ! ) \lf (\?;0) = % (YL,l JSQYl,,l) - % (Yl(,)fl) (23)
normalitzacié (Yl(il) (24)

Comprovem ara que aquesta base és propia de J?

2 _ Z2+%+-t/z L_ Vi) _ (A +1)+32+1]Yiu 40\ _ 15 (Vi
JY“‘“( i 23 i )J\o)” 040 =7 (o (25)

on 15/4 =3/2(3/2 +1).
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