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1 Objectius

L’objectiu d’aquestes notes (que sén la base del primer seminari que farem enguany) és complementar el tema 1 de
les Noves Notes de Quimica Quantica. Volem mostrar tinicament:

e l'aparicié d’una equacié i, per tant d’una funcié d’ona, vectorial,
e l'aparicié natural de ’espin,
e 'aparicié natural del terme d’interaccié espin-orbital.

Deixem de banda molts aspectes interessants, aixi com renunciem a connectar aquesta equacié amb el seu grup de
simetria natural (grup de Lorentz) que fa que tot aparega de manera molt harmoniosa. Ag¢d implica una major
complexitat fisico-matematica i, per tant, ultrapassa de molt els objectius del curs. Per a una major profunditzacié
recomanem la lectura de, per exemple, A.S. Davidov Quantum Mechanics, 1.1. Schiff Quantum Mechanics, L. Landau
i E. Lifshitz Quantum Mechanics, V. Heine Group Theory in Quantum Mechanics, etc.

2 L’equacié de Dirac

Volem trobar una equacié en la forma:

ih%\ll(r,t) = HpU(r,t). (1)

és a dir, amb una derivada primera respecte del temps, tenint de guia que una particula que es mou lliure en un medi
homogeni déna compliment a E? = m2c* + p?c?. Aquesta equacié la podem reescriure en a forma:

(E/e)” = (p* +m®c*) =0 (2)
Anomenem A? = (p? + m? c?) i provem d’escriure (E/c)? — A2 = (E/c+ A)(E/c — A), de manera que

(B/c) = A* = (B/c+ A)(Bfe—A)=0—|E/c - A = 0] (3)
Que és A? Com p?> = Y pi, provem d’escriure
H=x,Y,2
A= Z YuPp + Bme (4)
H=x,y,z

on 7y, i # sén magnituds desconegudes que determinarem de la identitat A% = (p2 +m?c?):

A=l mP P =) Y npupy + BmPE Yy Bmepy+ Y Brumepy (5)
I u

v B

Per a que la anterior igualtat, Eq. 5, siga possible caldria que:

YuYe + Y =0
YulB+ By =0
h=0"=1 (6)



Es clar que si els objectes v, 0 es comporten com indica el conjunt d’equacions (6) no poden ser simples nimeros.
Podriem representar-los per matrius. Com el seu quadrat ha de ser la unitat cal que els seus valors propis siguen +1.
Triem arbitrariament la matriu 8 diagonal i ordenem els seus autovalors:

1000 0 0 0 0
010 0 0 0 0 0
00 10 0 0 0 0
00 0 1 0 0 0 0
0000 0.0 0 0 1 0
=l 000 T 0 0 0 <0—1> Q
0000 0 -1 0 0
0000 0 0 -1 0
0000 0 0 0 -1
0000 ... 0 0 0 0

Considerem ara l'equacié matricial v,5 + vy, = 0, és a dir (v,);:(3; + 6i;) = 0, amb 3}, 6; elements diagonals de .
Tenim que:

e Si B; = [3;, aleshores,
e Si B; # 0, aleshores,

Yu)jt =0
'Yu)jl #0

0 7/L 1
Yuz O

En dos dimensions (la minima dimensié possible), les tres matrius de Pauli,

(1) (1) (00,

donen compliment a les condicions (6). Deixem com exercici comprovar que:

(
(

Aleshores cal que 7, = ( ) ,icom 'yﬁ =1, cal que les matrius v, i 7,2 presenten identiques dimensions.

0]2- =1
ojor +oro; = 201
ojor = —oro; = io; (ordre ciclic: z,y, 2). (9)

Podriem doncs assignar 7y, = 04, vy = 0y i 8 = 0,. Faltaria trobar una quarta matriu v,. Com les matrius 2x2 tenen
quatre elements, resulta que v, seria necessariament combinacié lineal d’aquestes tres component de o = (04,0y,0;)
més la matriu unitat 2x2. En altres paraules, no és possible trobar una quarta matriu 2x2 linealment independent que
anticommute amb o, oy, i 0,. Aleshores, pujem de dimensié i definim les matrius:

. 12,2 0
po= ( 0 —12m2>7

o= (%) = (10)

o, O

Hom pot comprovar que aquestes quatre matrius donen compliment a les condicions (6) i veurem al llarg de les segiients
seccions que amb elles podem construir ’equacié quantica per a particules amb espin 1/2. Hi ha altres matrius de
major rang que també donen compliment a les condicions (6) i que corresponen a particules amb espin major que 1/2.
Aquest topic ultrapassa el marc i abast de les presents notes i no 'adregarem.

Tornem, doncs, sobre 'equacié (3) i substituim A pel seu valor, d’acord amb les equacions (4), (10a) i (10b),

E/c— Z YuPp — fme =0 (11)
=Y,z
Aquesta equacié juntament amb ’equacié de 'ona plana (per a cadascuna de les components, atés que ara equacié
és vectorial), ens servira de guia per trobar I’equacié de Dirac:

ei(p~r—Et)/fL ei(p‘r—Et)/h

h O ., 0 ei(pr—Et)/h ci(Pr—Et)/h
(iogpt Do wihg—=Bmo) | prpom | =Ele= D wpu—0me) | Lpe-pom | =0 (12)
H=TY,2 g et(pr—FEt)/h H=T,Y,2 eipr—Et)/h



La comparaci6 de (12) i (1) ens permet escriure I’'Hamiltonia de Dirac:

Z C'y#zh —|— pmc® = cy - p + fmc?, (13)

H=T,Y,2

= (85 )i (! _01>.

De seguida observem que l'operador moment angular no commuta amb Hp. Ho comprovem en el cas de la
component L, (de manera analoga hom pot comprovar les altres components del moment angular). De la definicié de
moment angular L = r A p, tenim que L, = yp> — zpy. Calculem doncs [Lm, H pl:

L.Hp —HpL, = Li(cy-p+pBme?) —(cy-p+pmc?)L,

= ¢ (v (yp= — 2py)P — v - P(YP: — 2py))

(yp> — 2py) P Pa(yps — 2py)
= c|(% w ) (ypz—zm) (7% W v )| pylyp: — 2py)
(yp= — zpy)p p=(yp= — zpy)
0
= ihc ( Y= Yy V=
= ihc (Vypz 'szy (14)

Definim ara ’operador,

e (5 2)

on o = (05,04,0.). Aquest operador tampoc commuta amb Hp. Ho comprovem en la component o/, (de manera
analoga hom pot comprovar les altres components):

oL Hp —Hpol, = col(y -p+Bmc?) —c(y p+pmc?)ol,
= ¢ [(ohy —~0L) - p+ mc® (0,8 — Bol)]
- o, 0 0 o _ 0 o o, O '
- ¢ 0 o, o 0 o 0 0 o, p

0 Ox0; — Oi0g
= C . p
Op0; — 00y 0

(16)
Recordem que 0,0, = ioy, (ordre x y z ciclic). Aleshores podem escriure que:
R R Pz
o,Hp —Hpo, = ¢ (0 2y, —2iy, )| py
pz
= 2ic (’szy - 7ypz) . (17)

Des de les equacions (14) i (17), que reescrivim:

-i/:c,}:[D - ﬂDZ—/m = ihc ('7ypz - P)/zpy)
U;ﬂp — 'HDU; = 2ic ('Vzpy - 'Vypz) ,



descobrim que la magnitud

Jo =Ly + -0, (18)

| St

si que commuta amb Hp i és, per tant, una constant de moviment. En altres paraules, el moment angular L no és
una constant de moviment. Tampoc ho és la magnitud %0; ni per tant %O’x que simbolitzem S, i anomenem moment
angular d’espin (en concret hem definit la component x, les altres components es defineixen analogament) i que té
caracteristiques de moment angular, encara que no te analeg classic. La constant de moviment és el moment angular
total J.

3 L’electré en un camp central
L’objectiu d’aquesta seccié és mostrar 'aparicié natural del terme d’interaccié espin-orbital en el tractament de Dirac.

Amb aquesta finalitat considerem I"'Hamiltonid en preséncia d’un potencial central V(r) = 1/r i calculem els estats
estacionaris d’aquest problema (és a dir ressolem la seua equacié d’autovalors). L’Hamiltonia de Dirac és ara,

Hp =cv-p+ fmc® +V(r). (19)

i la seua equaci6 vectorial d’autovalors, Hp¥ = EV, on,
(r,t)
U(r,t) = %E : g . (20)
(r,t)

A la vista de l'equaci6 (13), on les matrius 4x4 les expressem com matrius 2x2 amb elements que a la vegada sén
matrius 2x2, és convenient utilitzar una notacié més compacta i escriure

U(r,t) = ( & > (21)

on ¥y, U5 sén vectors amb dos components.
Amb aquesta notacié compacta, I’equacié de valors propis, la reescrivim com

ﬂD\P(r,t):{c<g g>.p+((1) _01>m02+V(r)((1) ;’)Ki;)zE(&g) (22)

Efectuant les operacions i anomenant E' = E — mc? obtenim dues equacions acoblades:

(E'— V), —co-ply = 0 (23)
(B' =V +2mc®)¥y —co-p¥; = 0 (24)
Des de (24) podem escriure que ¥y = %Wl, resultat que, portat a (23), déna lloc a:
Frm | top (1+ 2V opiv|w (25)
L= 2,7 P 2mc? P !

En el limit no relativista (la velocitat v dels electrons al voltant dels nuclis és molt més petita que la velocitat de

la llum, v << ¢) podem utilitzar I'aproximacié (1 +z) ' ~ 1 —x, on z = g;;c‘; << 1, i convertir I'equacié (25) en:
1 E -V
BV, =|—0o- 1——F7F . 4R'% 26
' [Qmap( 2m02>0p+} ' (26)
Recordem ara que p = —ihV i que V = 1/r, de manera que queda:
1 E -V ih

Ev =|—(1-——+ . . ———(o- . v 2

= o (1252 o piop) - Lo YY) p) 4 V| v (27)



Tot seguit particularitzem la identitat (- A)(o -B) = A-B +io - (A AB) (que demostrem en I’exercici adjunt)
als casos inclosos en I’equaci6 (26),

(@-p)o-p) = p’ (28)
(0-VV)(e-p) = (VV-p)+ioc- - (VV AD). (29)
Problema: Demostreu que (o - A)(o - B) = A - B + io - (A A B) tenint en compte les propictats equacié (9) de les matrius de Pauli.

Solucié:

(c-A)o -B)

E E oK B (30)
= E oo, A By
E a]AJBJ + E 0ok A;By

J#k

= A-B+E ojakAjBk+E ook A By
i>k i<k

= A4B+iE o1 (A;By, — AR Bj)

i<k
= A.B+ioc-(AAB)

(31)

Amb les equacions (28) i (29), 'equacié (27) queda:

E -V p2 ih
E'v, = Kl BT ) o Tm2e? (VV.p+ioc- (VVAP)+ V| T, (32)

Com V = 1/r, aleshores VV = av w1 VV.p= —ihdv e 6T

Escrivim VV = 1 %Z ru, = i %‘Tfr A partir d’aquesta identitat podem escriure que VV Ap = 71n %Zr AP = %%L'

19Vg. L.

Si a més a més recordem que S = a' tenim que o(VV Ap) = £ 5

2
Finalment, en el limit no relativista tenim que £ —V ~ 2. Amb tot ago concloem que:

p? pt ? OV @ 1 10V
2m 8 m?3 c? 4m?2¢? Or Or  2m2c2r Or
El primer i tercer termes es corresponen amb ’equacié no relativista de Schrodinger, el segon terme té la forma

classica de correccié relativista de I’energia cinetica, el darrer terme és I’energia d’interaccié espin-orbital que no té
correspondencia classica. El quart terme és una correccié relativista a l’energia potencial que tampoc té analogia

E'l, = S L| T, (33)

2
classica. Tots els termes correctius sén de l'ordre de v?/c? respecte del terme 32—+ V de Schrodinger. El terme
espin-orbital és especialment rellevant perque es correspon amb el desdoblament de termes que serien degenerats si
tots dos, S i L fossin constants de moviment en lloc de ser-ho tinicament J.



