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1 Introduccio

Les simetries tenen un paper important en la reduccié del nombre de graus de llibertat de qualsevol sistema
complex. Com a major bastié, direm que la teoria que descriu les unificacions de les particules fonamentals i
les forces fortes i electro-febles de la natura, anomenada model estandard, és basicament I’aplicacié de principis
de simetria. Tot i aix0, sempre se mantenia que fermions i bosons eren dues classes diferents de particules. Als
voltants de 1970 pero, apareix una nova teoria, anomenada supersimetria, que ja no tracta bosons i fermions
com dues classes diferents de particules. L’operacié de supersimetria converteix bosons en fermions i viceversa.
Aix{, la supersimetria introdueix un soci fermionic (bosonic) per a cada bosé (fermid) que difereix en mitja
unitat de nombre quantic d’espin. La parella s’anomena superparticula (sparticula) de la particula original. La
particula i la seva sparticula han de ser identiques en tots els nombres quantics excepte en el nombre quantic
d’espin. La proposta teorica de la supersimetria no s’ha provat encara experimentalment. Els acceleradors
actuals funcionen a energies molt inferiors a I’energia necessaria per provar la supersimetria. Tot i que encara és
un debat obert si la natura posseeix supersimetria o no, hi ha interessants aplicacions de la supersimetria com
ara resoldre facilment sistemes mecano-quantics que contenen potencials no trivials mitjangant I’explotacié de

la supersimetria.[1, 2, 3]

2 Bosons, Fermions i supersimetria (SUSY)

Considerem funcions de particules independents simetriques |x...Xxi)s = Zpﬁ(Xk ...x1) 1 antisimetriques

IXk - Xxi)a =D, (=1)PP(Xk - .- x1) - Definim creadors:

af Xk xi)a = IXixk - x1)a (1)
b Xk - xa)s = XXk - X1)s (2)
+ + — vy, = _|v.iv, = —atat :
aleshores, a;"a] IXE - X1)A = [ XXXk - X1)A = —|XjXiXk ---X1)A = aj a; [Xk .- Xi1)a, per tant:
{af,aj}=0 (3)
afal =0 (4)



i.e., no se poden crear dues particules en un mateix estat.

També, b b1 [xk - X1)s = [XiXjXk - - - X1)S§ = |XiXiXk - - X1)s = bJ b [xk - - xa) s, per tant:

[ij b;r] =0 (5)
bOF 0 (©)

i.e., no hi ha limitacié a 'ocupacié d’'un mateix estat.
Definim també aniquilador a;|x;Xx ---Xi)a = |Xk--- X1)A-
A partir que a;|XEXi - X1)A = —@i|XiXk --- Xi)A = —|Xk - - - X1) A concloem que a; ha d’actuar sobre la primera
funcié. Aleshores, des de: a;a;|XjXiXk - X1)A = | Xk -+ - X1)As Q@i X5XiXk---XI)A = —QjQi|XiXjXk---Xi)A =
—|xk ---X1)a, deduim que:

{ai,a;} =0 (7)

Analogament, b;|xiXk - -- X1)s = |Xk - -- X1)s» bibj|XjXiXk - - - X1)s = [Xk - - X1) s 1050 X5XiXk - - X1)s = Xk --- X1) s>
d’on deduim que:
[bi,bj] =0 (8)

Els aniquiladors sén adjunts dels creadors. En efecte: |K)a = |xix;)a = a; |x;). Calculem I'adjunt: 4(K| =

(x;|(a;)* = (xjlai, on identifiquem a; = (a;

7)*, perd no amb lanterior aniquilador (encara).

Com 1 = (K|K)a = (xjla;|K)a i també 1 = (x;|x;), identifiquem a;|K)a = |x;), i.e., ai|xix;)a = |x;) i, per

tant, a; és un (actua com un) aniquilador.

Analogament |K)s = |xix;)s = bf|x;). Calculem ladjunt: (K| = (x;|(b;)* = (x;/b;, on identifiquem
b; = (b)), perd no amb l'aniquilador (encara).

Com 1 = (K|K)s = (x;|bi|K)s 1 també 1 = (x;[x;), identifiquem b;|K)s = [x;), i.e., bilxix;)s = |x;) 1, per
tant, b; és aniquilador.

Amb i # j Paccié (a;rai + aia;r)|xk...x1>,4 =0six; ¢ |[K)aifox; € |K)a. Considerem doncs I'inica
possibilitat a priori no nul-la: |[K)a = |xiXk.--Xx1)a 1 X; & |K)a:

(aFai +aial)xixe - xi)a = @Ik x0)a + @il XGXixk - Xi) A

= XXk - XI)A — QG| XXXk - - XI)A

= |XjXk---X0)A— [XjXk---x1)a =0 9)
Finalment,
(afa; + aial)xixe---xi)a = |XiXk---X1)a+0
(afa; + aial)xixe---xtya = 04 |xiXk---X1)A
— {ai,a;-"} = 1



En conjunt, {a;, aj'} = 0.

Per als estats simétrics, escrivint |0) la funcié que no té els estats i, j,

(bib} —bFb)I0) = bilx;) —0=0

(bibi —bb:)[0) = b;b;[0) — 0 = bi[xi) = [0)

(b =0 b)xa) = bilxaxs) = 710) = (Ixa) + [xa)) — Ixi) = Ixa)
bt = by

Hem vist doncs que els operadors b;, bj presenten ’algebra dels creadors aniquiladors de 1'osci-lador harmonic,
mentre i at 3 algebra igual si i dors i d Di b, b
que a;,a; presenten una algebra igual si canviem commutadors per anticommutadors. Diem que b;, b;

representen 'osci-lador (HO) harmonic bosonic mentre que a;, a;" representen 'HO fermionic.

Per a un tunic HO bosonic: [b,b7] = 1, [b,b] = [b*,b"] = 0 i els operadors admeten la realitzacié tipica:
2 .
b = %@Jr d%), bt = %( - d%), de manera que 3{bT,b} = %(f% +¢?) = He amb Hp = hwHyg, ie.,

Hp = 3hw{b®,b} = hw(b*b+ 3) = hw(f + 3) amb f = b+b I'operador nombre: #|dy) = koy).

Per a un tnic HO fermionic: {a,a*} = 1, {a,a} = {a™,a™} = 0 (per tant, aa = ata™ = 0) i admeten la
realitzacié amb matrius de Pauli: a = %CT_, at = %m., amb o4 = 0, +i0,. També, 'operador nombre és
7 = ata, perd en aquest cas sols té dos possibles autovalors: zero i la unitat.

En efecte, n? = aTaa™a = ata(l—aa™) = ata—aTaaa™ = ata, perqué aa = 0. Per tant, 12 = 7 — A(h—1) =
0 — n(n—1)|®) =n(n — 1)|P) i també a(n — 1)|P) = 0|®) =0, i.e., n =0, 1.

1hwla®, a). Siexpandim, He = L (ata—aa™) =

ﬁ—%. Per tant, HF:hw(ﬁ—%) jEF:hw(n—%),ambnzo,l.

Per a'HO fermionic escrivim Hp = iwH, = (h—(1—ata)) =

N

Considerem ara un sistema compost de dos HO no interactuants, un HO bosonic i un HO fermionic, amb la
mateixa freqiiéncia w. Com no hi ha interaccio, el operadors fermionics i bosonics commuten i podem representar
els estats en la forma [ngnp). En unitats fiw, Uenergia d’aquest HO doble és (np + %) + (np — %) =ng+nrpi
Pestat fonamental, |00), té energia zero. Tanmateix, l’energia de l'estat |ngng) no varia si canviem un bosé per

un fermié (e.g. [npnr) — |np + Inp — 1)) perque bosé i fermié tenen la mateixa energia. Com fem el canvi?

Definim I'operador supercarrega @Q = ba™ i el seu adjunt Q@+ = ab*. Tenim

n 0sinp=1
Qlnpnrp) = /nplng —1)a"|ng) = (10)
vnelng —Lng+1) si np=0

0sinp=20
QT |Ingnr) = np+1lng+ alnp) = (11)
vng+1jng+1,np—1) si np=1

Per tant @) converteix un estat fermionic |ng,1) en un de bosonic |ng + 1,0), mentre que QT converteix un

estat bosonic [np,0) en un de fermionic |np — 1,1).



Recordem que [b,b"] = {a,a™} =1, aa = aTa’ =0 i calculem {Q, Q" }:
{Q,QT}y = baTab™ +abTba™ =bbTata+bbtaat (12)
= (1+btb)ata+btb(1—ata)=ata+b"b (13)

Per tant, H = hw(np + fp) = hw{Q, Q" }.

L’operador () commuta amb H:

Q. H/(hw)] = [ba*,a%a+b"b] =bla”,aa] +a"[b,b7 D] (14)
= blatata—ataa®) +at(bbTh— b bb) (15)
= —bat(l1—ata)+at(bbT —bTh)b (16)
= —ba* +atb=—aTb+atb=0 (17)

Analogament, [Q", H/(hw)] = 0 (També {Q,Q} = {QT,Q"} = 0). Per tant, aquest hamiltonia commuta amb

Q@ iamb Q7 i, per tant, és invariant sota la transformacié bosé < fermi.

Si considerem H|ng,0) = Epo|ng,0), la commutacié [Q, H] sobre aquest estat genera:
HQInp,0) = QH|np,0) = QEp,o|np,0) = EpoQ|np,0) = Epolnp —1,1)

Per tant, [np,0) i [ng — 1,1) estan degenerats.

Finalment si escrivim la realitzacié de I’Hamiltonia,

H hw(b*b+1+ + 1) (ﬁ2 + L 2)]I+hw1 Ly
= —t+ata—2)=(—+-mwx —0,0_ — =
2 2’ " \om T 2 177777
amb o0 = (0, +i0y)(0, —i0y) =02 + 05 —i (0,04 — 0y0,) = [+ 14 20, trobem
> 1 hw Hy 0
H= (p— + - mwie) + =0, = *
om 2 2 0o H.

amb H, = hwb™b, H_ = hwbb™, on H, és el mateix HO que H_ amb un shift +w en I’espectre d’energia.

3 Coda

La super-simetria, intercanvia realment fermions i bosons? Hem dit en la introduccié que la supersimetria
intercanvia fermions i bosons i que, per tant, prediu que cada particula té una superparticula associada de
naturalesa oposada (els fermions tenen bosons i els bosons tenen fermions). Ag¢d no vol dir, ni deixa de voler
dir, que hi ha un procés fisic que "implementa” aquesta simetria. Les simetries sén propietats abstractes dels

sistemes fisics i no cal que hi hagi cap manera d’aplicar-les a un sistema en la practica. Per exemple, la simetria



d’inversié temporal no té "implementacié” practica ja que, almenys fins ara, no podem revertir el sentit del
temps. Concretament, el positrd, que és un electrd invertit en el temps ho és, no perque sigui un electré que
viatja negativament en el temps, sind perque té la quiralitat oposada.

De moment, no hi ha evidencia que el nostre univers sigui super-simetric ni que ho deixe de ser. Si fos super-
simetric, aleshores és d’esperar que algun mecanisme pogués generar super-particules molt pesants (molt car-
regades de massa-energia) que serien les super-partner de moltes de les particules que coneixem en el Model
Estandard. Per exemple, la supersimetria diu que l’electré té un superpartner anomenat selectrd, que és un

bos6. Tanmateix, no tenim cap prescripcié de com canviar un lleuger electré per un molt pesant selectro.

I si no podem "fer” una transformacié de SUSY, que passa? Tampoc podem ’fer” la paritat o la inversié de
temps. Aquestes simetries no descriuen procediments concrets de laboratori, siné que descriuen patrons en les
equacions que podem utilitzar per ajudar a extreure prediccions. En tot cas, futurs experiments poden tenir un

resultat inesperat que puga quadrar amb la dinamica d’una superpartner.

References

[1] B.K. Bagchi, Supersymmetry in quantum and classical mechanics Chamman and Hall/CRC, Boca Raton

2001.
[2] A. Kulkarni and P. Ramadevi, Supersymmetry, Resonance, 28-41 (2003)

[3] J. Planelles, Ladder Operators and Boundary Conditions, International Journal of Quantum Chemistry,

Vol. 81, 141-147 (2001).

[4] A. Szabo and N.S. Ostlund, Modern quantum chemistry, McGrawn-Hill 1982.



