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1 Coordenades generalitzades.

La mecanica sol introduir-se en coordenades cartesianes per motius de simplicitat. A
I’hora d’abordar problemes pero resulta que sovint altres coordenades sén més convenients.
Imaginem una rotacié 2D d’una bola lligada a ’origen amb una corda inextensible. En
cartesianes tenim un problema en dos dimensions (2D) pero en coordenades polars (7, 6)
tenim un problema 1D perque r és constant. En altres paraules, en general resulta con-
venient expressar les equacions de moviment en coordenades distintes de les cartesianes

que anomenarem generalitzades. Tornem sobre ’exemple de la bola unida a l'origen. La



relacié entre coordenades cartesianes i polars és, d’acord amb el panell esquerre de la

figura,
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Calculem l’energia cinetica amb ambdues coordenades,
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En cartesianes, el moment lineal p, conjugat dela coordenada z és simplement p, = m T
i la contribucié a lenergia cinetica p?/2m, de manera que p, = 9T/0 z. En polars
de seguida veiem que no és tan simple. Ara be, si triem coordenades polars i definim

p, =0T/0 C}, on ¢ = 7,0, Uenergia cinetica manté una forma similar. En efecte, amb (3),

tenim que
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Respecte la forca tenim que en sistemes conservatius no és més que el gradient canviat
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5. Des del panell dret de la figura tenim que F, =

de signe del potencial, F, =
cos OF, +sin0F,. Aquesta equacié també pot ser obtinguda calculant el gradient, amb el

concurs de egs. (1)1 (2),
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Analogament,
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Podem englobar els resultats anteriors per a forces i moments si definim una funcié,

que anomenem Lagrangiana, mitjancant la formula L = T—V . Aleshores, per a qualsevol
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coordenada ¢, el moment conjugat és p, = o ila forca F, = ot En conseqiiencia, la llei

de Newton, %p — F' =0, és converteix en I’anomenada equacié de Lagrange,
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La Lagrangiana L(q, (}) és funcié de coordenades ¢ i velocitats C}, aleshores, amb la definicié

de moment i l'eq. (7),
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Podem definir una nova funcié de les coordenades i moments H (p, ¢) mitjancat 1’expressié

H=p q—L. En efecte, la seua diferencial resulta ser
dH =d(pq)—dL=pdq+ Gdp—pdd—Pdg=4dp— D dq (9)

Aleshores = %—IZ, p= —%—I;, a la vegada que hem comprovat que H té com a variables

coordenades 1 moments.

Aquesta funcié6 H s’anomena Hamiltoniana i equival a la Lagrangiana pero és funcié de
coordenades i moments conjugats. A més a més, sempre que succeeixi que z;(q1, ... qn),
i.e., que x; no siga funcié explicita del temps (cosa que cobreix tots el casos en que estem
interessats), aleshores T' = 2ij Qi C.]iéj, i.e. T és una funcié homogenia en grau 2 de les

velocitats. En efecte,
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o
on aji = a; no és funcié de les velocitats ;.

Per ser T homogenia en segon grau de les velocitats, T'(\ C.]) = AZT(EJ), podem escriure

que 2T =g Z—T. En efecte!
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En conseqiiencia, 3, ¢ pi = 2T 1| H =3, dipi— L =2T —T+V =T + V|, ie., la fun-

ci6 H coincideix amb ’energia total.

En sistemes conservatius les forces depenen tinicament de la posicié F' = —VV (z,y, 2).
En presencia de camp magnetic les forces depenen també de la velocitat: F' = ev x B,

on e és la carrega i B(z,y,2) = V x A(z,y, z) el camp magnetic.?

Obviament, la llei de Newton P —F = 0 continua sent certa en presencia de camp

magnetic. La podem expressar en la forma,

do(T-V) dT-V) dor_or_dov_ov
S —0— ~ Q. (12)

En sistemes conservatius, on el potencial tinicament és funcié de les coordenades V' (q), @

representa la forca. En efecte, des de I'eq. 12 hom pot concloure que si V' no és funcié

de les velocitats aleshores () = —V V. Si el potencial és funcié també de les velocitats cal
introduir el concepte de forca generalitzada ) = %‘Z‘f %‘(;.
q

!Una demostracié alternativa més simple és la segiient. Des de T(Az) = A\2T'(z), si derivem respecte

de X tenim que aQAT 68’\; = 2)\T. Particularitzant A = 1 trobem que 2T = x‘gT
2Per a la present discussié considerarem camps magnetics B, i per tant potencials vectors A, inde-

pendents del temps.



Considerem un exemple simple de potencial depenent de la velocitat V = —v - A, on
v = (v, vy,0,) és la velocitat, A(z,y,z) el potencial vector. Respecte el signe negatiu,

aquest s’ha inclos de cara a la presentacié de resultats. Tenim que
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Com %= = Zi(%?:j)vi = (3 Uia%i)Aw’ des de la identitat vectorial (Arfken p.45)

Bx(VxA)=V(B-A)—-(B-V)A que particularitzem
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concloem que @ = v x (V x A) = v x B representa la forca magnetica sobre una carrega
unitat que té una velocitat v. En general, V' = —ev - A és el potencial si la carrega val e.
La Lagrangiana sera L = T—V = 2 37, v?+ev-A, el moment p, = a% =mu,+eA, =
T+ eA, e, p=m+eA, on 7w és el moment cinematic i p el moment canonic conjugat

de la coordenada. La Hamiltoniana en aquest cas, H = >, p; éz —L, resulta
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