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146 Qüestions i problemes complementaris

Algunes dades d’interès

• Integral:
∞∫
0

xne−axdx = n!
an+1

• Integral:
∞∫

−∞
e−x2

dx =
√

π

• Ĺımit: lim
x→0

sin x
x = 1

• Relacions trigonomètriques:

cos(a± b) = cos a cos b∓ sin a sin b; cos(a+ b)+ cos(a− b) = 2 cos a cos b

sin(a ± b) = sin a cos b ± sin b cos a; sin(a + b) + sin(a − b) = 2 sin a cos b

• Element diferencial en coordenades esfèriques: dv = r2 sin θdrdθdφ

Càlcul de la integral de In =
∫ ∞

0 rne−ardr amb a > 0

Procedim a integrar per parts,
∫ b

a
udv = [uv]ba −

∫ b

a
vdu

Anomenem: u = rn i dv = e−ar. Per tant, du = nrn−1 i v = − 1
ae−ar.

Aleshores

In = [uv]∞0 −
∫ ∞

0
vdu = [rn(−1

a
)e−ar]∞0 +

n

a

∫ ∞

0
rn−1e−ardr

És immediat que,

lim
r→0

rn

ear
= 0

L’altre ĺımit,

lim
r→∞

rn

ear



151Josep Planelles - ISBN: 978-84-693- 4124-7 Problemes de Química Quàntica - UJI

147

és indeterminat. Per determinar-lo, derivem numerador i denominador de
forma independent n vegades:

lim
r→∞

rn

ear
= lim

r→∞

nrn−1

aear
= · · · = lim

r→∞

n!
anear

= 0

Aleshores,
In =

n

a
In−1

Reiterant la integració obtenim:

In =
n

a
In−1 =

n(n − 1)
a2

In−2 = · · · =
n!
an

I0

on I0 =
∫ ∞
0 e−ardr = 1

a . Per tant,

In = n!
an+1

Càlcul de la integral de Jn =
∫ ∞

0 rne−ar2

dr amb a > 0

Anàlogament, amb u = rn−1 i dv = re−ar, i càlcul similar de ĺımits,

Jn =
n − 1
2a

Jn−2

Ho pot fer la integral immediata J1 i comprovar que J1 = 1
2a . Més compli-

cada és J0, que podem determinar indirectament calculant primer el seu qua-
drat J2

0 =
∫ ∞
0

∫ ∞
0 e−a(x2+y2)dxdy =

∫ ∞
0

∫ π/2
0 e−ar2

rdrdθ = π
4a . Amb aquest

resultat i reiterant la recurrència obtenim:

J2n+1 =
∫ ∞

0
r2n+1e−ar2

dr =
n!

2an+1

J2n =
∫ ∞

0
r2ne−ar2

dr =
1 · 3 · 5...(2n − 1)

2n+1an

√
π

a




