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CUANTIFICACION DE UN CAMPO CLASICO Y LA SEGUNDA CUANTIFICACION.

El principio de correspondencia de Bhor permite formular la mecénica de los
cuantos 0 mecanica cudntica a partir de las ecuaciones de la mecénica clasica. El
proceso de cuantificacién de las ecuaciones clasicas de Hamilton de un sistema
de particulas conduce a la ecuacién cuéntica de Schrédinger para dicho sistema.
De modo andlogo se puede proceder a la cuantificacién de las ecuaciones
clasicas del campo, en el caso de sistemas continuos, y obtener las ecuaciones del
campo cuantico.

Volvamos sobre la ecuacién de Schradinger de un sistema de particulas.
Esta es una ecuacién diferencial con derivadas parciales respecto del espacio y
del tiempo de la llamada funcién de onda que, a su vez, no es mas que un campo
escalar (asignacién de un nimero a cada punto del espacio, para cada tiempo).
Asi pues podemos contemplar la ecuacion de Schrédinger como una ecuacién del
campo y aplicar sobre ella la cuantificacidn, al igual que se realiza la cuantificacién
del campo clasico. De este modo se realiza una segunda cuantificacién de las
ecuaciones clésicas de Hamilton. Desde un punto de vista fisico nada nuevo se
afiade recuantificando unas ecuaciones previamente cuantificadas. Desde un
punto de vista matematico se obtiene una formulacién alternativa de las
ecuaciones de la mecénica cuéntica de manejo mucho mas sencillo en la mayoria
de los casos

En los apartados siguientes presentaremos las formulaciones de Lagrange y
Hamilton para sistemas clasicos y procederemos a su cuantificacién. Aplicaremos
a continuacién el mismo procedimiento para cuantificar la ecuacién de
Schrédinger y obtener finalmente el operador hamiltoniano expresado en el
formalismo de la llamada segunda cuantificacién.
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En el presente apartado vamos a obtener las formulaciones Lagrangiana y
Hamiltoniana de sistemas continuos como caso. limite de sistemas discretos de
infinitas particulas. Por razén de sencillez, en vez de resolver el problema en
general, abordaremos aqui el ejemplo de la varilla eléstica ideal como limite de
una cadena infinita de puntos materiales unidos por muelles de masa nula.

Consideremos por tanto una cadena infinita de puntos materiales separados
una distancia a y unidos unos a otros por muelles de constante de elasticidad k.

Supongamos que los puntos materiales sélo pueden moverse a lo largo de la
direccién de la cadena. Si representamos por qi(t) el desplazamiento de la

particula i-ésima respecto a su posicién de equilibrio, la energia cinética del
sistema se expresa como,

L »2
T= 1/22m Qi (1.1)
i

donde m es la masa de cada particula y i es la derivada respecto del tiempo de
g, La energia potencial del sistema es la suma de las energias potenciales de los

muelles que estan estirados o comprimidos respecto de su posicién de equilibrio:
/5 2
V= /2 Zk (Qis1- 9D (1.2)
i

Combinando las ecuaciones (1.1) y (1.2) obtenemos la lagrangiana del sistema.
Esta se puede expresar como la suma de lagrangianas asociadas a cada indice i,

L=T-V
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Vamos a introducir en esta ecuacién un parametro a, el cual va a facilitar el paso
desde el sistema discreto al continuo,

l 2
. oo 2

_1 m - i q.l-q.
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s .2 o,
=1/2_23P<Ii 'ga(——qma q‘) (1.4)
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donde hemos llamado p al cociente m/a, que representa la densidad de masa
lineal del sistema, y g al producto k.a, que representa el médulo de Young(® del
sistema elastico. Hemos supuesto anteriormente que nuestro sistema es
homogéneo y que las vibraciones son eldsticas, como consecuencia py g son dos
constantes de nuestro sistema.

Estudiar el comportamiento del sistema cuando tiende a un sistema continuo
es considerar el sistema cuando a tiende a cero. Ello supone pasar de un sistema
formado por un conjunto infinito numerable de particulas, a un sistema que posee
un conjunto no numerable de particulas. En este proceso el indice entero i, que
etiqueta los diferentes puntos materiales pasa a ser un indice continuo x, y el
momento lineal asociado p, pasa a ser un campo escalar p(x). Ademas, cuando a

tiende a cero tenemos que,

(*) La definicién de médulo de Young en coordenadas generalizadas A, a (fuerza y desplazamiento generalizados) la
expresamos como,

PR
al'r’

(expresién que coincide con la inversa del coeficiente de compresibilidad isotérmi AT )
En el caso del hilo fino la fuerza generalizada es la tensién,t, ¥ el desplazamiento generalizado la longitud del

hilo. Tenemos pues
&,
g=-Li—

aLs,

Para el caso que consideramos de lles ideales, pod, laci
1a ley de Hooke,
T=-kiL-Lg

Ello conduce a la expresién final:g =k L,

la tensién y la deformacién por medio de



lim 9i+1-9i _ lim 9Ge) - 960 _ dgq (1.5)
a0 a a>0 a dx

Asimismo, el sumatorio se convierte en intregral, con lo que la lagrangiana del
sistema continuo se expresa como:

-

2
L=l | « [p (i) -g (le;—")] (16)

Veamos ahora como se expresan las ecuaciones de Lagrange y de
Hamilton de sistemas continuos. Para ello partimos de la ecuacién de Lagrange
para un sistema de particulas discretas.

———-—=0:V (1.7)

donde L viene definida por la ecuacion (1.3).

dL/ .
Consideremos en primer lugar el termino aqj.

3 iy Sy, 2 | _
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3qi 9q;

= . 3a;
Zm qi & (1.8)
i dq;

En el caso discreto resulta evidente que,

% 8;i (1.9)
d

y que,
9 _ 8 (1.10)

donde &;; representa la funcién delta de Kronecker. Asi, podemos escribir la
ecuacion (1.8) como,

%=meli5j,i=mdj (1.11)
1

Cuando consideramos un sistema continuo debemos sustituir la funcién delta de
Kronecker por la funcién delta de Dirac, 8(x-x"), la cual se define como:

[ ax £ 8(x-x) = £(x) (1.12)

De modo analogo a como una funcién Bj_i escoge el término i=j en el
sumatorio extendido sobre un indice i, la funcién 8(x-x") escoge el valor x' en una
integral extendida en un intervalo de la variable continua x. Formalmente,
podemos establecer la siguientes correspondencias con las ecuaciones (1.9) y
(1.10) para el caso de un sistema continuo:

Qc‘ﬁ =8;; = 99(x) . 3(x-x") (1.13)
] 9q(x")
Bi_g, o B _ 5 (114

dq; - dq(x")

A partir de estas ecuaciones podemos obtener las siguientes relaciones:

B - 38~ B

que es la aplicacién de la regla de la cadena de la derivacién , y,



9__9q(x) _ 0 9q(x) _ 9 g\ o (1.18)
daq(x") dx ox dq(x') dx

que ha sido obtenida con el concurso de la condicién de Schwarz de derivadas
cruzadas. Ambas expresiones nos permiten hallar las ecuaciones de Lagrange
para un medio continuo. En el caso particular de una varilla vibrante la ecuacién
correspondiente a (1.11) se obtiene derivando la lagrangiana del sistema,
ecuacion (1.6), respecto de la variable q(x') ,

4o

2
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9/
De modo andlogo a como el operador a"]i y el sumatorio conmutan en la

ecuacién (1.8), la derivada parcial respecto q(x’) y la integral también conmutan
en (1.17). Como primera consecuencia el término correspondiente a la energia

potencial del sistema puede omitirse ya que no depende de q(x'). Todo ello
conduce a que,

aL B I a [R - ZJ
& =l & )
aq(x") [ _ ’ oq(x") L2 (q(x) (1.18)

Aplicando la regla de la cadena para la derivacién obtenemos,

-

L __p| ax qrA® -

GO 9q(x)

aL e : v 2 v

- =p dx q(x) 8(x-x") =p q(x") (1.19)
aq(x") f—-

A partir de este resultado podemos establecer el siguiente paralelismo para
definir el momento conjugado candnico de q(x'):

En un sistema discreto el momento conjugado canénico se define como,

' dL
Pi=— (1.20)
9qi
por analogia, el momento conjugado canénico de un sistema continuo viene dado
por,
n(x) = QL =pq(x) . (1.21.1)
dq(x)

Consideremos ahora la derivada de la funcién lagrangiana respecto de la
coordenada q(x"). Para ello nos serviremos de las relaciones (1.15) y (1.18).
Ademas, podemos omitir de entrada el término correspondiente a la energia
cinética en la funcién lagrangiana ya que no depende de q(x"). Con todo ello
tenemos que,

+ o

2
oL _ 0 |_¢g aqx)| | _
206~ 2| 2 d"( ax ) -

e
oL -2 dx \ 9% 9 q(x)

) 2 3q(x)) oxdq(x)
ox
oL _ N Jq(x) 9 :
5007~ " f dx axx 3 ox-X) (1.21.2)

Integral que podemos resolver por partes. En dicha resolucién debemos tener
presente que la funcién 8(x-x') se anula en los limites o puesto que x' es alglin
numero real concreto. Asi pues,

+ o

i 2
= f dx—a—g%l 250x)= g ax 290 5(xx) =
ax



2 L}
g a_g(_);_) (1.22)

ox'

Por tanto sustituyendo las ecuaciones (1.19) y (1.22) en la ecuacién de Lagrange
obtenemos la ecuacién de movimiento de una varilla vibrante unidimensional e
infinita:

4L _ oL _

dt 5q(x) 9a(x)
2

pax)-g aj% =0 (1.23)
ox

En sistemas discretos la funcién hamiltoniana se puede obtener a partir de
la lagrangiana mediante la siguiente transformacién:

H=Zé{ipi' L (1.24)
i

su homéloga en un sistema continuo es,

H= [ “dx q(x) ®(x) - L

que en el caso de una varilla vibrante unidimensional se particulariza en,

-

2
1 ([ " 9g(x)
_2p [- dx w(x) + 5 dx( i ) (1.25)

l\
Las ecuaciones del movimiento de Hamilton para un sistema continuo las
obtenemos por analogia a la mecanica de particulas,
oH dH 1

qi= H = q(x)= m = F n(x) (1.26)

9
¥
: oH - oH :
pi..—..———i = R(X)='m=g?j(—:‘)‘ (1.27)

ox

Por tanto hemos podido reescribir en un ejemplo los formalismos de
Lagrange y Hamilton para los sistemas continuos como caso limite de sistemas
discretos. En general, siempre y cuando podamos resolver las integrales
resultantes de las ecuaciones (1.19) y (1.21.2), podremos obtener de forma
analoga las ecuaciones del movimiento para cualquier sistema continuo.
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La cuantificacién de un sistema discreto de particulas implica la sustitucion
de las coordenadas q; y sus correspondientes momentos candnicos p;» por

operadores: {

gq; = q;. (operador)
Y

pi = —i (operador) (2.1)
! dg;

donde % es la constante de Planck, h, dividida por 2n. Estos operadores satisfacen
la siguientes reglas de conmutacion,

[Piﬂj] - % 51_}

[as9] = 0 =[p;p] 2.2)

En el apartado anterior vimos como en el caso de un sistema continuo, la
coordenada q; se transformaba en el campo q(x), y en lugar del momento canénico

conjugado de un sistema discreto p; obteniamos el momento 7(x). Recordemos

que x representa a una etiqueta de caracter continuo del mismo modo que i
efectia las funciones de etiqueta discreta.También obtuvimos las reglas de
derivacién a tener en cuenta en el caso de funciones gue dependian de variables
continuas. Por tanto estamos en condiciones de establecer para sistemas
continuos las siguientes correspondencias que nos permitiran cuantificar dichos
sistemas:

_q(x)=q(x) . (operador)

n(x) = l

1 9q(x)

(operador) (2.3)

A partir de estas relaciones y de la ecuacién (1.14) podemos obtener las
reglas de conmutacién que cumplen estos operadores. Asi, por ejemplo,

11
h d )
n(x),q(x")|=— q(x") - g(x")
[ ] 1 19q(x) aq(x)
=3 | 0) 2+ 86xx) - qx) —2
1 dq(x) 9q(x)
(
=5 S8(x-x") ‘ (24)

Este conmutador, que se corresponde con el obtenido para el sistema discreto
cuantificado, se puede obtener por sustitucién formal de la funcién delta de
Kronecker por la delta de Dirac en las reglas de conmutacién de un sistema
discreto:

1 1

De forma similar podemos obtener las restantes reglas de conmutacién para
sistemas continuos,

[a60.9(x)] = 0 = [rx),m(x)] @8) .

por tanto, y al igual que ocurria en los sistemas clasicos, podemos establecer una
correspondencia entre las ecuaciones para un sistema discreto y un sistema
continuo cuantificados.
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La funcién de onda de Schrddinger es un campo escalar. Dicha funcién,
para el caso de una particula sometida a un potencial V(r) obedece la ecuacién del
movimiento,

2
B AW + V) P = im ¥
2m

‘i’(r,t) = &d(tr’p— (3.1)

donde ¥(r,t) es la funcién de onda y r representa las coordenadas espaciales.

En el caso en que ‘¥'(r,t) sea una funcién compleja y V(r) represente un
potencial real, podemos dividir el conjunto de funciones que satisfacen la ecuacién
(3.1) en dos partes. Estos dos subconjuntos cumplen que todas y cada una de las
funciones que componen uno de ellos tiene su funcién compleja conjugada en el
otro subconjunto y viceversa, asi pues,

2 * * o
- g‘— AY (r,0) + V(D) ¥ (r,0) = - iRY (r.1) (32)
m

Ademas, siempre y cuando V(r) no sea una funcién explicita del tiempo podremos
definir para un sistema descrito por la ecuacién (3.1) una funcién lagrangiana(®)
dada por,

(*) Notese que la lagrangiana de un sistema dindmico no es tnica. Dado un sistema podemos obtener
varias funciones lagrangianas relacionadas entre si por medio de,

vpii® . . dF
L'(q,q,t) = L(q,q,t) + x

donde F es cualquier funcién derivable dependiente de las coordenadas y el tiempo (Goldstein 1988,
p.25).
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L=fdr:;

i . g
= f dr ¥ (r,t) { ih¥(r,t) + 1‘2; A¥(r,t) - V(r) ‘P(r,t)} (3.3)

ya que la aplicacién de la ecuacién de Lagrange correspondiente a L deﬁnidaten
(3.3) da lugar a la ecuacién de movimiento (3.1). En efecto, ‘

df 9L \__ oL _,_
dafl .+ * -v=
{aw (r,t)) oY (r,t)

2
3 { R¥ () + %n_ A¥(r,t) - V(1) ‘{-‘(r,t)} (3.4)

Andlogamente podemos obtener (3.2):

d(aL) ) SR

dt a‘i-'(r,t) L d¥(r,t) =
¥ 2 * * J
R () + 2 AP () - Vi) ¥y (3.5)
2m

El momento candnico conjugado asociado a ¥(r,t) es,

n(r,t) = a—L == 3‘1‘ ‘(r,t) (3.6)
0¥(r,t) 1 '

La funcién hamiltoniana puede obtenerse a partir de la Lagrangiana
aplicando la transformada de Lagrange,

H= f dr (r(r,) ¥(r,t) - B) =



e = b P T

J
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2

dr { IR (n1) - RY (r) \il(r,t)-\P'(r,:)zlmp(r,t)+\P'(r,t)V(r)tP(r,:) =
In

" 2
dr‘I‘(r,t){ 25 A+V(r)} Y(rt)

m (3.7)

Obsérvese que el factor entre corchetes es el operador hamiltoniano de una
particula bajo la accién de un campo V(r). Este operador tiene un conjunto de
funciones propias que cumplen la siguiente ecuacion,

2
{ . %A + V(r)}q)u(r) = E, 0,(r) @8)

donde Eu es la energia asociada a la funcién ¢u‘ El conjunto de las funciones ¢u

normalizadas pueden constituir una base ortonormal (si las funciones

degeneradas se escogen previamente ortogonales entre si). Los estados
estacionarios, (pu(r.t). del sistema descrito por dicho operador hamiltoniano son el

producto de un factor de fase dependiente del tiempo (el cual incluye ademaés el
autovalor Eu asociado al elemento ¢u de la base {¢u}) multiplicado por el
elemento de la base ¢u(r).

ut

Qyur,t) = eE" 0 (1) | (3.9)

Por tanto podemos expandir la funcién de campo como,
oo ‘i—Eu[
W)=Y by 0)e 5™ ¢,r) (3.10)
[

donde [bu(O)} son los coeficientes del desarrollo. Si agrupamos cada coeficiente

-1E.t
con su correspondiente funcién € 8 " obtendremos unas funciones bu(t) de-

15

pendientes del tiempo que se comportan como coeficientes en la expansion de la
funcién de campo con respecto del conjunto de base ortonormal {o(r)},

F(r,t) =3 by(t) ¢ 4(r) @.11)
T .
En consecuencia, dichos coeficientes se podran expresar del siguiente modo:
*
by(t)= fdr F(r,t) ¢ (r) (3.12)
De forma anloga expandimos la funcién de campo ‘P'(r.t) como,
* - t *
¥ (rt) = Z bu(t) ] p,(r) (3.13)
!

¢
donde bu se expresara como,

t . t - lpg
b= f dr'¥ (1) 6 (r) = by(0) ek (3.14)

Si sustituimos las ecuaciones (3.11) y (3.13) en la funcién hamiltoniana,
ecuacioén (3.7), obtenemos,
o0 ? " ﬁz
H= E drby(t) ¢ ,(r) | - 2—A + V() by(t) O (1)
m
TR
oo 1_ *
=Y Eqby(t) by(t) f dr ¢ ,(r) ¢4(r)
(TR

= S Enby® by(®) 8n = T E;by(t) byt) i
wn n
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expresion de la hamiltoniana en funcién de las energias asociadas a las funciones
de base {¢u(r)} y de los coeficientes de la expansion. A partir de las ecuaciones

(3.12), (3.14) y de la definicién de corchete de Poisson,

du v v du (3.16)
d¥(rt) In(r,t) 9Y¥(r,t) In(r,t) ,

fu.v) =

f
obtenemos que los conjuntos de coeficientes {bu(t)} y {bu(t)} forman un

sistema de corchetes de Poisson fundamentales ya que cumplen,

{bu(t)*b;(t)} = % Sy

{ bu(t),by(t} =0 = { b;(t),b;(:)} Siun (3.17)

Una caracteristica que presentan los sistemas fundamentales de Poisson es el ser

+
invariantes bajo transformaciones candnicas. Por tanto {bu(t)} y {bu(t)}

pueden considerarse como un sistema de coordenadas candnicas, siendo unos
buenos candidatos para cuantificar el sistema. Cuando utilizamos los corchetes de
Poisson el principio de correspondencia de Borh se aplica del siguiente modo:

{u,v} = lﬁ [u,v] (3.18)

i
proceso en el cual las variables y/o funciones u,v pasan a ser operadores del

4
sistema cuantificado. Asi pues los coeficientes {bu(l)} y {bu(t)} se

t
transforman en los operadores {bu} y {bu} que cumplen las siguientes
relaciones de conmutacion,

h[bwb:l] = 8yun

[bwby = 0= [bfvb:] Vi a

(3.19)
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sistema de conmutadores que es equivalente al obtenido en las ecuaciones (2.4) y
(2.8).

El operador hamiltoniano se obtiene a partir de la ecuacién (3.15) al hacerle
corresponder a los coeficientes sus respectivos operadores,

= t
H= YE;byb, . (3.21)
n

Veamos ahora como actiian estos operadores. Para ello consideremos un
sistema de particulas independientes. En dichos sistemas podemos siempre
expresar la energia como suma de energias de las particulas constituyentes. Pero
éQue tipo de particulas debemos considerar, bosones o fermiones?. ;A cuél de
ellas sera aplicable el formalismo desarrollado?. En todo el razonamiento anterior
no se ha hecho mencién del caracter estadistico -fermiénico o bosénico- de las
particulas estudiadas. Esto ha sido asi porque hemos seguido un tratamiento no
relativista. Es sabido que en tal tipo de tratamiento el caracter estadistico de las
particulas se impone como una restriccién a posteriori (ocupacién 0 6 1 para
fermiones -principio de Pauli- 0 no restriccién en los nimero de ocupacion para
bosones). Vamos a permitir cualquier ocupacién n,. Consideramos por tanto el
caso bosonico. La energia de un sistema de bosones independientes se expresa
como suma de las energias de cada uno de los bosones constituyentes del
sistema,

E= ZE,.' ny,
n ; (3.22)

donde ny es la ocupacién de la funcién q)n(r). La comparacién de esta ecuacién

i g 1
con la (3.21) sugiere relacionar el producto bﬂbn con el operador correspondiente
al nimero de ocupacion de la funcién-tpn. pero dejamos la comprobacién de este

punto para mas adelante.
Llamemos I¥> a una funcién de onda estacionaria correspondiente a un

conjunto de bosones independientes cuya energia es E, la cual cumplira la
ecuacién estacionaria de Schrédinger,
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HI¥> = E ¥, (3.23)
Vamos a aplicar el operador H dado en (3.21) a la funcién I¥"» = b,: ¥,
had 1 t = t i
Z"E,]b“b,.,bu V> = ZEn bn(%n.u"' by b,]) > =
n n
E, b, + b SE, b b, |19
u by + by Y Eq by by I¥>
R (3.24)
teniendo en cuenta (3.23), la ecuacién anterior se convierte en,
T 1 1]
H by '¥> =E,, by I¥> + byHI¥> = (E, +E) b, 1¥> _—

Veamos que si I'¥> es una funcién de onda estacionaria de un sistema de

i - :
bosones, by, I'¥> es otra funcién de onda estacionaria que tiene una energia
i}

incrementada respecto de I'¥> en la cantidad correspondiente a la energia de un

t
bosén en el estado p, o sea, b, I'¥> contiene un bosén mas que I'¥> y éste se

encuentra en el estado p. Por esta razén llamaremos operadores de creacién a los

operadores b;.

Si repetimos el proceso precedente pero tomando I¥'> = by 1¥>
comprobamos inmediatamente que,

Hb,I¥>=(E - Ep b, I¥> (3.26)
que induce la interpretacién de bu como operador de aniquilacion.

Si nos restringimos a las soluciones discretas de la ecuacién de
Schrédinger, los operadores de creacién-destruccién hacen las veces de puente
entre los diversos subespacios de Hilbert N-particula (N = 0,1,2,3...,.) que
constituyen el espacio de Fock. Por esta razén podemos expresar cualquier
funcién del espacio de Fock como un operador, formado por operadores de
creacién y destruccién, actuando sobre una funcién de referencia. En general se

19

toma como funcién de referencia el estado vacio 10>. Esta eleccién presenta la
ventaja que cualquier funcién del espacio de Fock se podra representar como un
producto de operadores de creacién sobre el estado vacio.

oo fni
x(r)>= 1'[ (bi) 10> @3.27)

Dicho estado vacio se define como aquel estado que presenta ocupacion nula en
cualquier orbital, o sea,

(3.28)
bﬂlO) =0;Vn.

Definimos el estado vacio, <0l , del espacio dual de Fock por medio de las
siguientes ecuaciones:

<0I10> =1
3.29
<0Ib;=0;Vn. iR
Este estado nos permite expresar las funciones del espacio dual como,
- n;
<x(@l= 11 <01 (b (3.30)
i

Asi pues, podemos expresar operadores y funciones en términos de operadores
de creacién-destruccién. A partir del dlgebra de estos operadores podremos
estimar valores propios, promedios y funciones propias. Un ejemplo especialmente
sencillo de como podemos obtenerlos lo constituye el oscilador arménico
cuantificado.

Finalmente volvamos sobre el significado del producto bIlb,,. Llamemos n,

a dicho producto y veamos su accién sobre un estado monoparticula In>. La
ecuacion (3.27) particularizada para expresar el estado Im> es como sigue,

+
m> = b, 10> (3.31)
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La accidén de n, sobre dicho estado viene dada, pues, por
>=bbyb 10>
ny, > = bbby 10> (3.32)

que con ayuda de las reglas de conmutacién (3.19) y (3.20) y de la ecuacién
(3.28), se convierte en,

1, 1> = by, (8,1 + bib,) 10> = 5, b, 10>

t
=8 bgl0> =5, > (3.33)
vemos que la ecuacion (3.33) tiene la forma de una ecuacién de valores propios
para ny,, coincidiendo el valor propio, en este caso, con la ocupacién orbital i en el
estado propio In>.

El resultado obtenido es acorde con la sugerencia que se sigue de la
comparacion de las ecuaciones (3.21) y (3.22). Veamos si se trata de un resultado
general. Para ello, en un segunda etapa vamos a considerar la accién de ny sobre
el estado Ii"i j"i.. k"> en el cual las potencias son nimeros de ocupacioén de las
distintas funciones monoparticula. El analogo de (3.31) es,

n oL n
Jn;.n; o0y ot g ¢ R
5§tk > = (b;) (b;) ...(by lO)_ (3.34)

La accién de n, se escribe,

n; RPN, AW e R ‘
|l veu k > =bu.bf.£(bi) (bj) '(bk) 10> (3.35)

Ahora supongamos que p no presente ocupacién en Ii" j%..k"k>. En tal
caso b, conmuta con todos los creadores que tiene a su derecha hasta ubicarse
frente al estado vacio 10> y aplicar sobre él. De nuevo la ecuacién (3.28) nos dice

que el resultado es cero..
]

Imaginemos ahora el caso contrario, en que p sea uno de los estados
monoparticula ocupados, por ejemplo el j. O sea, u = j. Entonces, las reglas de
conmutacién (3.19) y (3.20) permiten escribir que,

21

biby 6D (b)) (b)) = (b bl ) o) =

=) b (1+boy) ) o

. =0 {(bj) +(b)) (1+bjbj)(bJ 1 (by)

n

n n;
=00 [0} ) (16l oh” ] D)

n;-4 fn,
) 130D 20} [1ebsy) ) | oD

n; nj m
..=nj(biT) (b;) ...(b:) ) (3.36)

Podemos pues fundir ambas posibilidades en una tnica ecuacién,

nul HNED = (n Sip+m;d,+ ...nkBkJ,Jh 'Jn’..k > 337
De nuevo (3.37) corrobora que ny, es el operador nimero de ocupacién.‘
Podemos seguir el proceso inductivo considerando finalmente una funcién de
bosones interactuantes. Puesto que el conjunto de funciones i™ j"..k"k> cons-
tituyen un conjunto completo, cualquier funcion general se podra expresar como
combinacién lineal de este conjunto. En consecuencia la accién de n, sobre cada
componente de la funcién dard lugar a su respectivo nimero de ocupacién.
Multiplicado éste por el coeficiente de dicha componente y sumados todos los
productos obtendremos un nimero que si bien no sera, en general, entero,
mantiene el significado de nimero de ocupacién (fraccionario) de la funcién
monoparticula p en la funcién de onda del sistema de bosones interactuantes.
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Durante todo el desarrollo del apartado anterior no se ha impuesto ninguna
restriccion ligada al carécter bosénico de las particulas implicadas en dicho
estudio. Al contrario, hemos permitido cualquier nimero de ocupacion. El caracter
simétrico del estado de un sistema de bosones independientes respecto de su
intercambio, simplemente, ha resultado ser compatible con el formalismo
desarrollado y en particular, con las reglas de conmutacion (3.19) y (3.20).

Para el caso de fermiones debemos imponer de algin modo que la
ocupacién orbital de un sistema de particulas independientes sea cero o uno
(principio de antisimetria). Es obvio que las reglas de conmutacién (3.19) y (3.20)
son incompatibles con el cardcter antisimétrico de la funcién de onda de sistemas
fermiénicos por lo que lo son con la ocupacién orbital 0 6 1 que de ella se deriva.

Escribamos el conmutador de a,b por medio de la siguiente ecuacion,
[abl=a+b+(-1)P® (a+b) (4.1)

en la que ‘Plz es la transposicion que cambia a por b, y p la paridad de dicha
permutacion.

Ahora hagamos notar que el conmutador de a,b no es mas que la suma
antisimetrizada de su producto y que las conmutaciones de creadores y/o
aniquiladores igualadas a deltas de Kronecker son compatibles con funciones de
onda simétricas.

Parece intuitivo invertir esta dualidad, es decir, considerar que la operacién
dual & (4.1), es decir la suma simetrizada, que representamos por

{abj=a+b+ ?12 (a*b), (4.2)

igualada a los mismos deltas de Kronecker, sea compatible con funciones de
ondas antisimetrizadas.

o~y
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Lo cierto es que aunque nuestro razonamiento ha sido puramente
heuristico, el resultado no sélo cumple las hipétesis realizadas, sino que es
correcto.

Verdaderamente, la teoria cudntica no relativista no contempla el caracter
bosénico o fermiénico de las particulas si no como una imposicién "a posteriori”.
No es de extrafiar que dicho caracter deba ser impuesto en la segunda
cuantificacién de modo (arbitrario) que permita obtener la simetria permutacional
adecuada en el formalismo resultante.

Las reglas de anticonmutacién siguientes,
t
{bwbn} =8q

{bubn} =0={byby s

que hemos "obtenido" desde (3.19), (3.20) y (4.2) permiten mantener la invarianza
traslacional de las ecuaciones del movimiento, la obtencién del estado
fundamental estable del sistema y dar una correcta interpretacién de las energias y
momentos obtenidos en la cuantificacién del campo relativista (ltzykson J.B., 1980).

Al igual que el en caso bosdnico, para un sistema de particulas
independientes, podemos expresar el operador hamiltoniano en funcién de
operadores nimero de ocupacién, definidos de idéntica forma que para bosones,

oo ~ £ T
H= Z Eqng , nn=by, by, (4.4)
n

pero ahora los valores propios de los operadores numero de ocupacién
fermiénicos son 0 y 1.



Dada una funcién N-particula ¥ normalizada, definimos la matriz de
densidad no reducida o de orden N como (McWeeny 1960),

(N) *
ru(r',.r‘,...r',.h,.r,...r,) = NJ| ‘PL [ % U L0 ‘PL (T pF 200 TR) (5.1)
tal que,

™
fdl'l...drN Lyt = NI
: 5.2)

Analogamente se define la matriz reducida de orden p (p-RDM) que es
aquella que implica integrar sobre las variables de (N-p) particulas,

®) .
[ sy, = (';) p!f drp,pdrp o driy Wi o) W et

(5.3)

la cual cumple que,

()
fdfl---dl'p ri(r.-f;--.r,!r,r,..,r') = (1151) P!
. (5.4)

En particular la matriz de densidad de primer orden (1-RDM) para el estado ¥y es,

.
ru‘(l"ﬁfﬂ = Nfdl'z ...drN lPL [ PR %) lPL [L3% PR 2%
' (5.5)

cuya norma es el nimero de particulas del sistema,

fdrl l"lL(r..lr..) =N
(5.6)

La matriz de densidad de primer orden puede ser expandida en un conjunto
de funciones de base {d>k}. que elegimos ortonormales, para cada coordenada r1',

r1;

e
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oo IL *
Lo =3 dij e Qe
ij

(5.7)

L
donde d;;; es un coeficiente de la expansién. En efecto si cerramos la matriz de
densidad de primer orden dada por la ecuacién (5.7) por dos funciones LDyl y

i
IDy(r)> obtenemos el coeficiente del desarrollo d,.;. Asi pues los coeficientes de la
expansién vienen dados por,

LL * -
dl-J =NI dl'z...d.l'Nf dr 1 "PL("b'b-nTn)(Di(fﬂf dl']\PL (Tbrz----fu)(pj(l':)
L I |

*) ) ; (5.8)

Expresién en la que el integrando (*) equivale a eliminar la contribucién de la
* =
funcién ®;en ¥, . Andlogamente en (**) eliminamos la contribucién de (Dj en ‘¥,

Veamoslo en un ejemplo.

ejemplo:
Sea el determinante de Slater,
ite) j kay X e ik .
lijk> = —=|i) jrd kaey | = L[5, [J0D K| .16 kix) 163 ()
V30 | iy e kieo |~ 37| 2 |69 ked| 9] ey ke |+ X2 ey e
(5.9)
tal que se cumple que, <slt> =g ¢; V s,te (ijk).
*
Si multiplicamos por ®; (r) e integramos sobre dr; obtenemos,
1|, i ked| . |ie) k)| i jea]] o *
G W[“"’ 9 ke 'J(r')'i(ro k| * K i(r»j(ro']mi("’
_1 l jed k)
73T | 9 keed (5.10)
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que salvo la norma, se corresponde con el determinante de Slater lij>. De forma similar
obtenemos que,

1
<kjili> = —<Kkjl
> = 3K (5.11)

En general se cumple,

1 '
<pI..p. N> =— I1..{p-1) [p+1}..N>
g N g (5.12)

La ecuacién (5.8) se corresponde en términos de la segunda cuantificacién

d;; = <LibbJL> .19

™

t
ya que bj destruye la particula alojada en el orbital @,() del estado <LlI, y bj
aniquila la particula descrita por @4y en el estado IL>.

L
Podemos comprobar esta equivalencia entre los coeficientes d; y el valor

1
promedio de los operadores b;b;para el estado ‘¥ observando que la traza de
ambas cantidades coincide:

oo lL o0 * *
- Z d;; =Z Nf drz...der dr'ydr; Wi 0w @) O) Wy @yt
i i

*

* ]
= Nf dl'2.. .dl‘Nf dI"l dl'l ‘PL (LSS PYI %)) \IJL (1'1-1'1----711)2 (Di(l")(b](n)
i

*
=Nf drp..dry [ dr'ydry WL @) WL 4rar 8(r-r') = N -

. 3 <LibbIL> = <Y nfL> =N
! ! (5.15)

Expresiones que estan en consonancia con la ecuacién (5.6).
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Sustituyendo la ecuacidn (5.13) en la ecuacién (5.7) obtenemos la matriz de
densidad de primer orden expresada en funcién de operadores de
creacién/destruccion.

Tk =Y <LibbiL> ®;¢) )
ij

=<UY bib; @) ®mlL>
L (5.16)

Expresién en la que hemos obtenido la matriz de densidad de orden uno
como el valor promedio de un operador para el estado IL>. Dicho operador es el
operador de densidad reducido de primer orden. Este se expresa en términos de
segunda cuantificacién del siguiente modo:

p(ri) = E b;b; D)D) = Z b; ®;t) Z b; @)
ij i i

t
=¥ «)¥a) (5.17)

f
donde los operadores ¥ ) y W, tienen su definicién en (5.17). A estos
operadores que se corresponden con las expresiones (3.11) y (3.13) de la primera
cuantificacién se denominan operadores de campo.

De forma andloga a las matrices de densidad se definen las matrices de
transicién (Léwdin 1955):

® *
[ @ piryryr) = (lg) p!f drp,q d"pﬂ" Ary W@ st p gy b T (RS N

(5.18)

I\
Para el caso particular de la matriz reducida de orden uno la ecuacién (5.18) se
particulariza en,

*
ru_lff'ﬂl']) — Nf dl'z ...d N \PL(f'p!z.---l'n) \{"L-(t % PO 4 )
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= *
=3 dj; D)D)
Lj , (5.19)

donde

e * *
di:j = Nf dl'z ...drNI dl"l‘I"L(f'pfz--—-TN) q)i(l"s)f d.l'l‘PL-(fﬂzT‘-.ru) ‘DJ @) (5.20)

De modo similar a la ecuacidn (5.13), podemos expresar estos coeficientes
en segunda cuantificacién como,

d::."= <leitble'>_ (5.21)

Asi pues la matriz de transicién I';-("Jr) equivale en segunda cuantificacién
a cerrar el operador de densidad reducido de orden uno, ecuacién (5.17), entre las
funciones <Ll y IL">,

:
Ty @i =<LI¥ @) Pe)lL'>
=3 <LibjbIL> B;¢r )

L (5.22)

En el caso que <Ll y IL"> sean determinantes de Slater podremos obtener

LU
los coeficientes d;;; como deltas de Kronecker utilizando las reglas de anticonmu-
tacién de los operadores de creacién/destruccién fermiénicos. Veamos un ejemplo:

ejemplo:

QA
Sean IQ> = 112> y IA> = 134> dos funciones fermi6nicas. El elemento dy ; vendrd
dado por,
QA t
dyn=<211b, by 134> (15.23)

A partir de las ecuaciones (3.28) y (3.31) expresaremos las funciones <QI y IA> como,

134> = b b 10> (5.24)

-
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<211 = <0l b2 bl , (5.25)
y sustituyendo (5.24) y (5.25) en (5.23) obtenemos,
QA t | 9 ¢
djj =<0lbyb,b; bjb3bs 10> ) (5.26)

El siguiente paso es el pasar los operadores de destrucci6n hacia la derecha para que actien
sobre 10>. Indicaremos cada trasposicién a realizar por medio de L1 .

di;" = <OIby by b) b by by 10>

L

= <0Iby b, b; by 10> §, 5 - <0l by b, by b} b; by 10>
e

L

= <0IbLbII 105858, - <0l by b, bLblI 1058, 5- <0l bzbm-*ﬂ 1058, ,
0
+ <01 by byrbi B3 by by 10> =
0

1
t t
= (9'0{%'3 5i.l 82,4 - <OI b, 2 I0>5]'3 ai.l o <0l bfl)]i |0>§]_3 81.4

0

+ <O babrtyB; 1058, 5 - <01by b3 1058, 4 3, , + <Ol by by by b} 1055, ,
L

L

(5.27)

Operando de este modo se llega finalmente a la siguiente expresién,
QA t j
du = <21l bi b_] 134> = Sj;; Su 814 £ 51'3 64'1 81_2 - Sj,.‘ 8;1 52’3 +6j.4 5,2 81,3

(5.28)

Las funciones adaptas de spin son una combinacién lineal de funciones no adaptadas.
Consideremos a modo de ejemplo las funciones adaptadas de spin siguientes,
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12> gy = —= (112> - 1215)
. ﬁ (5.29)

1
IA> gy = —= (134> - 143))
B ) (5.30)

El elemento i,j de la matriz de transicién de primer orden vendré dado por,
\

an 1

di

t t t t
i =7 (€211b; bj134> - €211 b; bj143> - <121b; b; 134> + <121 b; b; 143>)

(5.31)
Expresi6n en la que ya sabemos obtener los distintos términos como deltas de Kronecker.

Hemos obtenido la expresién de la matriz de densidad reducida de primer
orden dentro del contexto de la cuantificacién del campo. Las matrices reducidas
de orden dos presentan también un especial interés debido a que los operadores
que sustituyen a las magnitudes fisicas contienen, en general, sélo términos mono
y bielectrénicos. Estas matrices se definen como,

(2) .
rl.L (rpr'dryry) = [?) 2! d.l'3 ...d Iy \PL (L% SR ] LPL (3% 2900 9

oo IL * *
= 2, digyy Qi) Dry Doy Dy
gkl (5.32)

donde,

L * * *
dik;lj = (;‘) 21‘[ dr3...der dr' ldl"z ‘PL L S 9] ¢i(l’1) (Dk(flz)f d-fldrz \PL ((2% PR 9] d)l('z‘ ¢j('l)
(5.33)

De forma similar a la matriz de densidad de primer orden obtenemos que la
ecuacion (5.32) se corresponde en segunda cuantificacién con,

@ o0 L * *
Ty @rnn= Y digy @) Dyrs) Oy Ofey
ijk,l

FrLroream
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=Y <UiblbbpiLd By By B By
ijk,l
oo t 1‘ * *
= <LI Z bibkblbj D) Dyry) Or) (Dj(rDIL)
| ikl
| tt
=<{LIY¥Y @)V ) Pee) P ILD,
(5.34)

’ que es el valor promedio del operador reducido de densidad de segundo orden
para el estado '¥;. Es evidente que si cerramos dicho operador por dos funciones
¥ y '¥L, obtenemos la matriz de transicién de segundo orden para dichos estados.

Puesto que las matrices de densidad de segundo orden hacen referencia
simultaneamente a dos particulas, parece oportuno sustituir la expansion (5.32)
por otra que haga intervenir funciones bielectrénicas. Consideremos para ello la
siguiente identidad,

-f t - *

CLibibbbjL> @) Dy Dyry D) +

t1 . "

<lekb1b1leL> (bk(ﬁ)d)i(l"ﬂ (Dl(rﬂ Q}‘(ﬁ) +

11 S
<le|bkbjb||L> LOHEAT e d)j{f:? Dy +

t 1 ¥ A
CLibyb;ibb|L> @y @ity ey Oy =

- <D-‘(r'.>(b‘r'.) D) Dry
bbby [ s ] T
D) Dy Dr) Dy

IfooiL> L det| 0] 01] L g |,
2 (le,bjblkbllL>_E det D; O, ﬁdet q)j(bl (5.35)

Lo que permite escribir (5.32) del siguiente modo,
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@ g
ru_("rr'f‘r'a) - 22 dik:]j gik("!-"'l)gjﬂfrr))
>k
>l

(5.36)

-
donde gk, gj representan geminales normalizados.

De modo anélogo podemos escribir para la matriz de densidad de orden p,

Ty st frsety = p! E dl: Xt dy Mg g € By g frver)

kp..>k
1o, >l

(5.37)

Debe notarse que las restricciones en los indices de los sumatorios hacen

que no se cuente mas de una vez cada funcién. Asi en (5.36) la restriccién i >j hace

Que aparezca g;x pero que no aparezca gy; , la cual es idéntica a gy (excepto el

K

signo). Ver ésto en (5.35). De este modo el sumatorio en (5.36) tienen (2)

sumandos(’) .

Hemos podido expandir las matrices de densidad de orden p en términos de
funciones de p particulas, sin embargo las ecuaciones (5.36) y (5.37) aun
conservan un recuerdo innecesario del espacio de spinorbitales a través de una
redundante multiindexacién de los p-geminales. Podemos reindexar estas
funciones con una nueva etiqueta A = 12(;‘) en lugar de dos etiquetas i,j coni>j,
y ambas i,j = 1,2,...K"). De este modo (5.36) y (5.37) quedan como,

@ i | R
Fpewing =2 dy, gy gy
Ay , (5.38)
y anélogamente,

) - L _*
‘I‘ii(r',..r';r,..r,) = p! z daq hp i) hgayr)
AQ (5.39)
L L
Calculemos la traza de la matrices dyy ¥y daq . Desde (5.4) y (5.38) se
infiere que

(*) K es el numero de spinorbitales del espacio de estados de una particula. Dicho niimero puede ser
tan grande como se quiera. La base completa de spinorbitales es un conjunto infinito numerable. En
espacios modelo dicha base es finita. El razonamiento es general e independiente del valor de K.

33
21 (;‘) =2 i das
i (5.40)
es decir,
LN
wda = (2] (5.41)
y en general,
Wy
rdm= {P) (5.42)

Como vemos las trazas de estas matrices coinciden excepto un factor p! con
la de las matrices de densidad(’).

Vamos a demostrar por Gltimo una expresién que relaciona matrices de
densidad de distinto orden por medio de matrices de transicién. A esta expresion
se la llama férmula de la contraccién y tiene una relevancia espacial en la teoria
SRH. La férmula es la siguiente,

) 5 g0
g St

donde: L es el estado N-particula
A,Q son estados de g-particulas
1,€ son estados de p-particulas
el resto es nomenclatura habitual.

Escribimos la unidad en espacios de estados (N-p) particulas en términos de
operadores de creacién/aniquilacion de (p-q) particulas como (ver ecuacién
(5.42)),

) Notese que E dzs = 2 d:';=(':) pero 2 d:,,: 21 (’;) . Debe tenerse presente
i>k A ik

este hecho cuando se multiindexen las matrices de densidad.
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(39 (5.44)

Las propiedades de los nimeros combinatorios permiten reescribir (5.44) como,

=

‘_(;liB;Bnﬂ_
n

(I:](b) (5.45)

L
Escribamos dr, ¢ @ introduzcamos la unidad (5.45) en su expresién,

N

d. = <LIBIBIL> = L <LIB, Y BfiBrB,IL>
q
(‘I)(P) L (5.46)

t . i
Llamemos B, = BIBIT ¥ Bg = BB, Podemos ahora substituir la suma seguin I
por medio de una suma seguin A,Q siempre que garantizemos que no sumen
aquellos A que no incluyan 1, aquellos Q que no incluyan g, etc. La correspondien-

te combinacién de deltas de Kronecker que hace ello posible es d:‘:. En efecto,
CAIB! = §(te A)<A—l = (te A)CMI
B Q> = 8(e € Q)IQ-€> = §(e « Q)IN>

<MIIN> = 3y
Todo ello permite reescribir (5.46) y llegar a (5.43),

(5.47)

o b qSatn gy o bl 5 g g
T, e ZBABQd'r. le) - de dt.E
. AQ

NEI i o
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Hemos visto en la seccién anterior que la matriz reducida de orden p se
puede expresar como,

® - LL * * i
T e L D) de,.x1,..0, Oy (- D7) D).y s
kp...k' 5 (5.35)

DU,

donde ®(1),ie {kl..kp} U {1;..15}, es un spinorbital, cuya etiqueta i, consideramos
implicitamente su dependencia de la variables de spin. En la ecuacién (5.35)
anterior hemos usado t en vez de r para referimos a las coordenadas spin-
espaciales con objeto de poner en evidencia la presencia de coordenadas de spin.
En adelante r haré referencia exclusivamente a coordenadas espaciales.

Debido a que los hamiltonianos de atomos y moléculas que usualmente
consideramos en quimica cuéntica no presentan términos magnéticos que hagan
intervenir a las variables de spin, podemos factorizar los spinorbitales como un
producto de una funcién dependiente de las coordenadas espaciales, a la que
denominamos orbital espacial, por otra que depende de la variable de spin.

Q;(r0) =X, 00@ ; ow=a,p; {o@ICW =35, (6.1)
Debe notarse que en la ecuacién (6.1), la etiqueta "i" del spinorbital incluye el
doble etiquetado: de spin (o) y orbital (a). Cuando dicha factorizacién es posible,
vale la pena trabajar con orbitales espaciales en lugar de hacerlo con
spinorbitales. Reescribimos a continuacién la ecuacién (5.35) explicitando dichos
orbitales. (Notese que ahora se etiqueta separadamente la parte de spin y la parte
orbital).

®
l"u_(':‘ P2 T 15T =

oo 2 L * * * *
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k p--.k, Oy...0 P

Loely 5y,
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(6.2)

La correspondiente matriz de densidad libre de spin la obtendremos
integrando (6.2) respecto las variables de spin:

®
M@ .t =

oo 4
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=f doj.do, 3 3 deg,kpigyts Xef O XeEX1E- X1

k...,kv OOy

Lpnly Spensy

* *
X [Gl (q;'.)_,c)’p(m‘,) Sp(m)..S](WD:L -
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u_
Y, ke, xpip, e, Xl kP X1 X1 08q,5;-85 5,
k,...k, Op.a0
Byl

]

P Sy..8,

oo *
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L
2 e, kg, 00 XAl Xa@xy e

Kkl o0

P

e
; (6.3)
2 du'
donde Z kv kgylg,..10; hace las veces de coeficiente de la expansién de la
L NN,

matriz de densidad reducida en funcién de orbitales espaciales. Tenemos que,

2
L L
dk,...k,;l,..,l,(nm)= Z dkpl...,k]g,;lp,...lp[
Tyl !
(6.4)
)
donde el parentesis (libre) ha sido afiadido para enfatizar que se trata de la matriz
de densidad libre de spin.

En términos de la segunda cuantificacién tenemos simplemente por
sustitucién directa que,

e ——
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dkh---kﬁlp---llﬂibre)= <LI Z bklof'bkalpﬁ'bltullL>

Op-u0p , (6.5)
2oF %

bis.-b

Consecuentemente, el operador Z bk.dr'bkp,, lg;-¥lio, es el operador de
[P

densidad reducido de orden p libre de spin, también llamado operador de

P_k,..k
reemplazamiento generalizado de orden p (p-RDO), El:____," . Por lo tanto su

definicién es (Moshinksy 1968, Paldus 19786, Koutecky y Laforgue 1977, Rob y
Niazi 1984, Duch y Karwowski 1985),

2
P Kok t il
E1:....! "= Z bklo’f'bkppl,p";'bllcr,

»
Gy

(6.6)
El valor promedio de este operador para un estado ¥ da lugar al

IL
correspondiente coeficiente dkr-vk,?l,---hflibre) de la matriz de densidad de orden p.

En particular el operador de reemplazamiento de primer orden (1-RDQ) ‘
viene dado por,

* (6.7)

Dichos operadores son los generadores del grupo Unitario U(k) (Paldus
1976), ij e {1,2,...,k}, en virtud de que cumplen la regla de conmutacién siguiente,

i k i k
[Ej -E1]= Ei3,;-E; 8, (6.8)
i \
Nétese, que los autovalores de E; son numeros de ocupacién. Asi pues, si

1
aplicamos E; sobre una funcién obtenemos como autovalores la ocupacién que
presenta el orbital espacial xi(r) en dicha funcién.
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La energia de un estado ¥} viene expresada como el valor promedio del
operador hamiltoniano en dicho estado:

N N
E; = <LIHIL) = <Ll Zh(i) + %Z g(ij) IL>, 7.1
i ij
donde,
2
h@) = - A V +Vai
2m (7.2)
Y,
2
gij) = =
Lid . (7.3)

La ecuacion (7.1) equivale, como facilmente se comprueba al desarrollar, a la
siguiente ecuacionl®!,
@)

, 1 < -
Ep=trh() I'; am + 7 tr gij) I azn , i

donde I';; amy 1":_?_)(1'.z-u.2) son las matrices de densidad de orden uno y dos
respectivamente, y tr significa traza. Recordemos que la traza de un operador
a(1,..,p) que actia sobre las coordenadas de p particulas en un estado L de N
particulas viene dada, en términos de la matriz de densidad reducida de orden p
de dicho estado, por la expresion siguiente (McWeeny 1960):

@) (p)
tr(a(l,..,p) I}, pilep) = f dry..dr, {a(l....p) [y (eptep) o lpop

(7.5)
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A partir de las expresiones (5.16) y (5.32) para las matrices de densidad
reducidas de primer y segundo orden respectivamente, y de la ecuacién (7.5),
llegamos a,

=2 IS o- S L
EL=Zhij d; +5 2 (i) diyy;
ij

ijkl : (7.6)
donde
h;; = <i(Ihmlj> (7.7)
Y.
@ijik1) = <i(1)k(2) lg(1,2)l 12)j(1)>. (7.8)

IL
Con todo ello, y teniendo en cuenta la expresion de d;j; en segunda cuantificacion
(ecuacién (5.38)), obtenemos la siguiente expresién para la energia,

= t b e s 1t
Br=3 by <L IbibJL> + 5 -%; (kD) <L Ib;bybib) L>
ij i.j.k,

= LI 3 bbb+ 1 3 Gk bibybib; | L>
iJ

ARk (7.9)

Comparando esta ecuacién con la (7.1) establecemos que el operador
hamiltoniano en segunda cuantificacién es,

- 1 e RN, 1 -
H=Y hybibj+5 ¥ Gjik) bibbp,
b Lkl . (7.10)

Exprasién-' que podemos compactar mediante la utilizacién del operador unidad y
extendiendo los sumatorios sobre los indices {i,jk,l}:

i i )
H= ¥ [NIT(hU 51:.1)"“;' (’j"d)] bibibp; =
ikl
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[ (hIj S 1+hkl 5, J)+ (:l_]lld)] b; bkblb (7.11)
lJ,k 1

Si usamos una base de spinorbitales y explicitamos las etiquetas orbitales y
de spin, podemos reescribir la ecuacién (7.11) mediante la siguiente expresién ,

=1
z Z [N i (hw;.rﬂz ku,,lo."'hlw, 1, Oig JUJ+ (iudozlkcr,lm)]
1,,;._k 1 01,02

03,04

t ot
X bio bioPic Dio, (7.12)

donde, ahora, el conjunto de etiquetas{i,j,k,l} corresponden a orbitales y el
conjunto {o4,02,03,04}, son etiquetas de spin.

Como hemos considerado el hamiltoniano libre de spin, tenemos que las

integrales del tipo hia,.jo, tales que, o1 # 0, se anulan. De igual forma

obtenemos que las integrales bielectrénicas (isjjokeslo)) son cero al menos
cuando oy # o3 6 03 # 04. Asimismo, sucede que,

hil'-l-jﬂ = hiﬂ-jﬂ , (7.13)
y para el término bielectrénico,
(imjolkele) = (iejelkBlB) = (iBjBlkale) = (iBjBIkBIR) (7.14)
Anadiremos finalmente que las deltas de Kronecker 3, \jo, + Podemos
descomponerlas como producto de otras dos, segun la ecuacién siguiente,
"Siauic, Su 501.03 (7.15)

Asi pues, teniendo presente todos estas consideraciones la ecuacién (7.12)
se escribe como:

41
1
H=3 Z NI (hu 8y 1 +hia §; .1)"' (‘J'k')] > bm kczblozbm (7.16)
ik, 01,02
Si definimos (Karwowski et al. 1986)
o 1 ”
(K1) = e (84 s +hya 8, ) + Gk, -

y recordamos la definicion de operador de densidad, (6.6), la ecuacién (7.16) se
reescribe finalmente como

o0 .k
H=J Y (i) Ejy
Lkl (7.18)

que es la expresién que habitualmente utilizamos para el operador hamiltoniano
en términos de la segunda cuantificacién.
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8. DESARROLLOS RECIENTES: OPERADORES DE DENSIDAD CON Y SIN
ADAPTACION PERMUTACIONAL, ELEMENTOS DE MATRIZ Y TRAZAS DE
DICHOS OPERADORES, APLICACIONES,

En los apartados anteriores hemos introducido los operadores de densidad

u operadores de reemplazamiento generalizados de p cuerpos g E:.,c__, Podemos

dar un paso mas y considerar la imposicién de simetria permutacional a sus
indices. Veamos que se quiere decir con un ejemplo. Consideremos los
operadores de densidad siguientes:

Eab ; Eta; Ebe ; Eno ®.1)

Las reglas de conmutacién (4.3) permiten establecer las siguientes igualdades,
Eab=Eba ; Epa=Euw (8.2)

Tenemos pues que sélo dos de ellos son linealmente independientes. Definimos
ahora,

*Eab=3(Ea+Evd . “Eqp=1(Eab- Eu) (83)

Podemos compobar que "Ef.,’b es simétrico respecto al intercabio de indices

(no cambia de signo) mientras que ‘ELL es antisimétrico (cambia de signo). Este

tipo de simetria, que puede generalizarse a operadores de densidad de cualquier

orden, tiene relacién con las propiedades de las funciones de spin. De ello se
“derivan diversas propiedades y simplificaciones que facilitan el calculo de

elementos de matriz de estos nuevos p-operadores entre estados N-particula.

El estudio de la adaptacién permutacional de estos operadores asi como las
expresiones de los elementos de matriz vienen desarrollados en J. Planelles and
J. Karwowski, Theoret. Chim Acta 82, 239-248 (1992).
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Aparte del célculo de los elementos de matriz de estos operadores (que son
los coeficientes de las integrales en la expresion de la matriz hamiltoniana), otras
magnitudes cuyo célculo es de interés por sus aplicaciones en teoria espectral,
teoria SRH, etc., son sus trazas. El procedimiento general de célculo de trazas de
operadores no adaptados permutacionalmente viene desarollado en J. Planelles,
C. Valdemoro and J. Karwowski, Phys. Rev. A 1990, 41, 2391-97 y el de
operadores adaptados en J. Planelles and J. Karwowski J. Phys. A: Math and Gen.
1990, 23, 503-88.

En cuanto a las aplicaciones précticas de los operadores de densidad en
quimica cuéntica, éstas son tan dmplias que resulta dificil escoger el gjemplo a
desarollar: teorias UGA, SGA, Coupled Cluster,... Vamos a sugerir un ejemplo
menos standard que hemos desarrollado nosotros mismos en el marco de la teoria
SRH de C. Valdemoro (Valdemoro 1983,1985): La construccion del operador SRH
de un cuerpo (P. Viciano and J. Planelles to be published) asi como un ejemplo un
poco mas complicado: elementos de matriz del operador SRH de p cuerpos, para
cualquier p (J. Planelles, C. Valdemoro and J. Karwowoski, 1991, 43, 3392-400).
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