Presentem la quantificacié de camps de
bosons i fermions. Quantifiquem el camp
de Klein-Gordon i el seu limit no relativista:
el camp complex de Schrodinger. Mostrem
la relacié entre I'equacié de Schrédinger i
la de Dirac.
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El camp escalar real de Klein-Gordon
Es el cas del camp real en el que la Lagrangiana conté un terme d’energia potencial proporcional
al camp. En unitats naturals (c = o = 1) i la notaci6 d, = d; — V, escrivim aquesta Lagrangiana

1 1 . . . o
en la forma: £ = —(6 $)? — —mz(l)z Explicitant les coordenades i emprant unitats arbitraries
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Sllnjectem aquesta L en I'equacié d’Euler-Lagrange, PP Vav¢ 0, on ¢ = 9,¢, des
oL _ _mict, 0L _ 1. _doL_ 1d U _ g 2
de: ¢ 2 ¢ a¢_c2¢ VYY) c2 dt? ' ove Vo ; ¢—V ¢ trobem:
hZ 2¢
292
Zae + h2V2¢p = m?c2¢p

que és I'equacid de Klein-Gordon.!

El camp escalar complex
Considerem dos camps ¢, i ¢, reals diferents amb la mateixa massa (massa degenerada),

cadascun solucié de I'equacié de Klein-Gordon 97 ¢, + m?*¢; = 0, 9Zp, + m*¢, = 0. Podem

definir el camp complex ¢ = %(qﬁl + i¢,) i el seu adjunt pt = \/—g(qbl —i¢,). Ates que ¢ i
¢, son diferents, ¢t # ¢ (el camp no és hermitic). Tanmateix, és immediat comprovar que ¢ i
¢* donen compliment a 'equacié de Klein-Gordon: dZ¢ + m?¢ = 0, d7¢p* + m?¢p* = 0.

: , _11 a¢) (3_4’)2_1 242 .
A partir de la Lagrangiana de cada camp real, £ S0z (at " Sm ¢*, que escrivim
1 . . .
en notacié compacta, L = [ u¢] ——m2¢2, podem escriure una Unica lagrangiana que

genera les dues equacions dlnamlques L= [ 0, P11° — %mquf +%[6”¢2]2 — %mzdb%.

Si escrivim la norma [au¢1]2 del vector 0#¢, en la forma d,¢,0%¢, (0¥ representa el vector
columnai d, el transposat en forma de matriu fila) i calculem:

1 1
L=20,¢"0 ¢p - m* ¢t = Eau(qbl — iy)oH(Pp1 i) — Emz((ﬁl — i) (1 + ig2)

Tenint en compte que, per ser reals els camps ¢;, aleshores, 9,¢;0*¢; = [a”¢i]2, i també

(Pr — ip2) (1 + ihy) = 7 + 3, trobem:
L 11
L=§[6uq,’)1] [ ud’z] ——m ¢1 _Em ¢2

La Lagrangiana L = 9, POt — m? ¢p* ¢ és suma de les Lagrangianes dels dos camps reals que
constitueixen el camp complex i, en termes del camp complex, resulta ser identica a la de cada
component real (excepte el factor ).

! ’equacié de Klein-Gordon, — ¢4 h2V2¢p = m2c?¢, en unitats naturals (c = & = 1) la podem

2 atZ
. a

escriure en la forma d;¢ + m*¢ = 0, on 9/ representa , — — V2,

2 Fem notar que injectar “£L" 0 “2 L" en I'equacié d’Euler- Lagrange genera la mateixa equacié dinamica.
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Si escrivim la Lagrangiana en termes dels camps reals podem definir el moments conjugats de
aL ; . , - .
cada camp: II;(x) = 7%, = ¢; amb i = 1,2. També podem definir els moments conjugats dels
A

camps complexos ¢ i ¢p*:

() = —25— = () = = (T, () + T (x)
26" () 7

() = —2— = () = = (I, (%) — T, ()
2600 7

Les relacions de commutacié del camp complex les podem calcular a partir de les del camps
reals. S6n totes zero, excepte [¢p(x), 1T (Y)] = [¢pT(X),1(y)] =i 63(x — y).

Limit no relativista de la Lagrangiana escalar complexa

. 11 (8\% 1 2 1 5.2
Cas de ser ¢ un camp complex, la Lagrangiana £ = E?(E) - E(qu) —5m ¢~ ha de ser

modificada amb els segiients canvis: ¢ — ¢+, p2 - p*pi (Vd)? - Vop*Ve.
Escrivim ara el segiient ansatz per al camp: ¢ = e!* W, ¢ = e~ WY+ amb a = mc?/h i
calculem les derivades que apareixen en la Lagrangiana:

99" _

it fire _ 00 _ iat (4 ).
o =e fat (Pt — jqpt) ; = = (Y +iaV¥);

at
op* o . . . .
i a_(f = PHY 4 @? Py 4 ja(PTY - W)

Aleshores, la Lagrangiana queda escrita en la forma:

-

11.,. im, . . 1

L===VTY+ —(PTY - @ty — —y@tyy
2c? 2h ( ) 2

En el limit no relativista, el terme que va dividit per c? és rebutjable enfront dels altres, de

manera que la Lagrangiana no relativista queda resumida a:

im, . . 1
L, =— (V'Y -¥Y*Y) - —vytvy
" 2h ( ) 2
Siintroduim aquesta £L,,,- en I’equacié d’Euler-Lagrange, — — —— — Va—L = 0, ens trobem les

"¢ dtdg oV
seglients derivades:
Lnr _imy,  0Lpy _ _imy,  d 3Ly _ imd¥ Ly, 1 o d 0Ly,

vt —2n ¥ et = T on Y Taowt —zn ot avwr = 2VF 0 T avaver

= 1v2w ;
2

que substituides en I'’equacié d’Euler-Lagrange donen lloc a:

imali_l_iman_l_1V2qJ 0 _hE)‘P h? V2w
—_— —_— —_ — - —_—
2h ot | 2h ot ' 2 ot T T om

que és I'equacié de Schrédinger per a una particula lliure.

El camp escalar complex amb interaccio

Considerem dos camps ¢ i ¢, reals diferents amb la mateixa massa i que interaccionen entre
si amb un potencial U(¢,, ¢,) = g (¢p? + $3)?, on g és la intensitat de la interaccié. Aquest
potencial inclou self-energy en el terme ¢f i un terme creuat 2¢?¢»3 que fa que els dos camps



interaccionen.? Aleshores si, com adés, definim el camp complex ¢ = x/_i(d)l +i¢,) ielseu

adjunt ¢t = iz(qbl —i¢,), atés que 2 pTp = p? + ¢3, el terme potencial d’interaccié que

cal restar a la Lagrangiana el podem escriure en la forma U = 4g (¢t ¢)?. Siincloem el factor 4
dins de la intensitat de la interaccié g i assumim unitats naturals (c = 2 = 1), podem escriure la
Lagrangiana en la forma £ = 0,0 0%*¢ —m?* ¢p*¢p — g (p* )%

Limit no relativista de la Lagrangiana escalar complexa amb interaccié

Lagrangiana complexa amb interaccié simplement conté el terme extra V = —g (¢ 1 ¢)?
respecte la que no té interaccio. Aleshores, si fem Us de I'ansatz ¢ = elat p ot = e lat y+
amb a = mc?/h per al camp, hi ha prou en afegir a Lagrangiana aquest terme addicional que
simplementresulta V = —g (¢1¢)? = —g (P 1¥)?,

im,. . 1
Ly, = ﬁ(lpﬂp —pry) — quﬁvw — g (PTy)?

. . , o oL d oL aL . .
Si introduim £,,,- en I'equacié d’Euler-Lagrange, 36 299 Vav¢ = 0, apareix la derivada
.. 0 ag (wtrw)? , . ,
addicional a% = —% = -2 g¥Y*¥Y ¥, amés de les que ja haviem trobat en el cas de

no interaccié (g = 0). La inclusié de la qual en el limit no relativista, on rebutgem el terme que
va dividit per c¢?, de I'equacié d’Euler-Lagrange déna lloc a:
imd¥Y imo¥Y

1
2h6t+2h6t+2vw 2g9Y"YY =0

Limit no relativista de la Lagrangiana escalar complexa amb sense self-energy (g = 0) pero
en preséncia d’un potencial extern V(x) que entra en la forma V ¥ ¥

En I'apartat anterior hem obtingut la Lagrangiana del limit no relativista la qual, sense interaccio,
i . . 1 . .

g =0, resulta: £,,, = % (VY —pry) — S VW*VW. Aquesta Lagrangiana amb les equacions

d’Euler-Lagrange genera la mateixa equacié de moviment que si la multipliquem per un nimero.

2
Multipliquem L,,,- per % i afegim el potencial extern V (x) ¥*+W¥:

ik, N (%
Ly = 7(1}1“}1 - YY) — T VIV = V() v

. - . LoV aveowtw . . )
La derivada addicional és ara: T = gt = V(x) ¥, i Euler-Lagrange déna lloc a:
'haq’+h2 VY — V)WY =0 _hatp " VY + V() ¥
—_— S — — - — T —
! at  2m X ! dt 2m X

que és I'equacié de Schrodinger. S’aplega al mateix resultat amb £,,, si introduim el potencial
escalat (m/h?) V W*TW. Fem notar que si usem unitats atdmiques: A = m = 1.

3 Fem notar que I'equacié d'Euler-Lagrange per a cada camp depén de la derivada del potencial respecte
a aquest camp. Per exemple, la contribucié del terme creuat en I'equacié del moviment de ¢, sera
proporcional a dU/d¢; queé conté el terme 4g¢; (p? + ¢3). Aixd implica que I'evolucié de ¢p; depén de
¢, i viceversa, establint aixi una interaccié efectiva entre ambdds camps. Tanmateix, com els dos camps
estan sota la influéncia del potencial U(¢, ¢,),quan un camp pren cert valor, modifica el potencial efectiu
que veu l'altre camp, cosa que vol dir que la preséncia d'un camp afecta la dinamica de l'altre, fent que
els dos camps estiguin acoblats



Més sobre el camp classic de Schrédinger

Hem vist a I'apartat anterior que I'equacid de Schrédinger pot ser vista com l'equacié d'Euler-

Lagrange per a la densitat Lagrangiana £ definida per I'expressid:*
2

R R
L=i-(PV¥-—P¢) - —TgTy—yyy
i ( )= VT -V

., oL oL = oL .
En efecte, I'equacio d'Euler-Lagrange,® _ 4 ( ) - V( ) = 0, amb els calculs:

ow*  dt \gw* vy
aL__hlp - d(@L)__hd‘{J__ﬁlij V( GL)_hZWLp_hzvzlp
v '2 ’ dt\ow+) "2 ~ 2T avws) 2m " 2m
, . . ., d¥ A% o . L, -
inserits en ella, déna lloc a: iA P —%V Y 4+ VW, que és I'equacio de Schrodinger.

Analogament, per ser el camp W(x,t) complex i, per tant ser equivalent a dos camps reals
Re¥(x,t) i Im¥(x,t), hauriem de obtenir dues equacions de camp acoblades fent variar
independentment §ReW(x,t) i sImW(x,t). Tanmateix, és més facil derivar les equacions de
camp, en una forma manifestament complexa, considerant que §¥W(x,t)i 6¥*(x,t) sén de fet
dues variables independents i, per tant, tenir dos jocs d’equacions d'Euler-Lagrange:

aL d (9L S oL . AL d (oL S oL

s w) Vo) =0 -2 () -V () = 0

De la primera ja hem obtingut I'equacié de Schrodinger. De la segona obtenim el complex
conjugat de I'equacié.

Hi ha pero més Lagrangianes que donen lloc a la mateix equacid dinamica de Schrédinger. En el
llibre de Hakens se proposa la Lagrangiana seglient:
2

. h
L=y <ih‘{’ +— V2 — V(X)‘P)
2m

De manera tenim dos conjunts de variables, (W*,¥*) i (¥, ¥). Amb el primer joc, com ¥*no

. S ., . ac .
apareix en la definicio de £, I'equacié d’Euler-Lagrange se resumeix a = 0, que ddna lloc a:

v+

. Rh?
AW + — V2P — Y=
ihy + va V(x) 0

que és I'equacié de Schrodinger

Del segon joc, si tenim en compte que: W*V2W¥ = V(P*V¥) — V(PV¥*) + PV2¥*, tenim
oL

2 .
= = h—VZLP* — V(x)¥W*. Tanmateix, —i(a—{:) = —iih‘P* = —iaAW¥*, donant lloc a:
¥~ 2m dt \aw dt

. h?
—iAY* + — VP — V()P =0
2m

que és la conjugada de I'equacid de Schrédinger.

, . , . L h? , .
4 Aquesta L és la que hem obtingut en I'apartat anterior multiplicada per - per tant déna lloc a la mateixa

equacioé dinamica, com mostrem aci i es la forma més habitual de presentar la Lagrangiana de I'equacio
de Schodinger, veure e.g. 'eq. 5 en A.A. Deriglazov, Phys. Lett. A 373 (2009) 3920-3923.

5> Veure apunts “ones i particules”

6 H. Haken, Quantum Field Theory of Solids, an Introduction, North-Holland 1983
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El moment conjugat de W, I1(x,t) = pri ih¥Y*, ens permet escriure la densitat Hamiltoniana,

2 2
H=TxO¥P(xt) — L =P <—§L—mv2w + V(x)lp> =y (—Zh—mvz + V(x)> Y

2
i, per tant, ’hamiltonia: H = [H dx = [¥* <—2h—mV2 + V(X)) Y dx

on reconeixem el terme entre parentesis com I’hamiltonia d’una particula sota I'accié d’un
potencial V(x). Aquest operador té un conjunt d’auto-funcions i autovalors,

hZ
<__V2 + V(X)) (.by(x) = Ey ¢u(X);

2m

de manera que els estats estacionaris ¢, (x, t) son el producte de ¢, (x) per una fase imaginaria,

~iEyt/h

e , que és funcid del temps. Els estats generals sén una combinacié lineal d’aquests,

W0 t) = ) hu(0) e Bt/ g, () = D by(®) ()
I n

Per tant, b, (t) = [dx¥(x,t) ().
De manera analoga, ¥*(x,t) = X7 by (£) ¢, (x) i, per tant, by (t) = [ dx ¥ (x,t) ¢, (%).

Tornant sobre, ’hamiltonia: H, substituint W(x,t), ¥*(x, t) trobem:

H= Z f b[f(t)qh;(x) (_%VZ + V(X)> bv(t)¢v(x)dx =
uwv

= | BB OB OB Idx = Y By bEOB,©)
TR n

Si comparem aquest resultat amb el camp quantic de Klein-Gordon i la seua quantificacié’
observem que I'equacié a que hem aplegat per a 'Hamiltoniana és idéntica a la que obtinguérem
alli per a la cadena d’oscil-ladors harmonics: és una suma de les energies dels diferents estats
multiplicades pel terme b,'f(t)bu(t) = b,f(O)bM(O) = n, que representa la poblacié de I'estat
¢,. Podem ara procedir a quantificar el camp de Schrédinger® substituint els coeficients
by (t), b, (t) per operadors by, b, amb les regles de commutacié [by, by'] = 6, [bu,bv] =0,
[bﬁ', b}] = 0, obtenint aixi I'Hamiltonia en segon quantificacié d’un sistema bosonic.’

El cas concret de I’oscil-lador

En l'apartat anterior hem obtingut una expressid en segon quantificacio de I'operador
Hamiltonia d’una particula en un potencial V () després de quantificar I’equacid de Schrédinger

https://www3.uji.es/~planelle/APUNTS/QFT/camps_per_curiosos.pdf, J. Planelles 2025, Teoria de camps per
amateurs i curiosos.

8 D’aci prové el nom segon quantificacid, atés que I'equacié de Schrédinger ja és el resultat de la quantificacié de les
equacions classiques de la mecanica.

9 Més en davant mostrarem perqué diem que si fem Us de [by, by 1 = 8y, [y, by] = [b, b1 = 0 quantifiquem un
sistema bosonic i no un fermionic.



com si fos un camp classic: H = Y. ° E; bj"b; = Y.’ E; n;, on la suma s’estén als infinits estats
propis i els operadors de creacié i aniquilacié tenen les mateixes regles de commutacié que la
dels operadors de la cadena d’oscil-ladors harmonics simples: [bi, bj+ = 6l-j, [bi, bj] =0,
[b;’, bj+] = 0. Aquest Hamiltonia pot representar un sistema amb multiples nivells o modes (per
exemple, un sistema de particules independents o un camp quantic). Cada mode i té els seu
propis operadors b;, b;" que actuen sobre aquest mode exclusivament. Per exemple,

bi|ny,ny, ..., 0y, ) = Jning, ny, ,n — 1,000

El estats venen representats pels nombres d’ocupacié (o nivell) de cada mode.'® En el cas de
I'oscil-lador harmonic simple sols hi ha un mode normal |n;) i per tant, només un operador de
creacié b* i un d’aniquilacié b, de manera qué [b,b*] =1, [b,b] = [b*,b*] = 0, 'Hamiltonia
ésresumeixaH = hw b*b,* iI'operador nombren = b*b, que no és més que H/hw, ens déna
el nivell energeétic. Interpretem alternativament que el mode esta n vegades excitat (i per tant
té una energia nhw) o que hi ha n particules en el mode (i per tant té una energia n vegades
hw).

Si considerem un estat de I'oscil-lador harmonic simple |¥) = }; ¢; |i), els quadrat del modul
dels coeficients |c;|? sén el nombre fraccionar d’ocupacié del nivell |i). El valor mitja de I’energia
(E) =(PH|¥) =X ;¢ ¢ hw (i|bThlj) = X jcf ¢j hw j 6;; = Xilci]? ho .

Hamiltonia d’un sistema fermionic en segon quantificacié

Sabem que en tres o més dimensions sols hi ha dos tipus de particules: fermions, com per
exemple els electrons, que estan descrits per funcions antisimétriques respecte el bescavi de
particules idéntiques i presenten la caracteristica que els nombres d’ocupacié sols poden ser
zero o la unitat (dos electrons no poden tindre els quatre nombres quantics iguals), i bosons,
com per exemple els fotons, que estan descrits per funcions simétriques respecte el bescavi de
particules idéntiques i no tenen restriccions en el valor del nombre d’ocupacid.'?

Si representem els estats de sistemes independent pel nombres d’ocupacié |nq, ny, ..., n;, ...), la
regla de commutacio [bf,b}*] = 0 implica que les funcions d’ona sén simetriques respecte el
bescanvi de les dues particules: b"b|0) = b;"b;"|0) — |i,j) = |j, i).

Si volem que la funcié siga antisimetrica cal que {bf,bf} = 0, és a dir cal que els operadors
anticommuten:*® b b|0) = —b;"b;"|0) = |i,j) = —1j, i).

Per tant, una volta obtingut I'Hamiltonia en el limit no relativista H = Y.’ E, blf(t)bu(t) si
procedim a quantificar substituint els coeficients b,f(t),bu(t) per operadors b,f,bu amb les
regles de commutacié [b,, bif] = 8y, [bu by] =0, [bF,b] =0, obtenint I'Hamiltonia en
segon quantificacié d’un sistema bosonic. Aquesta forma de quantificar permet definir els

0Acceptar una ocupacié superior a la unitat en un mode és incompatible amb el caracter fermionic (una ocupacié
superior a la unitat és una caracteristica dels bosons), per aixo diem que quantificar amb [b, by ] = 8, [bu, by] = 0,
[b;f,by] = 0, ddna lloc a un camp quantic bosonic.

1 La forma més habitual de I'operador: H = hw (ata +;), és identica, excepte que ddna lloc a unes energies

desplacades hw/2 respecte I'origen d’energies. En teoria de camps es corregeix I'origen d’energies per evitar que la
suma d’energies fonamentals dels infinits modes siga infinita.

12 Més detalls en https://www3.uji.es/~planelle/APUNTS/QQ/PpiPauli.pdf
13 Més detalls en https://www3.uji.es/~planelle/APUNTS/QQ/SUSY.pdf
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operadors (t,x) ,J*(t,x) que aniquila/crea una particula en un lloc especific de I'espai.
L'operador camp (t, x) t¢ un moment canonic conjugat I1°(t, x) amb regles de commutacié
[¥(t,x), T1°(t, ¥)] = ihd(x — y) que recorda la regla de commutacié [x, p] = ik de la mecanica
quantica.l

Que passa amb la anticommutacié? Que passa amb els fermions?

Si volem quantificar un camp fermionic, cal substituir els coeficients b,f (t), b, (t) per operadors
by, b, amb les regles d’anticommutacio {b#,b;’} = Sy, {bu,bv} =0, {bﬂb;} = 0, per tal de
garantir el compliment del principi de Pauli. La consideracié d’aquestes regles entre creadors i
aniquiladors comporta, de manera analoga al que passava amb bosons, anticommutacié del
camp fermionic i el moment conjugat, II°(t, x) = ihy " (¢, x), (Bt x), 1°(t, )} = ihd(x — ),
perdent-se aixi I'analogia amb la commutacié de coordenada i moment. Els commutadors
bosonics passen a ser anticommutadors fermionics. Per exemple, els bosons donen compliment
a la commutacio [@(t, y), 1’/3+ (¢, X)] = §3(x — y), mentre que els fermions donen compliment a

I’anticommutacio: {@Jr(t, x), Py} =83(x-y) .

Un punt important a subratllar és que tant en bosons com en fermions, els operadors de camp
han de respectar la causalitat relativista. Aixo implica que els operadors locals en punts de
I'espai-temps separats per intervals no causals (és a dir, punts que no poden comunicar-se amb
senyals a velocitat menor o igual que la de la llum, anomenats punts amb separacié espacial®®)
han de ser compatibles, a més d’hermitics, si corresponen a magnituds fisiques mesurables. Aixo
vol dir que no han d’interferir. En termes matematics, vol dir que han de commutar, de manera
que no importa I'ordre en qué una magnitud i altra son mesurades.'®

Els operadors d’observables poden construir-se a partir del camp. Per exemple, escrivim
- — 2 —
I’hamiltonia en la forma: H = [ d3x 1/)+(x)(—2h—mV2 + V(x)) P(x), o la densitat de nombre de

particules com: i = @Jr(x) P(x), etc. La commutacié dels operadors associats a observables
compatibles bosonics queda garantida des de la commutacié nul-la [@(t, x),$+(t, y)] =0
sota la condicié (x — y)? < 0. Ara bé, no podem usar aquesta regla amb fermions per garantir
la commutacio dels operadors associats a observables compatibles, ja que violaria I'estadistica
fermionica, generant funcions d'ona simétriques en lloc d'antisimétriques. En el cas de fermions,

els camps anticommuten: {$+(y),1$(x)} = 0. Aleshores, com podem garantir la causalitat?

7 els observables fermiodnics sén polinomis

Encara que el camp fermidnic no és hermitic,?
hermitics en P*(y) i P(x), com per exemple 7, A, etc. | és precisament I'anticommutacié
{$+(y),$(x)} = 0 en intervals espacials ((x — y)* <0, i.e., |ty — t,| < [x—y]|) la que assegura
gue observables locals com ara que la densitat de particules i = $+ (x) P(x) en punts separats
espacialment commuten, garantint aixi la causalitat: [Ai(x),A(y)] = 0si (x — y)? < 0. Podem
comprovar aquest exemple: [A(x), A()] = #' () BB G PO) =B 0) POIP" (1) P(x). Si
x,y son dos punts amb separacié espacial, (x —y)? < 0, aleshores {$+(y),$(x)} =0, de
manera que YP(xX)P*(y) = PT(»P(x) i finalment, [A(x), A(y)] = 0.

14 vegeu J. Planelles 2025 https://www3.uji.es/~planelle/APUNTS/QFT/camps_per_curiosos.pdf. També Cap. 11.1
de T. Lancaster and S.J. Blundell, Quantum Field Theory for the Gifted Amateur, Oxford 2014.

> La distancia (x — )% = (tx — ty)? — |x — y|? en un espai de Minkowski se diu temporal si |t, — t,| > [x —y|,
lluminosasi |, — t,| = |x — y| i espacial si esta dins del conus de llum, i.e., [ty — t,| < [x —y].

16 Evitem aixo la paradoxa de la comunicacié instantania, superluminica.

17 A diferéncia del fermions, el camp bosonic pot ser hermitic o no.
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L’oscil-lador fermionic

En I'apartat anterior hem trobat I’'Hamiltoniana com una suma de les energies dels diferents
estats multiplicades pel terme by (t)b, (t) = b (0)b,(0) = n, que representa la poblacié de
I’estat, la qual és idéntica a la que obtinguérem amb anterioritat per a la cadena d’oscil-ladors
harmonics. Després hem procedit a la quantificacié bosonica, és a dir, hem substituit els
coeficients b, (t) , blf (t) per operadors de creacié i aniquilacié amb les regles de commutacid
[bi,bj'] = 8y, [bi,bj] =0, [b;’,b*] = 0. Finalment, hem particularitzat el cas d’un Unic

oscil-lador el qual, excepte un corriment % de I'origen d’energia, coincideix amb I’"Hamiltonia de

1 d 1 d
I'oscil-lador harmonic amb la realitzacio b = =(x + —), b = =(x — —).
oscil-lador harmonic amb la realitzacié ﬁ( +dx), 2( =

Ens preguntem que passaria si procedim a la quantificacié fermionica en el cas d’un Unic
oscil-lador, {a,a*} =1, {a,a} = 0,{a*,a*} = 0 (pertant,a a = ata®™ = 0). En aquest cas, els

. ., . . 1 1
operadors admeten una realitzacié en termes de les matrius de Pauli: a = 50—, at = 504

. 1 . 1 ,
amb oy = 0, + ig,. Per tant, ata = Z(a,? + 02 — i (050, — 0y0y)) = Z(a,? + 02+ 20, ), és

adiri=a%a= [(1) 8] és diagonal amb dos autovalors 1 (estat ocupat) i O (estat buit).

Cal dir que aquest oscil-lador, com veurem en apartats posteriors, NO és el limit no relativista
de I'equacié de Dirac per a una particula sotmesa a un potencial harmonic. Aquest limit és un
espinor, on la component gran és aproximadament solucié de I'equacié de Schrodinger per a un
oscil-lador harmonic no relativista, amb una component petita que aporta informacié sobre la
quiralitat del fermié.

Una ultima idea que ha de quedar clara: en 3D hi ha dos tipus de particules, i per tant de camps,
bosons i fermions. La quantificacid d’aquests camps amb creadors i aniquiladors substituint
coeficients 4, (t) per operadors 4, que en el cas bosonic implica commutadors i en el fermionic
anticommutadors, és consequéncia exclusiva de I’estadistica d’un tipus de particula o altra i de
respectar la causalitat relativista, impedint accid mesurable immediata a distancia.

L’equacio de Dirac

Dirac va cercar una equacio de la forma: ih%‘l’(r, t) = HpW(r,t), és a dir una equacio
diferencial de primer ordre respecte del temps, com I'equacid de Schrddinger, cosa que permet
construir una mecanica amb principi de causalitat: si es coneix I’'Hamiltonia i la funcié d’ona en
un temps t, és podra determinar univocament la funcié en qualsevol temps posterior. | com
férem amb I’equacié de Klein-Gordon, va usar una particula lliure en un medi homogeni de guia
perqué sabia que havia de donar compliment a I'equacié relativista E? = m2c* + p?c?.
Aleshores, amb la finalitat d’aconseguir la primera derivada en el temps, reescriu I'equacié
anterior en la forma (E/c)? = m?c? + p? = A? i prova de factoritzar (E/c)? — A? = 0. Escriu:
(E/c)? — A% = (g + A) (% - A) = 0, i es pregunta que és A per tal que el seu quadrat siga igual
a (E/c)? = m*c® + p* i prova d’escriure A = Y1 y,p,, amb py = mc iy, factors a determinar.

Aleshores, com cal que: m?c? 4+ p?A% = Y yivh + Yy VuVoDuPy = Liwv YuYoPuby = 0.

Per tant, cal que factors donen compliment a I'anticommutacio {yu,yv} = byu- Es possible la
realitzacié d’aquets coeficients que anticommuten amb matrius 4 x 4.8

18 petalls en J. Planelles, https://www3.uji.es/~planelle/ APUNTS/QQ/dirac.pdf
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L'equacié de Dirac per a una particula lliure en una dimensié la determinem de manera
semblant, amb p, = mc, escrivim A = yopo + ¥,p, i fem que:

A% = p§ +p* =v¢pé +vZp* + (Yo¥p + ¥VpYo)Pop =0

Per tant, Yo¥p + ¥pYo = 0. Podem realitzar el coeficients amb y, = g, ¥, = 0y, on g; son les
matrius de Pauli. Es immediat comprovat que 62 = 62 = 1, i(0,0, + 0,0,) = O.

. E L S . , .
Per tant, a partir de ~ = Yomc + ypp, escrivim I’'Hamiltonia de Dirac per a la particula lliure 1D

com: Hp = cypp + Yomc?, de manera que amb p = —ih%, I'equacié queda:

a
_x - VOmCZ)Lp(x; t)

0
(lha-l- lcypha

Es convenient reescriure I'equacié anterior en una forma més simetrica respecte espai i temps.
Multiplicant a esquerres per yg'!, atés que yg ' = 0, ' = 0, = Vo i Y5 'Vp = 0,0, = i, = V3,

escrivim: (ihyo % + icylhaa—x - mcz) Y(x,t) = 0, que en unitats naturals (¢ = A = 1) queda:
(i¥00¢ + iy10, —m)¥(x,t) = 0

On com hem dit, podem substituir yy = g, y; = io,,. Adonem-nos-en que cal que ¥ = <¢1>.

V2

Si afegim un potencial V(x) = %mwzxz, tenim: (i0,0; — 0,0, — (m + V))¥(x,t) = 0, que
inserint les matrius equival a dues equacions:

0y + 0Py —(Mm+ V) =0

iatlpz + iaxlpl + (m + V)lpz = 0

Cerquem solucions estacionaries, escrivim doncs ;(x,t) = e £t¢;(x) i trobem,
(E-—m=V)p, = —i0x¢,
(E4+m4+V)p, =—idydy

En el limit no relativista E = m > V. Podem aproximar E + m + V = 2m, de manera que ¢, =

—ﬁaxqbl. Portant-ho a la primera equacié (E —m — V)¢, = —id,¢p, = —ﬁafqbl, trobem
1 1
<_ﬂa§ +Emw2x2>¢>1 =(E-m)¢,

que és I'equacié de Schrédinger per a un oscil-lador harmonic no relativista, amb una subtilesa
clau: L'espinor complet té una segon component petita que porta informacié sobre el caracter
quiral (espinor) del sistema.

En el limit de massa zero I'equacié d’autovalors de Dirac commuta amb |'operador a,, el qual

. o ,._¢1_01¢1_<0) . L
canvia la quiralitat de l'espinor: O'x(o) = (1 0)(0) =\¢,) En sistemes relativistes, la

massa m trenca la simetria quiral, cosa fonamental en fenomens com per exemple transicions
topologiques on m actua com un parametre d’obertura de banda.

Un Jdltim apunt: I'equacié de Dirac (iy“@u - m)‘P = (0 pot derivar-se de la densitat
Lagrangiana L = y(iy" 0, — m)yp,amb { = »*y% amb les equacions d’Euler-Lagrange, de manera
semblant a com hem fet per a totes les equacions dinamiques (veure e.g. Lancaster and Blundell
capitol 38.1).



