La dualitat ona-corpuscle és el cor de la
mecanica quantica i una gran paradoxa. La
teoria quantica del camp de la radiacid i la
materia resol els problemes d'identitat de
particules i ones i soluciona possiblement

aquesta paradoxa. L'objectiu d’aquestes
notes és donar una mirada somera, per
amateurs i curiosos, a la teoria de camps,
centrant-nos en el cas més senzill, perd no
per aixo menys important, del camp
escalar real.

Teoria de camps
per amateurs |
CUriosos

Josep Planelles




Teoria de camps per amateurs i curiosos

Josep Planelles

Introduccio

La dualitat ona-corpuscle de Louis de Broglie és part essencial del cor de la mecanica quantica a
la vegada que és una gran paradoxa: com es pot ser una particula, és a dir una entitat
perfectament localitzada en I'espai, separada del medi exterior per una frontera i,
simultaniament, ser una ona, és a dir, una pertorbacié d’un medi extens sense fronteres? Per
poder seguir avant en els cursos introductoris de mecanica quantica s’introdueix la transaccional
gue ona i corpuscle son descripcions aproximades i complementaries del comportament
experimental, tant de la matéria com de la radiacid. Per tant, les particules que observem no
son exactament entitats localitzades amb frontera ni les ones sén exactament pertorbacions
sense fronteres. |, aleshores, se segueix amb el desenvolupament d’una teoria que explica el
comportament d’objectes que no sabem exactament qué sén. Considerem per exemple la
radiacio monocromatica de color blau i les seues particules: els fotons blaus (altres colors, és a
dir altres freqiiéncies, tenen fotons d’altres colors, és a dir, d’altres energies). De fet, els fotons
blaus no poden ser particules puntuals perquée els propis principis de la mecanica quantica
impliquen que no es pot "trobar" un fotd en un lloc especific, atés que sabem exactament quin
és el seu moment lineal. La teoria quantica del camp de la radiacid i la materia aclareix els
problemes d'identitat de particules i soluciona possiblement la paradoxa ona-particula.?
Tanmateix és la visid acceptada de la fisica contemporania i el seu punt de vista podria també
ser la base conceptual per a I'ensenyament de la mecanica quantica no relativista. Al remat, la
mecanica quantica no relativista no és més que la teoria del camp de I'ona de Schrédinger.

L'objectiu d’aquestes notes és donar una mirada somera, per amateurs i curiosos, a la teoria de
camps i per aixd sols parlarem del camp més senzill: el camp escalar real.? He de dir que hi ha
una extensa literatura de llibres sobre teoria quantica de camps, alguns d’ells escrits de manera
especialment didactica. Per a elaborar aquestes notes he usat diverses fonts, entre les que
destacaria els llibres de Lancaster i Blunder® i Ashok Das?, encara que n’he consultat altres® aixi
com diverses lectures notes accessibles via internet en un intent de trobar la manera més senzilla
i intuitiva de presentar els camps. En les apunts hi ha deduccions i aclariments que podrien
trencar el fil perd com, encara que amateur o curids, en ciencia cal no fer cap acte de fe, he
desgranat en apendixs i peus de pagina alguns d’aquests aclariments i demostracions. Espero
que aquestes notes siguen d’utilitat a amateurs i curiosos o algun estudiant d’alguna branca de
cieéncies o enginyeria, com una espeécie d’entremés que done confianga per endinsar-se en les
fonts per aconseguir anar més enlla de la mirada somera.

L Art Hobson, Am. J. Phys. 73, (2005) 630-634.

2 No per ser és més senzill el camp escalar real és poc rellevant: és el camp que origina I'equacié quantica-relativista
de Klein-Gordon d’on se poden derivar les equacions de Proca que estan implicades en el model Standard per
descriure el comportament de bosons vectorials massius que transporten la interaccié feble, generen el potencial de
Yukawa associat amb la interaccio forta, fins i tot descriu I’electrodinamica en superconductors (veure e.g. M. Tajmar,
Phys. Lett. A 372(2008) 3289-3291).

3 T. Lancaster and S.J. Blundell, Quantum Field Theory for the Gifted Amateur, Oxford 2014.

4 Ashok Das, Lectures on Quantum Field Theory, World Scientific 2008.

5 M.E. Peskin and D.V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory, CRC Press Boca Raton 2018, H. Haken,
Quantum Field Theory of Solids, an Introduction, North-Holland 1983, A. Zee, Quantum Field Theory in a Nutshell,
Princeton University Press 2010, etc.



El camp classic

En uns apunts anteriors® hem estudiant 'exemple de la corda oscil-lant de massa m i longitud £
en el cas més simple de forces elastiques. A partir de la densitat de massa p = m/¢ i la constant
de forca k que genera tensid quan el camp ¢(x,t) se separa de la seua posicié d’equilibri, hem

T . 1t ap\2 . . 1.t ap\2 . . .
definit I’energia cinetica T = Sl dxp (5) i la potencial Vv = Sy dx k(&) , i construit la densitat

. _p(ad\? _k(ap\? _ [11 (9p\% 1 (3¢)? . , .ood (9L) L _
Lagrangiana £ _E(E) _E(E) = k[}ﬁ(;) _E(E) , que inserta en I'equacio E(ﬁ) —35=0
d’Euler-Lagrange, déna lloc a I'equacié de del moviment ondulatori classic de D’Alembert:’
0%¢ 1 9%¢

0x2 v2 9t2’

Aleshores, hem afegit un terme d’energia potencial proporcional al camp, U(¢) = §m2¢>2, enla

Lagrangiana L i, amb les equacions d’Euler-Lagrange, hem obtingut I'’equacié de Klein-Gordon:®

. . 1 92
07¢ +m*¢p = 0 on 97 inclou derivades en x,y,z,t. Concretament® 97 = Sap V2. Per a
detalls en I'obtencié de les equacions podeu ajudar-vos dels peus de pagina i/o acudir als apunts

esmentats (vegeu I'enllag també a peu de pagina).

Val a dir que aquests dos exemples son particularment simples perd importants.’® Aci ens
centrarem en la segon equacié anomenada de Klein-Gordon.!! Per substitucié directa, podem
comprovar que aquesta equacié té solucions en forma d’ones planes: ¢ = e "{Et=P*) amp |a
condicié que E% = p? + m?, on la quantitat m té un paper semblant a la massa en teoria de
relativitat. La soluciod general és doncs, una superposicio d’aquestes ones planes:*?

d3 1 i _p- . i —p-
0= It g e ) »

Abans de fer el pas a la quantificacié d’aquest camp és convenient obtenir I’'Hamiltoniana
ZGH2 +1(V)? +3m?¢?, que

reescrivim com H = %(6,1(1;)2 +§m2¢2, suma d’un terme d’energia cinetica més un de potencial

classica (# = pq — L). Els detalls de I'obtencié de I’'Hamiltonia # =

tipus harmonic, el presentem en I'apendix 1 per no trencar la lectura amb detalls.

6 per a detalls podeu acudir a J. Planelles 2025, Unificant la descripcié d’ones i particules amb principis variacionals,
http://wwws3.uji.es/~planelle/divulgacio/Ones_i_particules.pdf

7 Com en I'equaci6 d’Euler-Lagrange sols apareixen derivades, £ i £L/k generen la mateixa equacié. Es a dir, la constant
k desapareix.

8 . . . . . 11 (3¢\> 1(06\°2 1, .5
En afegir U(¢) i canviar el nom de la velocitat v per ¢, la Lagrangiana resulta: £ = E?(E) -3 (5) —;m o°.

9 El signe menys en V2deriva dels signes de la Lagrangiana, perd podem, a posteriori, interpretar en seu origen en la
métrica relativista g*V (+, —, —, —) de I'espai de punts § = (ct, x,y, x) en quatre dimensions. La norma d’un vector
d’un espai ortogonal real és la suma dels quadrats de les seues components. En general pero el quadrat de la norma
s’ha de calcular amb la métrica: (ds)? = ds*ds, = g"ds,ds,. Concretament: 9> = 99, = g*d,0, = Ciz;—:z - V2.

10 Aquests dos exemples son particularment importants perque del primer se poden derivar les equacions de Maxwell
de I'electromagnetisme i del segon les equacions de Proca, les quals estan implicades en el model Standard per
descriure el comportament de bosons vectorials massius que transporten la interaccié feble, generen el potencial de
Yukawa associat amb la interaccio forta, fins i tot descriu I’electrodinamica en superconductors (veure e.g. M. Tajmar,
Phys. Lett. A 372(2008) 3289-3291).

11 Aquesta equacié porta els noms d’Oskar Klein i Walter Gordon, perd va ser proposada originalment per Erwin
Schrédinger com I'equacié per a la funcid d'ona d'una particula quantica. No obstant aixo, en trobar problemes en la
interpretacié de la densitat de corrent i les energies negatives, Schrédinger va considerar més adequat passar a una
versio no relativista de I'equacio que és la que actualment es coneix com a equacié de Schrodinger.

12 EIs factors que apareixen fora del claudator podien perfectament quedar absorbits dins de Ap 1 Ay. S'expliciten

per conveniencia. Al llarg de les notes se justificara el seu valor concret.
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Cadena d’oscil-ladors acoblats, modes normals i transformada de Fourier

Podem considerar que la corda de massa m i longitud ¢, que hem introduit en I'apartat anterior,
esta formada per petits oscil-ladors acoblats amb forces elastiques. Amb la densitat de massa
p = m/¥ila constant de forga k, que genera la tensid si el camp ¢ (x, t) se separa de la posicid

d’equilibri, escrivim I'energia cinética T = lfe dx p (a¢) i potencial® vV = f dx ko( ¢) iamb
elles I'Hamiltonia: H = [ dx [z—p += ( ¢) ] ambp(x,t) = p( ¢)
El terme potencial que implica interaccid entre oscil-ladors veins impedeix escriure I'energia de

la corda com suma d’energies d’oscil-ladors independents. Cal obtenir els modes normals per a
fer-ho possible. Amb aquesta finalitat escrivim les transformades de Fourier'* dels camps ¢ i p.

d&x) = i[_"; dk $(k)e = ; p(x) = if_"‘; dk p(k)e** i el delta de Dirac:™® §(w) = i[_"; elotdt,

Calculem termes de I’'Hamiltonia:

f dx p? —ﬁf dx f dk p(k)e”‘"f dk’ p(k")eik's = f f dk dk' p(k) p(k’ )f dx eilk+k)x

(2m)?

La integral sobre dx és 2 vegades el delta de Dirac 6(k — k'), amb la qual cosa:

[ de v =5 [ de P(—k) 5 (k)

Analogament,

fwd (?)i) #I dxf dk ¢(k)(lk)e”‘"f dk’ (k") (ik" ek =

1 © o B _ © . , 1 r® - ~
=—Wf_wf_mdkdk’ ¢(k>¢(k')kk'f dxe’(“k)":%f dk k2 (—1) $ (k)

—o00 -

Portant-ho a ’'Hamiltonia trobem:

1

He=go| ax [Z k) 70 + L2 i k)qb(k)] [ axaao

on hem definit w, = k\[k;" = kw, i observem H com la suma d’hamiltonians # tipus oscil-lador

harmonic independents.

Si procedim a quantificar, substituint coordenada i moment per operadors, com els operadors
#(x) ip(x) han de ser hermitics, aleshores, des de: ¢(x) = if_“’oo dk $(k)et** ; p(x) = if_mm dk p(k)e*,
trobem que cal que: ¢(k)* = ¢(—k)ip(k)* = p(—k). Per tant:

1 - pw: . 1
H (k) = —p(k)+p(k) + 2% ¢>( ) pk) ——zo(k)2 2 ——¢(k)? = hay (aZak +§)

on la dltima igualtat s’ha fet amb la definicié Standard de creadors i aniquiladors en termes de
moment i coordenada.

13 En el cas discret F = —kAx. En una corda 6F = —k ¢'dx ila densitat potencial V = % k (¢"2.
14 Recordem la definicié de la transformada: f(t) = if_mm dow f(w)el®t,

15 Vegeu-ho a I'apendix 2.



El camp quantic

Mostrarem que quan quantifiquem el camp ¢, en lloc dels coeficients classics A, A;,, apareixen
els operadors d'aniquilacio a, i de creacio a,‘,* , que donen compliment a les regles de
commutacié bosoniques [ap,a:;] = (2m)363(p,—q) amb les quals, I'Hamiltonia quedara
finalment escrit: H = fd3p Epa;ap, semblant al d’un oscil-lador harmonic.

L'estat fonamental (que en QFT s’anomena el buit) és I'estat sense particules |0) i la primera
excitacid del camp correspon a un estat de particula creada per a;,’: |p) = a;|0). L'energia

d'aquest estat resultara ser E = /p? + m? , que correspon a la tipica relacié de dispersié
relativista. En repos, i.e., (p = 0), tenim E = m. Aquesta expressié ens diu que m és |'energia
minima d'una excitacié del camp, i per tant es pot interpretar com la massa de la particula
associada. Aixi doncs, la massa apareix en teoria classica de camps com un terme en I'equacié
de moviment, mentre que en teoria quantica de camps, correspon a I'energia minima per excitar
el buit i crear una particula del camp. En estat solid el buit es correspon amb el nivell de Fermi i
a I'energia minima per excitar una quasiparticula des del nivell de Fermi s’"anomena el gap. Per
tant en estat solid el gap és I’analeg de la massa en teoria de camps.

Com hem comentat abans, les ones planes sén solucions de I'equacid del Klein- Gordon i, per
tant, podem escriure el camp en aquesta base com indica I'equacid (1). podem escriure de
manera compacta i amb una notacié semblant a la de la seccié anterior,

$00) = f d*k k)e ik

1
(27T)3/2
On veiem que ¢(x) i ¢(k), excepte un factor multiplicatiu, la convinenca del qual la veurem
després, son transformades de Fourier una de I'altra i hem usat la notacié x = (¢, x), i en
I'exponent k - x = k%° — k- x. Si introduim ¢(x) en l'equacié 97¢ + m?¢ = 0 de Klein-
Gordon trobem

G f d*k (—k? + m?) g(k)e k¥ =0

Que implica que k? = m? sino volem que ¢ (k) siga zero. Es a dir, en la transformada de Fourier
sols entren ones planes definides per k? = (k%)? — k? = m?, i.e. kK = +Vk2 + m?2 = +E,.
Per tant, escriurem la transformada ¢ (k) = §(k? — m?)a(k) on l'operador a(k) ja no esta
limitat per I'equacié de moviment i reescrivim el camp en la forma

o (x) f d*k §(k? —m?) et k*q(k)

~ G0
5(x—x;)
1g' (x|
En aquest cas, g(x) = k? —m? = (k°)2 — EZ que presenta dues arrels +E;, i té una derivada
g’ (x) = 2k = 2|+E,| = 2E,. Per tant,

Al'apendix 2 demostrem la identitat §(g(x)) = ¥; on x; son les arrels de I'equacié g(x) = 0.

5(k? —m?) = 8((k°)? — EZ) = %(5(1&’ —E) +8(k° + Ey))
k

Que portat al camp ddna lloc a:

1

1 . .
P(x) = W.f dk® d3k ﬁ[é‘(ko —E) + Sk + ED] e LkOxO+ikx a(ko,k)
k
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Aplicant els delta de Dirac eliminem una integral i obtenim:

1
¢(x) — (27.[)3/2f d3k E[e_lEkx +kaa(Ek k) + eLEkx +kaa( Ek,k)]

Amb el canvi k per —k en el segon terme (a la integral entre limits infinits tant li fa I'ordre en
qué fem la suma) i identificant k® amb la solucié positiva E; > 0 (les energies poden ser
positives o negatives pero k° el considerem positiu) obtenim:
— 1 d3k —ik-x ikx

o(x) = W.f 5760 [e a(k)+ e a(—k)]
El camp és real, per tant, 'operador associat ¢(x) és hermitic: ¢+ (x) = d(x).° En
conseqiéncia, com en I'apartat anterior, : a(k)* = a(—k), a(—k)* = a(k).
Finalment, com que cal que k® = Vk? + m? > 0, realment els operadors a(k) sén Gnicament
funcié de k. Per aixd és costum definir el operadors a(k) = a(k)/V2kO, a* (k) = a* (k) /V2k®
i expressar I'operador camp en la forma:

d3p

—-ipx 5 ipx 5+
(27'[)3/2(2Ep)1/2 [e ap te ap]

§0) = [l fetr atio + o' a0 = [
x) = e

./(2n)32k0
Considerem finalment I'Hamiltonia H = [ d3x {[3, $(x)]? + [V ¢(0)]? + m?[$(x)]?}. Cal
substituir el camp i efectuar les derivacions. Per exemple:!’

oy d3p ipx a ipx ’\+
9o ¢(x) = f(z Y2 (2E )1/2( p)(e g — e )
P

Analogament,

3

d’p ) .
———— (ip)(eP*a, — e'Pra;
(271)3/2(2Ep)1/2 ( p)( P p)

Vo - |

Que portats a I'expressié de la Hamiltonia i despres d’un procediment similar al de I'apartat
anterior de la corda oscil-lant que ometem?*® déna lloc a un resultat semblant al de la corda:

1
H=5f d*p E, (a,a, + &, a,)

Les relacions de commutacid d’aquests creadors de camp continu substitueixen les deltes de

Kronecker per deltes de Dirac: [dp, d;,] = 63(p — p'). Aleshores el Hamiltonia resulta:

A 13
H=f d*p E, a;ap+§5 (O))

...que comporta una contribucid infinita a I'energia! El problema deriva del fet que I'ordenacié

dels operadors, en el pas de la mecanica classica a la quantica, és sempre ambigu. Per tal d’evitar

I'infinit que hem trobat definim el pas a mecanica quantica amb ordenacio normal dels

operadors, és a dir, que sempre els operadors de creacid estaran a I'esquerra dels d’aniquilacid.
PR _ 3 At oA 3 A~ A A+ oA ’ 4

Amb aquesta definicié H = [ d®p E, &} a, = [ d®p E, i, amb 71, = a; @,, 'operador nimero.

16 De la mateixa manera que en I’apartat anterior, corresponent a la corda oscil-lant i I’'equacié de D’Alembert, definim
operadors del camp ¢ i la seua transformada de Fourier ( a(k) en aquest cas).

17 Adoneu-vos del canvi de signe de dins del claudator per poder extreure (—iEp) de factor coma.

18 E| procediment esta detalladament descrit en pags. 180-183 de Ashok Das, Lectures on Quantum Field Theory,
World Scientific 2008. També en la seccid 11.3 de T. Lancaster and S.J. Blundell, Quantum Field Theory for the Gifted
Amateur, Oxford 2014.



Aleshores si representem per |Ep) els autovectors de I’'Hamiltonia, trobem que I'energia del
sistema és positiva:

E =(E|H|E) = (E|f d*p E, & a, |E) = f d3p E,(E| @ @, |E) > 0
De la definicié del creadors i aniquiladors podem comprovar que, de manera paral-lela al que

passava amb l'oscil-lador harmonic: [#,b] = —hwb, [H,b*] = hwb™, també [dp, H| = E,a),
a, ,H| = —E,a, ipertant, Hay|E) = (E — E,)8,|E) i Hay|E) = (E + E,)a, |E).

En paral-lel a la definici6 H = [ d>p E,, fi,, podem definir N = [ d®p fi, i P = [ d*pp i),
de manera que:
N=ny+n,++np E=nE, +M3E,; + - +nEpiP =n,p; +nyp, + -+ nypy

qgue descriu els diversos estats de I'equacié de Klein-Gordon com una col-leccié de particules
amb una energia i moment determinat.

Finalment, des de H|Ep) = Ep|Ep), P|Ep> = p|Ep), deduim que:
(H? - P?)|Ey) = (EZ — p?) |Ey) = m?|Ey)

per tant, compleix I'equacio de Klein-Gordon d’una particula amb energia E,, i, per tant, podem
pensar en aquest com I'estat d'una particula amb un quadri-moment k = (E,, p).

L'operador camp

d3p
(27T)3/2(25p)1/2
Comprovem que aquest operador crea una particula en un lloc especific de I'espai. Anomenem
|y} a I'estat propi de la coordenada de valor propi la posicié y. Projectem |i) sobre aquest estat:

A

L'operador®® " (x) = [ e'?* g} aplicat sobre I'estat buit |0) genera I'estat [i)).

3

d’p e 1 A
77 €7 (¥l a, |0)

—_— =+ - _—
vl = (v o) = f @25,

u uncié propi ; , criu c
Saben que la funcid propia del moment, I'ona plana, s’escriu en termes de coordenades com
d3p

— P Lip(x-y)
(27{)3/2(2Ep)1/2 .

e tPX calculem (y| &; |0) = (y|p) = e~'P?Y, aleshores (y|p) = [
Si comparem amb el delta de Dirac, §3(x —y) = f% e!P"*=¥) veiem que aquest estat no és un
perfecte delta de Dirac, sind que el factor 1/(2E,)*/? fa que s’escampe en les rodalies de la
posicid y.

Cal dir que en el limit no relativista on E, ~ m (és a dir on I'energia en repos domina), aquest
terme passa a ser una constant i surt fora de la integral, de manera que la funcié és exactament
un delta de Dirac. En teoria relativista de camps, la preséncia de 1/(2E,)"/? fa que I'estat no siga
exactament una auto-funcié de la posicid. Es més bé un “paquet d’ones” intensament
concentrat al voltant de la posicid y.

19 Addonem-nos que: ¢(x) = P*(x) + P(x)



Apeéendix 1: Lagrangiana i Hamiltoniana de Klein-Gordon

La férmula general per obtenir la Hamiltoniana a partir de la Lagrangiana en un sistema amb
- . . . aL
multiples coordenades generalitzades és: H = Y;I1;q; — L, on II; = 2g, SON els moments

i
conjugats.
Per un camp escalar relativista, la Lagrangiana és una densitat lagrangiana L, i les seues variables
sén el camp ¢(x,y, z, t) i les seues derivades 9, ¢. Aleshores escrivim L(0,¢, ), 4 = x,y,z,t.%

El moment conjugat, en aquest cas, és només la component temporal del quadri-moment,? és

adir, 11° = g—i . Aixo fa que la definicié de la hamiltoniana siga: 7 = 1% — L.

L’equacio de Klein-Gordon, 83¢ +m?¢ = 0, deriva de la densitat lagrangiana £ = 7 (9,$)* — 3 m?¢?,
aL
2(309)’
permet trobar la Hamiltoniana: # = 11°9,¢ — £. Derivant L respecte d,¢ trobem M° = d,¢, per

tant, # = (a(,qb)2 — L =2(309)? +3 (V$)? +3m?¢?, que podem reescriure de manera més habitual
H = ——( )2 += (V¢)2 += m2¢2 o de manera condensada H = —(aﬂ¢>)2 += m2¢>2 i que podem
interpretar com la suma d’energia cinética més potencial, encara que en I'energia cinética
distingim un terme d'energia cinetica que reflecteix els canvis en la configuracié en el temps, i
un terme de “cisalla” que déna un cost energetic per als canvis espacials en el camp. Finalment
tenim un terme potencial de "massa" que reflecteix el cost energetic per existir el camp en
I'espai.

i presenta un dispersio Ej =p?+m?. La component temporal del moment, ° =

ens

Apendix 2: Delta de Dirac

w
la qual, amb el T en

- L, S
Podem representar el Delta com el limit n — oo de la funcié &, (w) =

o Sinnw

el denominador, esta normalitzada: [__ dw = 1, (es pot comprovar e. g amb Mathematica).

Sinnw

——[elt]n, = =212, per tant, el delta

27'[ iw

de Dirac també: 6 (w) = zif_i e“tdt . Siel delta esta centrada en w, aleshores:

6, (w) es pot escriure en forma d’integral: f elwtdr =

8(w = wp) = - [ ell@mwtat = — [ e-ivoteinty (X.1)

Per tant, el Delta centrat en w, és la transformada de Fourier de I'ona plana f(t) = e~i@ot

§(x—x;)
19’ (x)I

Demostrarem ara que: S(g(x) =2 (X.2)

on la suma s’estén a totes les arrels x; de g(x) = 0.

Escrivim 1= [ f(x)8(g(x))dx, on assumim que dx és positiva. Fem el canvi u = g(x) , d’on

. d .
tenim que dx = g,(’;) , que canviemadx = r ,( ) per fer el canvi de variable en la integral, 2 i com

20 El camp escalar ¢p(x#)esta definit a tot I'espai-temps, i les seves variables sén simplement les coordenades del

sistema de referencia que triem per descriure'l. No estem seguint la trajectoria d’una particula, sind descrivint
I'evolucié d’'un camp en funcié de I'espai i el temps. Si volguérem descriure una particula puntual en relativitat,
aleshores treballariem amb el seu temps propi 7, i les seves coordenades variarien com x*(t). Pero en teoria de
camps, ens interessa el valor del camp en cada punt de I'espai-temps, i no la trajectoria d’una particula en concret.

21 | es derivades espacials i temporals sén simétriques en les equacions, pero la Hamiltoniana privilegia dy¢ perque
T . L . . . . 1 1
el seu objectiu és descriure I'evolucié temporal, no la geometria espacial. Cal dir que si £ = E(Outﬁ)z - Em2¢2, la

transformada quadruple H,p, = Y;11;G; — £ = L + m?¢? és redundant.
dy
g’

22Considerem la integral I = f:f(g(x)) dx.Fem el canviy = g(x) i, per tant, dx =

8



8§(g(x)) és zero excepte en les arrels x; on g(x) = 0, escrivim la integral com suma d’integrals sobre
g )

intervals centrats en les diferents x;: 1 =3}; f;(:;if(x)zY(g(x))dx.
Apliquem el canvi a cada subintegral, centrada al voltant de x;, que ara estara centrada al voltant

de u = 0, de manera que resulta: [ @) S(uw)du = SO pap tant, la integral total, suma de tots

lg’ @) T gl
fxy) _ v S0e—xy)
oGr T er tant, 6(g () = Xzl

els intervals, queda I =},

TenimI = f;f(g(x)) dx = f:g))f(y) gt’i({c) .Sig'(x) <0, comdx > 0, resulta que dy < 0.

Si volem, com és habitual, que dy > 0 hem de canviar els limits d’integracié: f;((;;)f(y) g‘,z(j;).

. . . o - d
Independent del signe de la derivada, podem mantenir el limits, si escrivim dx = Ig’({c)l'

Enresum, [ = f: flgx)) dx = f;((f))f(y)](y) dy,onJ(y) = |Z—;| = ﬁ és el Jacobia de la transformacio.




