La massa en teoria classica i quantica de camps

1. La massa en teoria classica de camps (equacio de Klein-Gordon)

La densitat Lagrangiana és funcid de la velocitat (és a dir és funcié de com varia el camp ¢ en variar les
coordenades de I'espai-temps: d,¢) i aquesta funcionalitat entra en el terme cinétic %(auri))z. També
pot ser funcid del valor del propi camp a través del terme d’energia potencial U(¢). Si considerem un
potencial parabolic U = %mzd)z, la densitat Lagrangiana resulta ser: £ = %(aﬂqﬁ)z - %mchz. L'aplicacié
de les equacions d’Euler-Lagrange amb coordenades espai-temps,? Z—;— O (6(2—;)) = 0, condueix a
I’equacié de Klein-Gordon: (62 +m?)¢ = 0 on, 32 inclou derivades en x,7y, z, t. Concretament, amb el

Z .
simbol 2 incloem:2 9% = a? — V2. l'equacid té solucions en forma d’ones planes: ¢ = e i{E=P%) gmp
la condicié que E? = p? + m?, on la quantitat m té el mateix paper que la massa en la relativitat, pero la

solucid general és una superposicié d’aguestes ones planes:
6= 1 (A e —i(Ept—p-x) + A* i(Ept— px))
(27.[)3/2

2. La massa en teoria quantica de camps

Quan quantifiqguem el camp ¢,% en lloc dels coeficients classics Ay, Ay, introduim els operadors
d'aniquilacié a, i de creacio a; , que donen compliment a les regles de commutacido bosoniques
[ap, a,’;] = (2m)383(p, —q), amb les que I'operador Hamiltonid corresponent (H = pq — L) queda
finalment escrit com un oscil-lador harménic: H = [ d3p E,aya, .

L'estat fonamental (el buit) és I'estat sense particules |0) i la primera excitacié del camp correspon a un

estat de particula creada per a;,’: Ip) = a;,’|0). L'energia d'aquest estat és E = /p? + m?, que correspon
a la tipica relacié de dispersié relativista. En repos, i.e., (p = 0), tenim E = m. Aquesta expressio ens diu
que m és |'energia minima d'una excitacié del camp, i per tant es pot interpretar com la massa de la
particula associada.

En resum, en teoria classica, la massa apareix com un terme en l'equacié de moviment, mentre que en
teoria quantica de camps, la massa correspon a I'energia minima per excitar el buit i crear una particula
del camp. En estat solid el buit es correspon amb el nivell de Fermi i a I'energia minima per excitar una
quasiparticula des del nivell de Fermi és el gap. Per tant en estat solid el gap és I'analeg de la massa en
teoria de camps.
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1 Es la generalitzaci6 a 4 coordenades de I'equacié pera q(t) : o (ﬁ) — a = 0.
dt
2 El signe menys deriva de la métrica relativista g#¥(+, —, —, —) de I'espai de punts § = (ct, x, y, x) en quatre dimensions.
La norma d’un vector d’un espai ortogonal real és la suma del quadrat de les seues components. En general pero

(ds)? = ds*ds, = g*ds,ds,. Formalment, amb ¢ = 1, tenim: 92 = 9%9, = g*9,0, = F - V2,

3 Al capitol 11 de Lancaster and Blundell, Quantum Field Theory for the Gifted Amateur, Oxford 2014, se detalla tot
el procés de quantificacié de I'equacio de Klein-Gordon.



