Obtenim les equacions de Maxwell a partir
de la Lagrangiana. Presentem el gauge com
una simetria local i mostrem la reduccié
espontania de simetria del camp de gauge
com generadora de particules massives.
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Una prévia sobre notacié

Un vector V* el podem representar amb una matriu columna de coordenades x!. Si aquest
vector esta expressat en una base no ortogonal, V* = xt i;, on hem usat el criteri de suma sobre
indexs repetits, aleshores el producte escalar amb un altre vector W# de components yi inclou
els productes dels vectors de la base: x' @; - ; y/ = x' g;; y/, on g;; = @; - 1l; és la métrica
calculada pels productes escalars dels vectors de I'esmentada base.

Si definim el dual V, = xt gij, el quadrat de la norma és: V|2 = V,VH = x; x) = xjgijxj.

Considerem un tensor T com aquella magnitud que pot construir-se a partir de les coordenades
de dos vectors. Aleshores, podem construir T;; = x; x;, TY = x'x/, T/ = x; x/, que en teoria
de relativitat s"anomenen tensors covariant, contravariant i mixt.!

En teoria relativista els vectors tenen quatre dimensions i la métrica no és Euclidiana pero és
diagonal g;; = A(1,—1,—1,—1). Per aixo, el vector moment és*> p* = (E,p), p, = (E, —p), el
potencial vector A* = (V,A), A, = (V,—A), el gradient 0* = (0;,—V), 9, = (0;,V) i les
normes les calculem multiplicant el vector pel seu dual, per exemple p"pu =E% - p2 =m?,
0% = ko, = 02 — V2.

Equacions de Maxwell i el tensor camp electromagnétic

En unitats naturals, £ = pg = ¢ = 1, les equacions de maxwell sén:

0B oE
V-E=p; VXE——E, V-B=0; VXB—]+E

Si introduim el potencial vector A, podem escriure B =V X A i, des de la segon equacid,
UXE=—-2VxA4-Vx (E+a—A) 0> E+2 = _vV.pertant, E = —vV -2,
at at at at

Definim el tensor camp electromagneétic F,, = 9,4, — 0,4, F*¥ = dHAY — 3V A, amb els
indexs 4 = 0,1,2,3 = t, x, y, z. En notacié matricial Ey resulta:3

0 E' E? E3 0 —-E' —E? -—E3
F - -E' 0 -B® B*| . pw_[(E' 0 -B® B?
Hv —E? B® 0 -B'|’ E? B3 0 -B!
—E3 —-B? B 0 E3 —-B*> B! 0

En abséncia de carregues i corrents, és a dir fent zero el vector corrent J* = (p,]), les equacions
. 1 1 .
d’Euler-Lagrange amb la Lagrangiana L = —ZF’“’FI'W = E(E2 — B?) generen les equacions de

Maxwell. Si hi ha carregues i corrents, per obtenir les equacions, cal incloure el vector densitat
. . L 1
de corrent acoblat linearment amb el potencial electromagnetic £ = _ZFWFMV —JHA,. La

Lagrangiana és doncs una funcio del potencial vector A* i les seues derivades. Per tant, I’equacid
aL oL
— — 0,

04, 3(024,)

d’Euler-Lagrange sera, = 0, amb el criteri de suma sobre indexs repetits.

1 Més detalls en J. Planelles, https://www3.uji.es/~planelle/APUNTS/TR/IntroductionTR.pdf

2 Usem coordenades naturals ¢ = 1 mentre que no se explicite el contrari.

3 Fem alguna comprovacié. Recordem que: 9% = (8,, —V); A* = (V, A); a* = (9, —V); A, = (V,—A). Calculem
Fy = Fip = 0,(—A,) — 0,(=Ay) = =04y + 0,A, = =B, = =B F* = F'2 = —0,(4,)— 0,(A,) = —B;
Fye = Fpo = 0y(V) — 8,(—A,) = 8,V + 8,4y = —E, = —E%; F¥* = F?* = —9,,(V) — 9, (4,) = E,.



. . . oL
Al terme F#VF,,, sols hi ha derivades del potencial vector, per tant, v —JH.
u

Per altra banda

aL 10F*FFqg 1 ( 0Fqp 9FaB
= 1T b L (pap + F )
(024, 49(9,4,) 0(924,) ' 0(024,) B

De manera semblant a com calculem el dual d’un vector, podem calcular el dual d’'un tensor fent
I'operacié dues voltes, és a dir, F*# = g“VgB‘SFy(;.

6F“B aFyg ay BS _ 6Fy5 ]/6 (x,B
Aleshores, FIOYM) Fop = 3(024 )g grokep = 6(61AH)F =F a(aAAu) Per tant, veiem que

els dos termes de la derivada anterior sén iguals, amb la qual cosa,

oL 1 o OFap

_— = Foeb ——— _
0(0,4,) 2 0(0,4,)

OF,
Ateés que Fpp = 0,Ap — 0gAg, tenim que ———— a(a A 3 = 82008 — 61p0,q, PET tant:
par 258 pap(s, 5.0~ 8ip8.) = FA — FiA = 25
a(aAAu) aup BCua

La ultima igualtat deriva del caracter antisimetric del tensor, com mostra la seua representacié
matricial que hem escrit abans. Amb tot I’equacié d’Euler-Lagrange queda:

6,1F’1” = JH

Aquesta equacio que equival a les equacions de Maxwell V- E=pi VX B =] + Z—f. Obtenim
la primera equacié de Maxwell des de 6,1F’1“ = J# fent u = 0. Per tant cal derivar respecte de
(t,x,y,2) la primera columna de FA° = (0,E%,E%, E3)T = (0, Ex,Ey,EZ)T, amb la qual cosa
obtenim: 0,E, + 0,E, + 0,E, = VE, que cal igualar-ho a J° =p, obtenint V-E =p.
Analogament, considerem la coordenada x (x4 = 1). Cal derivar ara respecte de (t,x,y,2) la
segon columna (—E,, 0, B,, —By)T. Obtenim: —0,E, + 0B, — 8,B, = ], que és la component

9E . _
xdeVXB =]+ il analogament les altres dos components.

Les altres dues equacions de Maxwell, V-B =0 ; VX E = _2_1: , deriven directament de la
identitat de Bianchi:* 0,F,, + 0,F,q + 0yF,, = 0. Per exemple, el cas a =1,u=2,v =3,
implica 0, F,3 + 0,F3, + 05F;, = 0. Tenint en compte la numeracié (0,1,2,3) = (t, x,y, z) dels
index de la matriu F,, trobem: 0,(—By) + 0, (—By) + 9,(—B;) =0, i.e.,, V-B = 0. Incloent

un index temporal obtenim les tres components de I'equacié de Faraday VX E = _E Per

exemple, @ = 0,u = 1,v = 2, implica 0;(—B;,) + 0,(—E,) + 0, (Ex) = 0, que és la component z
de I'equacio de Faraday. Les altres dues components les obtenimfent (¢ = 0,u = 1,v =3)i(a =
O,u=2v=3).

Camp de Gauge

Els camps eléctrics i magneétics sén invariants respecte de I'eleccié del gauge per al potencial
vector A*. En efecte, la transformacié A* = (V,A) » A'* = (V —9,¢,A — V), on ¢p(x,t) és
una funcio escalar, no altera els camps. Diem que el camp electromagnetic presenta invariancia

4 Oy = 6a(6uAv - OVA#) = 0,0,4, — 0,0,A,. Aleshores, la suma dels tres termes, fent la corresponent
permutacié ciclica d’indexs per definir els altres dos, implica la cancel-lacié de tots els termes i per tant, déna zero.
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de gauge. Cal precisar, que la invariancia de gauge no és una simetria en el sentit habitual sind
que reflecteix la impossibilitat de trobar un Unic potencial A* per a un camp electromagnétic
donat. En mecanica quantica hi ha una incapacitat similar: el canvi ¥(x) — Y (x)e'®, amb e®
una fase constant, no afecta els observables. No obstant, hi ha una diferencia fonamental entre
els dos casos: mentre que ¢(x,t) pot variar de punt a punt, la fase a és global (identica a tot
I’espai). Aixd permet distingir entre una simetria global (com la fase de la funcié d’ona) i una
simetria local (o de gauge), que actua de manera diferent en cada punt de I'espai.

Amb la finalitat d’aprofundir en la simetria de gauge, considerem un camp complex, la
Lagrangiana del qual, £ = (8”1,b+)(6“1,b) —m?Y*Y , és dbviament invariant sota el canvi
P(x) = P(x)e'™, on a és una constant. Aquesta simetria correspon al grup unitari en una

dimensié U(1).

Considerem ara una transformacié local P (x) — P(x)e'*® on ara a(x) depén de la posicid.
Observem que la Lagrangiana ja no és invariant.
En efecte, la derivada es transforma: 9,1 (x) — Ml,l)(x)ei“(") = ei“(")[au + i0,a()]P(x), i
Ialtra derivada queda: d** (x) — dH+ (x)el®™) = e~ @[k — jgka(x)]yp* (x). Per tant,
el terme cinétic de la Lagrangiana esdevé:

(@ ) (9,9) = (") (0) — i (") (9,p) + i(@* ) (du)p + (0*a) () *
Com era d'esperar, la dependencia espacial d’a(x) fa que la Lagrangiana perga la simetria U(1).

Ens preguntem com podem restaurar la simetria. Com la preséncia d’a(x) altera la derivada:
0, — [0, +id,a(x)], tractem d’introduir un “camp restaurador”, definint®> la derivada
covariant® D, = 0, + iqA, (x). Aquesta derivacio restaura la simetria U (1) sota la condicié que

Ay - A — 36,10(. En efecte:

D, Y(x) = [6,1 + ic’)”a(x)]ll) - [c’)” +iqA,(x) — iaﬂa]lp(x)ei“(x) = ei“(x)Dul/J(x)

Es a dir, amb el canvi i (x) — 1 (x)e*®), D, (x) passa a ser ei“(x)Dul/)(x). Per tant, el terme
cinétic amb derivades covariants, (D¥y*)(D, ) és invariant.

La Lagrangiana £ = (D“l/)+)(Du1/)) — m?% T és, per tant, invariant sota dues transformacions:
PY(x) > P(x)e ™ |, simultaniament, 4, - A, — % 9, Una teoria que presenta aquest tipus
d’invariancia se diu teoria de gauge i el camp A, (x) camp de gauge.

Considerem ara la Lagrangiana completa, que inclou tant el camp de materia com el camp de
gauge, L = (D*Y*)(Dyy) — m2yP*y —%F’“’FLW. Aquesta Lagrangiana és invariant sota les
transformacions: 1 (x) — ¥(x)e'*™ i, simultaniament, Ay - A, — éaﬁa(x). Hi ha dues coses

pero que requereixen aclariment. La primera és que el camp de materia conté derivades normals
i no derivades covariants. La segon, és que la Lagrangiana electromagneética conté un terme
addicional de corrent. Aleshores que és la Lagrangiana anterior?

Si expandim (DR (Dyp) = (09 — iqA*P*) (0,9 + iqA,1p), obtenim:

5 Separar el parametre g és en aquest punt arbitrari. Veurem després que és convenient fer-ho aixi per poder
definir la carrega o intensitat d’interaccio.
® Per tant D* = 0¥ — iqA, (x)



(DH*)(Dup) = 0Pt d,p + iq(0* P+ A — AT O,) + q* AR AP
La igualtat, (049t A, — APt o) = [(0*¢ )Y — Yt okY)]A, permet definir:
JE = —iq[(0*y )P — T aky)]

i expressar el segon terme simplement: —/#A,, que correspon al terme de corrents en la
Lagrangiana electromagnetica. Aquest terme descriu I'acoblament entre el camp de materia i
i el camp de gauge 4, de manera que J# és el corrent de carrega del camp ¥ i 4, és el camp
gue interacciona amb la densitat de corrent J#.

Finalment, ha aparegut el terme qu”A#I,l)"'l,l) representa una interaccié del camp ¥ amb el
camp A, . Aquest terme és purament quantic i no té un analeg directe en la fisica classica (en el
limit classic aquest terme quadratic resulta rebutjable en front dels termes lineals).

Amb aco hem fet desapareixer les derivades covariant, fet apareixer derivades usuals i fet
aparéixer també el terme de corrent. Addicionalment, apareix també el petit terme
qZA“Aul/ﬁzp, gue no té un analeg directe en fisica classica i que és rebutjable davant del terme
lineal J#A,,.

Reduccié de simetria en el camp de Gauge

Quan introduirem la reduccié espontania de simetria’ mostrarem la necessitat que el potencial
inclogués un terme quartic i que el terme quadratic fos negatiu. Considerem doncs el potencial
U=-m2y*yp + A *P)?, de manera que la Lagrangiana queda:

L= (0" — iqAMp*) (0 + iqA, ) + m* PP — AW *)? — S FHVE,

1
3
i 1
. . . . ia(x .
la qual continua invariant sota les transformacions y(x) — 1 (x)e*®) , e Ea#a ique
se correspon amb dos particules de massa m associades amb 1, ™ i dos particules sense massa
(fotons) associades a F*V.

Resulta convenient fer Us de I'ansatz (x) = o(x)e®® per al camp. Amb aquest canvi:
a“zp + iqA, Y = (c')”g)eie + i(c’)lﬁ + qA#)Qeie
oFp* — igA*pT = (0%0)e 0 — i(0*6 + qA*)ge~?
e 1 . -
Si definim C, = 4, + EOMH, aleshores 9,0 + qA,, = qC, i 0"8 + qA* = qC¥#. Amb agd tenim:
(0*y* — igA*MP*) (0,9 + iqA, ) = [(a#g) +i qQC”]eie[(a"Q) —iqoCHtle ™ = (6#9)2 + q%0*C,C*.

També, des de 9,4, = 9,C, —%6,”9 i 0yA, = 0,C, —%a,we, podem reescriure el tensor
Fy = 0,A, — 0,A, = 9,C, — 0,C, i analogament F*Y, de manera que la Lagrangiana resulta:
2 1
L= (BHQ) + q%0%C?% + m?p? — 20* — ZF‘“’FI'W,

El potencial U = —m?p? + 10* presenta el minim a ¢, = /m?/24 independent del valor de 8.
El sistema trenca espontaniament la simetria en triar un valor de 8. Diem arbitrariament 8, = 0

7 Vegeu J. Planelles, https://www3.uji.es/~planelle/APUNTS/QFT/SpontaneousSymmetryReduction.pdf
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calcular els diferents termes. El terme cinetic és simplement: (aﬂg) =3 (6#)()

i expandim al voltant d’aquest punt (gg, 0). Aleshores anomenem g = gy + <= i procedim a

4
El potencial U(p) = —m?20? + 1o* = m%x2 + mVAy3 + %X‘% — %

El terme d’interaccié q%02C?% = q%C? (02 + V2001 + %){2)-

La Lagrangiana aqueda:
1 1 1 1 m*
L= E(a#)()z —mZy? —Vamy3 - Z)(‘* - ZF’“’FM + q20%C% + q*V20,xC? + g2 E)(ZCZ + T
Trobem doncs, el terme —m?x? que ens diu que el camp escalar y presenta una massa v2m, el
terme ¢%03C? diu que el camp de gauge C, té massa M = g, = /m?/2A. A més apareixen
termes d’interaccio entre y i Cy,, aixi com self-energies cubiques i quartiques per a y, més un
terme constant.

Trobem una diferéncia substancial respecte de la reduccié de simetria d'un camp escalar
complex. En el cas del camp escalar complex, quan la simetria es redueix, dos camps inicialment
degenerats de massa m donen lloc a un camp de massa v2m m i un camp de Goldstone sense
massa. Tanmateix, en el cas present, el camp de Goldstone desapareix i és substituit per un camp

massiu Cy,. Un simple canvi de variable 4, + EGMG = (y, que és una transformacio gauge, ha fet

desapareixer la particula de Goldstone. Per tant, si la particula de Goldstone pot eliminar-se per
una simple transformacio de gauge és que en realitat no és un mode fisic, és un mode que depen
de I'eleccié del gauge. Per tant, realment no existeix, és un pur gauge.

Podem interpretar el mecanisme dient que els modes de Goldstone, en teoria sense massa, son
eliminats per una transformacié de gauge i absorbits pels bosons de gauge, dotant-los aixi de
massa. Aquesta solucid —on els Goldstones ‘desapareixen’ per donar massa als bosons— és un
dels pilars de la fisica moderna: explica per quée no n’observem a la natura i esdevé un dels pilars
de la fisica moderna.

El mecanisme de Higgs en la ruptura espontania de la simetria electrofeble, encara que diferent,
ofereix una altra via semblant: mentre que I'acoblament d’un camp escalar complex amb un
camp de gauge ‘engoleix’ els Goldstone, I'acoblament del Higgs amb els camps fermionics (com
I'electrd) via acoblament de Yukawa genera massa directament, sense Goldstones intermediaris.
Aquesta doble via de la ruptura espontania de simetria —gauge i Yukawa— explica I'estructura
fonamental de masses de |'univers.

Incloem per finalitzar un model mecanic simple, toyModel, que pot ajudar a visualitzar com la
interaccid pot atorgar massa al bosé de Goldstone: Una particula esta restringida a moure's per
un cercle en abséncia de potencials. La particula és lliure. Imaginem que esta en una
determinada ubicacié. L’accié de la més minima forca la fa moure’s de la posicié on estava. Es a
dir no presenta cap inércia (no té massa). El sistema constituit per la bola amb la restriccié de
no poder escapar del cercle presenta simetria axial. Per tant, el moment angular L, se conserva.
Ara imaginem que variem externament les condicions del cercle que confina la particula
introduint un acoblament entre la particula i el cercle que li impedeix accelerar lliurement.
L’acoblament actua com una forca de restitucié F = —k6 que s’oposa als canvis en el moviment.
Ara, la particula resisteix canvis en la seva velocitat (adquireix inércia), com si tingués massa. El
moment angular L, no se conserva i se perd la simetria axial. Tots els punts dels cercle, encara
gue geometricament son equivalents, no ho sén dinamicament. La particula, per interaccionar
amb el cercle, adquireix inercia. Ja no té la massa nul-la.



Apéndix 1: Electromagnetisme Axionic

Hem vist abans que, en abséencia de carregues i corrents, les equacions d’Euler-Lagrange, amb
. 1 1 .
la Lagrangiana £ = —ZF‘“’FW = E(EZ — B?), generen les equacions de Maxwell. Aquestes

equacions son invariants quan els camps eléctric i magneétic E i B es mesclen per I'accié d’una
rotacié d'un angle arbitrari 6. Tot i que aquesta rotacio canvia la Lagrangiana (podem comprovar
facilment que L' = Lcos 26 + E - B cos 26), les equacions de Maxwell no varien. Per exemple,
la rotacio genera E' = E cos6 + B sinf. Si calculem la divergéncia VE' = VE cos8 + VB sinf.
Com VB =0 i també VE = 0, concloem que VE' = 0. Analogament podem comprovar la
invariancia de les altres equacions. Per tant, podriem dir que el terme E -B és un terme
invisible en electrodinamica classica.

F. Wilczek introdueix un camp escalar 8 (que no és una constant siné un camp, el camp axionic)
que interacciona amb aquest terme: L ;on = L — k0 E - B. Aleshores, la interaccié d’aquest
camp 6 amb el terme E - B genera la fisica nova que se pot observar en semiconductors
topologics on camp eléctric i magnétic s’influencien mituament.?

Apeéndix 2: Electromagnetisme massiu

. 1 . .
Acabem de comentar que la Lagrangiana L = _ZFWFIW descriu I'electromagnetisme en
abséncia de carregues i corrents. Si afegim un terme massic a la Lagrangiana, de manera que les
, . 1 1 -
particules del camp (els fotons) passen a ser massives, L = _ZFWEW + EAHAW i injectem

aquesta Lagrangiana en les equacions d’Euler-Lagrange en lloc de trobar les equacions de
Maxwell, GAF’W = 0, trobem les equacions de Proca: 6,1F’1“ + m2AH* = 0. La solucié estatica de
I’equacié de Proca en el limit no relativista és el potencial de Yukawa, similar al potencial
electromagnétic perd amb un decaiment exponencial degut al terme de la massa. En certs medis
polaritzables no lineals, els modes del camp electromagnétic poden mostrar termes de massa
efectiva. Tanmateix, en semiconductors molt polaritzables, la interaccié dels electrons amb la
xarxa doéna lloc a polarons que interaccionen entre si amb potencials tipus Yukawa (potencials
de Haken).?

8 Una introduccid senzilla en J. Planelles, Axion Electrodynamics in Topological Insulators for beginners,
arXiv: 2111.07290
% Veure per exemple, J.L Movilla, J.I. Climente i J. Planelles, Nanoscale Adv. 5 (2023), 6093.
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