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1 La radiacié: ona electromagnetica en el buit en abséncia de fons.

1.1 Equacié d’ones

Les equacions de Maxwell en el buit i en abseéncia de fons (p = 0, 7= 0), sén:

1. Llei de Gauss: V-E =0

2. Absencia de monopols magnetics: V- B =0

3. Llei de la induccié: V x E = —%—}f

4. Llei de Faraday: V x B = #060%]?

Apliquen el rotacional a la tercera llei: VxVxE= —%ﬁ x B.

Si tenim ara en compte la identitat vectorial V x V x V = 6(6 . 17) — V2V, amb la primera i quarta llei, trobem que
—V2E = —%uoeo%—lf que reescrivim: B
= O*E
V2E = po€o—— 1
Ho¢€o 012 (1)
El producte ppeg (permeabilitats electrica i magnetica del buit) és igual a la inversa del cuadrat de la velocitat de la
llum en el buit (1/¢?). Per tant, 'eq. 1 no és més que I’equacié de 1’ona electrica que viatja a la velocitat ¢ de la llum
en el buit. Una equacié similar la podem trobar per al camp magnetic si partim de la llei de Faraday (quarta llei de
Mexwell) i procedim de manera analoga.

Les solucions particulars de la eq. 1 sén les ones monocromatiques planes E = Ey ¢'(F™=%%) on k és el vector nombre

d’ones (A = 2/|k|), w la freqiiencia (w = 27/T) i ¢ = 1/ /Higeg la velocitat de propagacié. Sil'ona es desplaca a través
d’un medi lineal, isotrop i homogeni definit per u i €, la velocitat alshores seria v = 1/, /pe.

1.2 Quantificacié

1.2.1 Consideracions previes

vl

Figure 1: Ona plana

Considerem una ona plana com indica la figura 1, on E = Eye'k*=w g B = Bye!he=wt) 2 k = k #, on &, 7, Z sén
vectors unitaris en la direccié dels eixos. Calculem el rotacional del camp electric:

o r § z 5
VxE=|d, 8, 0. :g—:ikEE (2)
0 E 0 v



Ates que ¥ X ¢ = Z, podem escriure que VxE=iEkx y= ik x E. De manera semblant:

_0B -

ﬁxé:—y%:—ikng:ika (3)

En general, si V= Vo + Vi + V,Z, amb V, = %8 etkaz=wt) "amb o = x,y, z tindrem que:

VxV=ikxV (4)

1.2.2 El potencial vector

Des de la segon llei de Maxwell, V-B= 0, inferim que existeix ff, que anomenem potencial vector, de manera que

B =V x A. Substituint en la tercera llei, VxE= —%?, tenim:
L. 0~ - - L 04 L 9A -
E=—— A F+—)=0—0FE+ — = 5
V x ath -V x ( +8t) — +8t Vo (5)

perque el rotacional d’un gradient és sempre zero. Al potencial ¢ ’anomenem potencial escalar.

1.2.3 El contrast o gauge
Hi ha una indeterminacié en la definicié dels potencials de la radiacié. Els camps eléctric i magnetic no canvien si fem
la substitucio: . L.
{ A — A-Vy }
d
o > 65

Aquesta indeterminacié permet triar un y determinat (eleccié del contrast o del gauge). Triem y de manera que
V-A=01i¢=0. Amb aquest gauge podem escriure que

Y\
EF=—— 6
T (6)
1.2.4 Equacié d’ona del potencial vector
Subtituim en la quarta equacié de Maxwell, VxB= C% %—?, els camps en termes del potencial vector i tenim en compte

la identitat vectorial V x V x A = V(V - A) — V24 i el gauge ( V- A = 0). Trobem:

VxB=VxVxA=V(V-A) - V2A=_V24 L1924
19 _ 1924 ( ) —>V2A:—2 2 (7)
Zor = T on 2 Ot

També el potencial vector segueix ’equacié de D’Alembert. Les solucions particulars d’aquesta equacié sén les ones
planes:

A= Ag et W=ent) — (R 7 (A3 €M7) = gr () AN(7) = gr A
on A9 és un vector unitari en la direccié del camp. Cal tenir present que A9 és un vector unitari real mentre que ¢9
és una magnitud escalar que pot ser complexa (¢§ = |gx|e®?).
1.2.5 Energia electromagneética

L’energia electromagnetica és la suma extesa a tot el volum:

1 e e 1 1
U:/ —(ED + BH)dv = 7/ (€0 B* + — B*)dv (8)

v 2 2 Jv o
Sabem que E= f%—‘f = - C}A A}, on é representa %. Tanmateix, sabem que B=VxA=i _')\ x A= iqA(EA X /T)\)

Aleshores, obtenim una energia real a partir de camps complexos fent:
- N ° * e

E* - E =q, /_fg e kAT C.b\ flg el kA =qx qx

B* - B = (kx x AY)*(kx x A9) ¢tqx



Amb la identitat vectorial (a x b)(c x d) = (ac)(bd) — (ad)(bc), tenim que |kA X AO|2 Nk |A 2 — |ky - A9 912, Com
|A P=1i k‘)\ Ag =0 (el vector k de propagacio és perpendicular al camp A)7 trobem que:

B*- B = [kx]” ghar = po €0 w3 430 (10)
on hem considerat que ¢ = 1/(ug €0) = w?/|kr|2.

Amb tot aco I'energia queda:

—_

U= -(9,9x —l—w,z\ qﬁ\q,\)/eodv (11)

[\]

Anomenem I = [ eydv. Si redefinim ¢ — q//T tenim

U= % éiék JF;WA axax (12)
on gy és una magnitud complexa depenent del temps.
Si tenim en compte que ¢y = q et tenim que Cb\— —iwagy 1 &i— twxqy. Per tant,
U = w3 axax- (13)
1.2.6 Quantificacio
Per a poder procedir a la quantificacié definim les magnituds reals Qy = \[(‘D\ +q3)i Py —QA— ((:7)\ + q)\) Tenim

que:

2 ok ok e o* @
2P =4, +(4,)* +2 4, 0= —w3 g3 — w3 (¢3) + 2 4,4» 14)
203 = 3 + (43)? + 2q5an
Per tant: 1(P? +wiQ3) = 3 0,0\ +iwdqian = U.

Reconeixem doncs I’hamiltoniana classica Hy = %Pf + %w?\Qi d’un oscil-lador harmonic de massa unitat i freqiiencia
wy. La corresponent quantificacié déna lloc a energies discretes Ey(v) = (v + 1/2)hwy.

L’hamiltonia mecanoquantic és doncs Hy = %Pf + 3w3iQ3%, on P\, = —ih%. Podem doncs definit creadors i
aniquiladors® by = %(wAQA — i]5>\), bir = %(W)\Q)\ + ZP)\) de manera que:
1 4 - 1.4 1,4
Bt = 5[P +P Q3+ iw(@x — PrQ)] = 5 [P + WP Q3 + iwlih)] = 3[BS + Q% — e (15)

Per tant, ?:[,\ = b}\"b,\ + %hw i, amb una correccié had hoc del zero d’energies (restem %hw,\): 7:[,\ = b:\*'bA. La
comparacié entre N bjb,\ i uyn = w? ¢k g\ sembla suggerir la identificaccié de b /b amb els operadors associats a
q/q*. Si escrivim:

o*

bt (wWQ=+iP) = —]| (q +q)] (16)

(q+q*)

o

1
V2 7

&

L]
Recordem que 4= —iwq, per tant,

bt = wq

A (17)

= ylela ) (o — 7] - {

1 Alternativament hom pot, abans de definir els creadors/aniquiladors, cercar un canvi de variables Q) = a que converteix 1 hamiltonifa,
N 2 2 2
enHy = % Z2 j§2 +1 w>\ a?€2, i triar a de manera que es puga treure factor comii: 2—2 = wAa2 Aleshores resulta HA = hwx[— 2 d§2 += 52] =
ho.))\?:[g Podem definir ara creadors/aniquiladors b = %({ — ipe), bt = %(é +ipg), amb pe = —i0/0¢, de manera que HE —1/2=b"b.

Aquests s6n creadors aniquiladors de fotons de massa, freqiiéncia unitat, aixi com també d’un quant d’energia.



Trobem doncs les correspondencies b+ — wq i b — wg*. En altres paraules, la quantificacié ens porta des de uy — H:
uxn = WiGR 4 = Wigr @3 = Ha = wRdn 45 = b ba (18)
amb b; =wqy = %(wAQA + zIADA) iby =wq = %(wAQA — zp)\)

L’ona electromagnetica és una superposicié d’ones planes: A(7,t) = >, qa(t) Ax(7). La suma s’exten a totes les
freqiieéncies i totes les polaritzacions. Aleshores,

1
U=ZUA:Z§(P§+W,2\Q§) (19)
A A
Per tant, ’hamiltonia sera;
N 1 -
H:Z%:Z;Pﬂwi@i) (20)
A A

ilenergia E =", (ux + 1/2)hwy que redefinint el zero queda E = ), vahwa.

La radiacié pot doncs contemplar-se con una col-leccié d’oscil-ladors harmonics. Tanmateix pot ser descrita per
una col-leccié vy de particules d’energia hwy. La transicié entre dos nivells de l'oscil-lador pot interpretar-se com
la creacié/aniquilacié d’un foté. Per aquest motiu, els operadors b = %(w@ —iP), bt = %(wQ + iP) que ac-
tuant sobre les funcions ¥, de l'oscil-ladors harmonic canvien en una unitat el nombre quantic, b0, = /v ¥, 1,
bt ¥, = v+ 1¥, 1 s’anomenen creadors i aniquiladors (de fotons).2

En resum, la radiaci6 electromagnetica pot contemplar-se com una col-leccié de particules d’energia hw), '’hamiltonia

de les quals es pot escriure H = >\ bl by o també H = > FwoabA () Tha(€), si definim les coordenades £ = /%2 Q

que fan referéencia a fotons de massa, freqiiéncia i energia unitat (vegeu peu de pagina anterior).

2 El sistema material

2.1 Equacié de Lagrange per a potencials U(q, EI) que depenen (també) de la velocitat.

La primera llei de Newton,

d
—p—F=0 21
i ; (21)
té el seu paral-lel en I'’equacié de Lagrange,
d (0L oL
—|— -5 =0 (22)
dt 0q 8q

amb L=T—-Vip=2L
99

Podem substituir L en 'equacié (22) pel seu valor T'— V' i obtenir:

d (0T or d (oV oV
dt< '>_8:dt<°>_aEQ' (23)
a4 q a4 q

Si V = V(q), aleshores, & = 0 i Q representa la forca sobre el sistema (F = —57 .
a9

Siv=U(q, f}), aleshores @ té el sentit d’una forga generalitzada. En altres paraules, si el sistema presenta una forga

que depen (també) de la velocitat i que siga expressable en la forma @ = % (8({) — %—Z, podem definir la Lagrangiana
09

L =T —-U, de manera que L automaticament satisfa 'equacié (22) de Lagrange. Podem també definir la hamiltoniana
H =pq —L, on p= 2L és el moment canodnic conjugat [que cal distingir-lo del moment cinematic © = m ¢].
oq

Aco és precisament el que li passa a una particula carregada en presencia d’un camp electromagneétic.

2La demostracié d’aquestes dues equacions, b0, = /v ¥, _1, bT¥, = o+ 1 W, +1, les podeu trobar e.g. en ’exercici 2 de la seccié
2.3 de Nowves notes de Quimica Quantica http://repositori.uji.es/xmlui/handle/10234/24323 .



2.2 La forga electromagnética en funcié d’un potencial generalitzat U(q, (})

La tercera equacié de Maxwell relaciona variacions espacials de camp electric amb variacions temporals de camp
magneétic:
0B
VAE+ — =0 24
ot (24)
Ates que el camp magnetic és irrotacional, i.e. VB = 0, podem escriure sempre B en termes d’'un potencial vector

A(z,y,z,t) enla forma B = VA A, perque V(V A A) =0 [la divergéncia d’un rotacional és sempre zero]. Si substituim
B en termes del potencial vector en la tercera equacié de Maxwell (24), apleguem a que,
0A

0
VAE+ o (VAA)=VA(E+-)=0. (25)

De I'equaci6 (25) inferim que el parénteis (E + %—’?) es comporta com el gradient d’'un potencial escalar ® [Recordem
que el rotacional d’un gradient és sempre nul: V A V® = 0]. Aleshores podem expressar aquest paréntesi com el
gradient d’un camp escalar ®(x,y, z,t):
(E+ %) =Vao. (26)
ot
Recordem ara ’equacié de la forga electromagnetica de Lorentz i combinem aquesta equacié amb equacié (26):

F=e(E+v/\B)ze(V‘I)—%?—FU/\V/\A). (27)

En aquesta equaci6 e representa la carrega (positiva o negativa) que esta sotmesa al camp electromagnétic.

Tenim que, o
VANA=(0,A, —0,A,)7T— (0:A, — 0, A;) T+ (0. 4y — 0yAL) k (28)
on representem per J, la derivada %. Aleshores la component x del triple producte v A V A A resulta:
(WAVANA), = vy(0;A4y —0yAs) + (0, A, — 0.A;)

= 0,0, Ay + 0,0, A, + (V,0:A;) — v, 0y Ay — V,0, Ay — (V,0;A,)

= 0 -A) =Y, vidiA, (29)

_ 9wA 9A,

= (8.r L Zx,y,z i\ Bq;

Per una altra banda tenim que,

dA, 04, A\ (0g:i\ _ 0A, (04,
dt_at+z<aqi><at)_at+zv’<8qi>' (30)

x,Y,z z,Y,z

Per comparacié de les equacions (29) i (30), concloem que:

ov-A) 04, dA,
A), = — : 1
WAV A A, R TR 31
Portant aquest resultat, equacié (31), a la component x de 'equacié (27) (component x de la forca de Lorentz)

apleguem a que:

Foo= o (g =%+ &0 A+ %
= e (G @A) -G

Es obvi que %(v -A) = Az 1que g—i =0 (ates que A = A(z,y,2,t) 1 ® = ®(z,y, 2,t)). Aleshores I'equacié (32) es

pot reescriure en la forma:

-]

(32)

0 d 0
Si definim U = —e (® + v - A), la component z de la forga, equacié (33), queda reescrita segons:
oU  d oU



Podem definir, doncs, la Lagrangiana L = T—U = T+e ®+ewv-A. Tenint en compte que chp =0ique ai (v-A)=A,,
la component = del moment canonic conjugat, p, = GQTLI’ resulta ser:
oT 0P 0
px:aT)m eavz—I—ea—%(v-A):mvx—FeAx:ﬂ'x—l—eAx (35)
on T, = m% és el moment cinematic. Tenim, doncs, que:
p=m+eA. (36)
L’hamiltoniana, H =), pi(}i —L, amb 'equacié (36) queda en la forma:
H = Y, ,,.(mi+ed)v— [Zi:z,y,z(%ﬂ—ivi) +tedted, ., (v Ai)}
_ 1
- Zi:m,y,z(§ﬂ-ivi) —e? (37)
= ﬁ Zi:x,y,z 7Ti2 —e?®
= ﬁﬂ'Q —ed
que, en termes del moment canonic, resulta:
= ( AP —ed (38)
=—1(p—e —e
2m b

on, recordem, e és la carrega, positiva o negativa, de la particula sotmesa al camp.

Fem notar que p és el moment canonic conjugat, mentre que m = m% és el moment cinematic.

2.2.1 El gauge

El potencial vector A(x,y, z,t) no esta univocament determinat pel camp B (que és la magnitud que té el sentit fisic).
En efecte, ates que B = V A A, donat la magnitud escalar x(z,v, 2,t), resulta que A i (A — Vx) donen lloc al mateix
camp magnetic B, ja que:

7k
VA(VY) = | 8, 8, 0.
dux  Oyx  0O:x (39)

Podem triar x de manera que VA = 0. A aquesta tria s’anomena gauge simetric o de Coulomb. Encara, pero, el
potencial vector A no esta completament determinat i podem afegir condicions per a fixar-lo.

També ® admet un gauge. Si les fonts del camp estan llunyanes del nostre sistema (de manera que la densitat de

carrega que genera el camp és zero en el lloc on esta situat el nostre sistema) podem triar ® = 0. Aleshores hi ha prou

amb A per a determinar el camp electromagnétic®. Sota aquesta condicié, ® = 0, Phamiltonia (38) queda simplement:
1, 1

= 2 2
H= o™ = 5 (p—eA) (40)

on p és el moment canonic conjugat.

3Si p =0, aleshores VE =01 V(V® — %) =0, ie., V2& — %VA =0, com VA = 0, aleshores, V2® = 0, cosa que em permet triar x
tal que ® = ® 4 x sempre que V2x = 0. Trie doncs x = —® amb la qual cosa el potencial escalar final és ® = 0. Notem que aquesta, tria

no afecta a £ =V® — %—’?, ates que V2® =0, i.e.,, V® = ct., i aquesta constant pot ser absorbida pel gauge del potencial vector A.



2.3 Hamiltoniana Mecanoquantica
Per a fer el pas a la mecanica quantica, desenvolupem la segona poteéncia que apareix en (40) en la forma:
(p—eA)? =p>+e?A? —ecAp—epA, (41)

on tenim present que els dos termes del final, que sén identics, no presenten el mateixos operdors degut a les propietats
de no commutativitat dels operadors mecanoquantics associats amb p i A.
Si subtituim p per —i ki V, tenim en compte que,

PAY = —ihVAU = —ih [(VA)U 4+ A(VD)] = [-ih VA + Ap| T, (42)

i triem el gauge simeétric o de Coulomb, V - A = 0, aleshores PAY = ApW, amb la qual cosa finalment escrivim:

P2 e e 9
H=-——-—Ap+ —A°. 4
2 m Pt 2m (43)
Per un sistema de carregues {¢;} tindrem:
X 1 .
H=Y" 5 (=ihV; =g A4V (44)
j J

on Aj; representa el valor del potencial vector A en la posicié de la j—eéssima particula i 1% I’enegia potencial del sistema
de particules.

Desenvolupem el quadrat (assumim com hem dit ades el gauge de Coulomb que comporta que potencial vector i

operador moment lineal commuten). Podem escriure doncs "'Hamiltonia complet de la radiacié en interaccié amb
materia en la forma:

= thb b,\—i—z——VQ—FV—FZZ 44,9, +Z qﬂ A (45)

I:Ig I:IS )2

que no és una altra cosa que la suma de I’hamiltonia la radiacié lliure H,, el del sistema de particules H 0 més un

7 )

hamiltonia H' d’interaccié radiacié-materia.

3 La interaccio de la radiacié amb el sistema material de particules

3.1 Teoria pertorbacional depenent del temps

Partim de les solucions estacionaries \IJSLO) (r,t) = @%O)(r) emiEt/ h. solucié de I'equacié de Schrodinger per al sistema
en abséncia de pertorbacié HOWO = ihaa—‘l’to.

Considerem I'hamiltonia complet H = H® + N H’, on A és un parametre que ens permet conectar les solucions no

perturbades (A = 0) amb les solucions del problema pertorbat (A = 1). Escrivim les solucions del nou operador com
una combinacié linal de les funcions estacionaries, i substituim en I’equacié de Schrodinger:

(H0+/\H Zc (0)( )e —iBEQt/h _ h ch (0) —¢E7g°>t/h_ (46)

efectuant les operacions, reordenant, multiplicant a esquerres per <I>(0)( )*, integrant sobre les coordenades espacials i
escrivint ¢, (t) com una serie de Taylor en termes del parametre A, ¢, = 3, M) trobem a primer ordre ( =1) que:

de O) zw t rr/ EO B EO / 2
= mnt ft- i = ———n. H = (@O H |9 47
a h}j i W S, = (0] a) (47)
assumint cES) =0sim#ki c,(go) =1, trobem, despres d’integrar, que:



/ X H' )
(1) = Zmk ] _ giwmkt] — Zmk giwmst/2 (95
Con P [ e ] P e (—24)sin

Wk t

(48)

L’hamiltonia d’ordre zero és, en el cas que ens interessa, H? = HS + HY?, les funcions estacionaries sén productes

WO = WO WO, les energies son sumes d’energies EY(p) + E3(rad) i la probabilitat de transici6 és |c,(ﬁ)|2:

Si n? (x) /x2
(12 _ |Hl/€>\7mu|2 o Wkxmput
lew' | = —=5—— 3 -4 sin® ———"—
h Wi mu 2
_ |Hllc)\,mp,|2 42 Sin2 WEXN,mpu t/2
h? w,%/\mw t2/22
H/ 2 .2
_ | kA,;n,u' . t2 SIHQZL' (49)
h T 2

A la vista del resultat anterior, eq. 49, trobem la condicié de ressondncia en x = 0 és a dir wix m, = 0 que comporta
que la diferencia E), — E}) = E§ — EJ. En altres paraules que AE) ~ AE?_ ;. Tanmateix trobarem la regla de seleccid

en la ressoluci6 de la integral Hy, ,, , = (W%Wg|ﬁ’|\llg\ﬂg).

A T’hora de trobar aquestes regles, considerem ara el primer terme de I’hamiltonia de pertorbacid H , eq. 45,1
considerem que les carregues sén electrons de manera que g; = —e i m; = m, amb e, m la carrega i massa de l'electré.
Tanmateix, considerem potencial vectors reals, de manera que se generen automaticament camps electric i magnetic
reals. Considerem doncs ’hamiltonia,

A~ FL h ~ dk,Ts Ak —1 T
H =253 4,9, = 55 33 (@ehr 4 gen i) AL (50)
J j v

Els tinics operadors que actuen sobre la funcié d’ona de la radiaci6 sén gy i g3. Les integrals (¥]q,|99), (¥3|g;|¥),)
tinicament sén diferents de zero si A = p+ 1, ie., AE? , = EY — EY, | = thwy que correspon a una transicié mono-

fotonica.

En les equacions anteriors 'estat de partida esta etiquetat amb els nimeros quantics k, u. El primer representa el
conjunt de ntmeros quantics que especifiquen l'estat de la materia, i el segon és el nimero quantic de 'oscil-lador
harmonic, el qual indica el nimero de fotons de la radiacié. Aixi, l'estat fonamental de 1'oscil-lador esta associat
amb p = 0 i representa la abséncia de fotons, ;4 = 1 indica que hi ha un foté, etc. L’estat final esta etiquetat amb
m, A. L’absorcié implica I’aniquilacié d’un foté i correspon al terme on apareix ¢ que és proporcional a ’operador
b d’aniquilacié, eq. (17), mentre que 'emissié implica la creacié d’un fotd i correspon al terme on apareix ¢, que
és proporcional a l'operador b de creaci6, eq. (17). Com indicavem al final de la seccié primera, bW, = /o ¥, _1,
b, = v+ 1P, 4, per tant, la ratio de probabilitat d’emissié vs. d’absorcié des d'un estat u resulta:
P (Yol |YR) nu+1

Py (@) gzl el

L’emissi6 és suma de dues contribucions: la primera és proporcional al nombre de fotons n,,, és a dir a la intensitat de la
radiacié (emissid estimulada), mentre que la segon n’és independent (emissid espontania). En absorcid sols hi ha absor-
cié estimulada. Tanmateix, si imaginem un estat inicial sense radiacié (m, 0), el terme (U9|g, |¥8) oc ([T |W8) = §5 1
permet la relaxacié d’un estat excitat per emissid espontania d’un foté.*

Considerem ara la integral:

A (U 0R1dy Y et VN UREG) = A - (W0, Y et BV W) (4, [ 0) (51)
i i

4E] mecanisme de relaxacié d’estats estacionaris excitats del sistema per emissid espontdnia no apareix en el tractament semi-classic de
la interaccié radiacié-materia. Per tant, semi-classicament hi ha estats excitats estacionaris, mentre que 'inic estat realment estacionari
de la materia en un tractament purament quantic és ’estat fonamental, perqué els estats excitats decauen al fonamental per emissid
espontania.



Si desenvolupem e ¥ " =1 +ik,r; — 1(k,r;)? + ..., trobem les integrals (P9 | > VW), (W0 |(kyr;) V| T9), ete.
La primera (i més gran) s’anomena de dipol eléctric perqué hom pot mostrar que (veure apendix):

W) (52)

m

m
< TVL|V|\IJO> ?(EO Ek)<\p
Tanmateix, el producte escalar amb A% proporciona la polaritzacié de la transicié.

Considerem a continuacio la integral I = (U9 |(k, -7;) (A - V;)[TY) i la identitat vectorial (a x b)(c x d) = (ac)(bd) —
(ad)(bc) que permet escriure: (k x A)(r x V) = (k;r)(AV) (kV)(Ar). A partir d’aquesta identitat tenim que:
(ky - 7) (AR - V) = (ky x AQ)(rj x V) + (ky - V) (AL - 7)) (53)
Per tant,
I= (ky x AW (ry x VH)IUR) + AL (U0, D (k- V) | 97) (54)
J J
Sabem que r x p = L i que L = “2m, on m és el moment magnetic. Per aquest motiu, la primera de les dues

integrals en eq. 54 s’anomena de dzpol magneétic, té una valua molt menor que la de dipol eléctric pero similar a la seg-
ona de les integrals, la qual conté el terme (k, -V ;) r;, que esta relacionat amb el quadrupol eléctric Q;; (veure apendix).

A manera de resum tenim:

1 Wmk mk
an) X~ hz Akﬂmk (k x AY )mmk + A kak’ + ... } (55)
dipol elctric dipol magntic quadrupol elctric

3.1.1 El segon terme de I’hamiltonia
Considerem ara el segon terme,
) 2
_ e € & ikyry o sk —ikyri) A0
2= g 2 AT = g 2 | 2 (@t e ) A (56)
J J v
Observem que aci apareixen termes gxqu, ¢\qu. qrq, 1 ¢3q,,- Per tant, hi haura transicions bifotoniques: absor-

ci6/emissi6 de dos fotons via grg,/q3q;, o absorcié d'un fotd i emissié d'un altre (dispersio, e.g. Raman) via g3g,./qxq};-

Aquestes transicions també sén menys probables que les dipolar electriques i resulta convenient 1"is de llum LASER
per poder-les observar amb una certa intensitat.

4 Apendix

Demostrarem que (U9 |V[¥)) = =% (ES, — E) (U9, |7|¥]). Amb aquesta finalitat considerem les equacions:
I Vivo+ V¥, = E ¥ 57
“om Z ;%o + 0o = LoV (57)
J
h2 2\ * * *
——mZvj FLVUE = B,V (58)
J
multipliquem la primera per ¥} x; i la segon per ¥ox;
52
—o Z Ui Vil + Uiz, V¥ = Eo Uz P (59)
Z\I/():z:zv Ur + Uoz, VU, = Ej Wox; U} (60)



Integrem:

h2

5 \Pk|$zzv2|\1/0 (Wplz:V Vo = Eo(Upz; o)

h2 * * * *
\1;0|xlzv2|\p +(WolzV [W5) = Ei (Vola:| V)

reescrivim la darrera equacié transposant les integrals,

h2

—o wZv 2| Wo) + (U |V |Wo) = Ej (U2 Wo)
i restem les dues equacions:
h? 0?
5 Ukl @i — i 2I‘I’o> = (Ex — Eo) (T|z:| o)

Calculem el commutador [3‘9—;, z;] = 252, Amb la qual cosa

<‘I’k| |‘I’0> 2 (Ek — Eo) (U9, ]2:|¥})

Ara considerem el quadrupol. Partim de les dues equacions segiients, analogues a les anteriors:

\MZV Ty — xzylzvzl% = (Bx — Eo) (U|m; ys|Wo)

\Ilk| ZV%Q —a? ZVQI\I’O = (Bx — Eo) (Uy|a?|¥o)

que donen lloc a :

0 0 m
<‘1’k|yi%+$iafy|‘1’0> = —?@kmyim’&
0 m
(Vg |z %N’O) = (Wy|xF|Wo).
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